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  Calcul Intégral                         لــــامـاب التكــحس
  

 ) تذآير(الدوال الأصلية 
  .Iتقبل دالة أصلية على  Iمتصلة على مجال fآل دالة •
)، Iمن  xولكل Iقابلة للإشتقاق على Fتعني أن Iعلى  fلأصلية للدالة هي الدالة ا Fالدالة • ) ( )'F x f x=. 

)، aوالتي تنعدم في Iعلى  fالدالة الأصلية للدالة .  Iعلى  f دالة أصلية للدالة Fلتكن • )a I∈ هي الدالةG  

)      حيث   ) ( ) ( )G x F x F a= −    ;    x I∀ ∈ 

)بحيث c، فإنه يوجد عدد حقيقيIالعلى مج fدالتين أصليتين للدالة Gو Fإذا آانت • ) ( )F x G x c− = ,x I∀ ∈ 

)هي مجموعة الدوال التي تكون على شكل  fمجموعة الدوال الأصلية للدالة • ) /x F x k k+ ∈6 \ 
  .Iعلى  f دالة أصلية للدالة Fحيث 

  
  : جدول الدوال الأصلية للدوال الاعتيادية

  
f  F  ملاحظات  f  F  ملاحظات  
0  a    

    
  

a  ax b+      

x  21
2

x    
1
x

  ln x c+  0x ;  

nx  11
1

nx c
n

+ +
+

  1n ≠ −  ( )
( )
'u x

u x
  ( )ln u x c+  ( ) 0u x ≠  

rx  11
1

rx c
r

+ +
+

  1r ≠ −  

x  
3
22 .

3
x c+    xe  xe c+    

cos x  sin x    ( ) ( )' u xu x e  ( )u xe c+  
  

sin x  cos x−      
21 tg x+  tgx  

,
2

x k kπ π≠ + ∈] 

  
0a ≠  

axe  
1 axe c
a

+  0a ≠  

( )sin ax b+  ( )1 cos x b
a

− +       

( )cos ax b+  ( )1 sin ax b
a

+        

  
  

  
  
  
 
 
 
 
  



مراآش- –تاذ ؛محمد الرقبة الأس  
 

 

I- تكامل دالة متصلة على مجال  
  

  Iعنصرين من bو aو Iدالة متصلة على مجال fلتكن : تعريف )1
)العدد الحقيقي  ) ( )F b F a−  حيثF دالة أصلية للدالةf على المجالI  الدالةتكامل يسمىf منa  إلىb 

)  ويكتب )
b

a
f x dx∫  

)      لـ bإلى  aمنأ تكامل ويقر )f x dx  

)   : ملاحظة ) ( ) ( )
b b b

a a a
f x dx f t dt f dθ θ= =∫ ∫ ∫  

           ( ) ( ) ( ) ( )
b b

aa
f x dx F x F b F a= = −⎡ ⎤⎣ ⎦∫  

    : أمثلة
4
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1dx
x∫    ,  
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0
x dx∫  
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cos xdx
π

∫  ,  2
0

sin d
π

θ θ∫  

  
 خاصيات )2

)  -  - 1-خاصية  ) ( )
b a

a b
f x dx f x dx= −∫ ∫  

    -  ( ) 0
a

a
f x dx =∫  

    -  ( ) ( ) ( )
c b c

a a b
f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫  

      تطبيــق 
2

0
1x dx−∫  

  
  . Iعنصر من aو Iصلة علىدالة مت fلتكن    - 2-خاصية 

)    هي aوالتي تنعدم في Iعلى fالأصلية للدالةالدالة      ) ( )
x

a
F x f t dt= ∫  

  
]دالتين متصلتين على قطعة  gو fلتكن  - 3-خاصية  ],a b  وλ عدد حقيقي.  

    -           ( ) ( )
b a

a b
f x dx f x dxλ λ=∫ ∫  

    -  ( ) ( )( ) ( ) ( )
b a a

a b b
f x g x dx f x dx g x dx+ = +∫ ∫ ∫  

  : التاليةالتكاملات  أحسب : تطبيقــات  
          ( )3 2
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3 2I x x dx= +∫      ( )4 2

2 0
1I x x dx= + −∫  
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1

11 22

1 2 3I dt
t t

⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫               

1

12 0 1

x

x

eI dx
e

=
+∫  

          
3 2

13 0
3 2I x x dx= − +∫              

  
)ي للعدد  التأويل الهندس )3 )

b

a
f x dx∫   

      دالة ثابتـــة  )1(مثــــال     
  ةـدالة تآلفي  )2(مثــــال 

]دالة متصلة وموجبة على المجال fلتكن    :خاصية ],a b   

)  العدد  )
b

a
f x dx∫ المحصور بين المنحنى ∆ هو مساحة الحيز( )A  ومحور الأفصايل والمستقيمان( )x a= 

)و )x b=.  

)  :تطبيـق ) ln( )xf x
x

=  1a bو     = e=  

  
    حساب التكامل تقنيات )4

 Intégration par Parties   المكاملة بالأجزاء
  

]دالتين قابلتين للإشتقاق على المجال gو fلتكن  : تمهيد ],I a b=  

)  لدينا   ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ). ' ' . . 'f g x f x g x f x g x= +    x I∀ ∈  

)  إذن   ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' . . ' . 'f x g x f g x f x g x= −  

)  إذن   ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' . . ' . '
b b b

a a a
f x g x dx f g x dx f x g x dx= −∫ ∫ ∫  

)  إذن   ) ( ) ( ) ( ) ( )' . . . '
b bb

aa a
f x g x dx f g x f x g x dx= −⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫  

]متصلتين على g'و f'قابلتين للإشتقاق  و gو fلتكن : خاصية ],a b.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' . . . '
b bb

aa a
f x g x dx f x g x f x g x dx= −⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫  

  : أحسب التكاملات التالية : تطبيقات

2
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= ∫      22
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= + +∫              
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4 0
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= ∫             6 1
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e
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  تمارين تطبيقية

  .أنظر السلسلة  
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 والترتيب التكامل )5
]دالة متصلة على قطعة fلتكن    : تمهيد ],a b وF دالة أصلية للدالةf على[ ],I a b=.  

)  لدينا ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a= −∫  

  Iموجبة على المجال fإذا آانت
]دالة تزايدية على Fفإن ],a b.  

)  ومنه ) ( )F b F a;    علما أنb a;  
  

]دالة متصلة على  fلتكن : خاصية ],a b  

0f إذا آانت   ]على ≤ ],a b     فإن( ) 0
b

a
f x dx ≥∫  

]دالتين متصلتين على gو fلتكن    ],a b  a b≤  

)  بحيث   ) ( )f x g x≤    [ ],x a b∀ ∈  

0  لدينا g f≤ )  إذن  − )( ) 0
b

a
g f x dx− ≥∫  

)  ومنه ) ( )
b b

a a
g x dx f x dx≥∫ ∫  

 
 
  

]دالتين متصلتين على gو fلتكن : خاصية ],a b  
   
]من xإذا آان لكل ],a b : ( ) ( )f x g x≤  

)  فإن ) ( )
b b

a a
f x dx g x dx≤∫ ∫  

  
0f   إذا آانت : استنتاج aو    ≥ b≤  

)  فإن    ) 0
b

a
f x dx ≤∫  

  

)   : خاصية ) ( )
b b

a a
f x dx f x dx≤∫ ∫  

  
  .القيمة المتوسطة لدالة متصلة على قطعة*   

]على المجال  fالقيمة القصوية للدالة Mلتكن ],I a b=  

]على المجال  fالقيمة القصوية للدالة mو     ],I a b=  

)  : Iمن xلدينا لكل )m f x m≤ ≤  

)  إذن ) ( ) ( )
b

a
m b a f x dx m b a− ≤ ≤ −∫  

)  إذن )1 b

a
m f x dx M

b a
≤ ≤

− ∫  
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)العدد الحقيقي   : تعريف*    )1 b

a
u f x dx

b a
=

− ]على المجال fللدالةالقيمة المتوسطة  يسمى  ∫ ],a b.  

]من cيوجد على الأقل عنصر : ملاحظة ],a b بحيث  ( )f c µ=.  

    : تطبيق
1

20 1

n

n
tu dt

t
=

+∫   ,   n∀ ∈`  

)بين أن )1 )nu تناقصية ومصغورة.  

)تج أناستن )2 )nu متقاربة وأن  lim 0nx
u

→+∞
= 

  
II - تطبيقات حساب التكامل 
 

  حساب المساحة الهندسية )1
  متصلة وموجبة f  )1(مثــــال 
  متصلة وسالبة f  )2(مثــــال 
]متصلة على f  )3(مثــــال  ],a b وتغير الإشارة فيc  a c b≺ ≺  

)    المساحة الهندسية )
b

a
f x dx∫  

)    المساحة الجبرية )
b

a
f x dx∫  

 
 
  

 مساحة حيز محصور بين منحنيين )2
  اتـتطبيق

  : في الحلات التالية gAو fAمساحة الحيز المحصور بين المنحنيينأحسب 

1(    ( ) 2f x x=    ( ) 2g x x x= − +  

2(    ( ) 2f x x=    ( )g x x= 
  

  حساب الحجوم )3
  حجم مجسم في الفضاء         : الحالة العامة

  
Volume d’un solide dans l’espace     

  
1zمجسما محصورا بين المستويين   Σليكن λ=   2وz λ=.  

)ليكن  )V λ  هو حجم مجموعة النقط من الجسمΣ  المحصورة بين المستويينtz λ=   وz h=.  

)إذن حجم مجموعة النقط المحصورة بــ  )0z λ=   0وz hλ= )  هو  + ) ( )0 0V h Vλ λ+ −  

)  نفترض أن ) ( )0 0S S hλ λ +≺  

) إذن )( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0h S V h V h S hλ λ λ λ≤ + − ≤ +             

)       إذن ) ( ) ( ) ( )0 0
0 0

V h V
S S h

h
λ λ

λ λ
+ −

≤ ≤ +    

)    إذن ) ( ) ( )0 0
00

lim
h

V h V
S

h
λ λ

λ
→

+ −
=    

)      ومنه ) ( )0 0'V Sλ λ=  
  .1λوالتي تنعدم في  Sهي الدالة الأصلية للدالة Vوبالتالي
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0 hλ +  

0λ  
( )0S hλ +

( )0S λ  

)    إذن ) ( )2

1
2V S d

λ

λ
λ λ λ= ∫  

  z  
     ( )2S λ  

  
  
  
 

y  
  

  0z λ=  ( )1S λ  ( )1S λ    
         x  

)منسوب إلى م م م  ξالفضاء   : خاصية ), , ,O i j k
G G G

.  

zمجسما محصورا بين المستويين المعرفين بــ   Σليكن   a=   وz b=   .  
)لتكن )S t هي مساحة مجموعة النقط( ), ,M x y z من الجسمΣ بحيث  z t=.  

)   إذا آانت ):S t S t→   متصلة على[ ],a b   

)   : هو Σم المجسمفإن حج )
b

a
V S t dt=   .بوحدة القياس   ∫

  
1zمجسما محصورا بين المستويين   Σليكن λ=   2وz λ=.  

)ليكن  )V λ قط من الجسم هو حجم مجموعة النΣ  المحصورة بين المستويينtz λ=   وz h=.  

)إذن حجم مجموعة النقط المحصورة بــ  )0z λ=   0وz hλ= )  هو  + ) ( )0 0V h Vλ λ+ −  

)  نفترض أن ) ( )0 0S S hλ λ +≺  

) إذن )( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0h S V h V h S hλ λ λ λ≤ + − ≤ +             

)       إذن ) ( ) ( ) ( )0 0
0 0

V h V
S S h

h
λ λ

λ λ
+ −

≤ ≤ +    

)    إذن ) ( ) ( )0 0
00

lim
h

V h V
S

h
λ λ

λ
→

+ −
=    

)      ومنه ) ( )0 0'V Sλ λ=  
  .1λوالتي تنعدم في  Sهي الدالة الأصلية للدالة Vوبالتالي

)    إذن ) ( )2

1
2V S d

λ

λ
λ λ λ= ∫  

  
  

)منسوب إلى م م م  ξالفضاء   : خاصية ), , ,O i j k
G G G

.  

zمجسما محصورا بين المستويين المعرفين بــ   Σليكن   a=   وz b=   .  
)لتكن )S t هي مساحة مجموعة النقط( ), ,M x y z من الجسمΣ بحيث  z t=.  

)   إذا آانت ):S t S t→   متصلة على[ ],a b   

)   : هو Σفإن حجم المجسم )
b

a
V S t dt=   .بوحدة القياس   ∫

  
  .Rوشعاعها  Oحساب حجم فلكة مرآزها : -1-تطبيق 

  
  حجم مجسم الدوران           : -2-تطبيق 
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Volume d’un solide de révolution  
  

]دالة متصلة على المجال fلتكن ],a b وA  المنحنى الممثل لها في م م م( ), ,O i j
G G

.  

  .مجسم الدورانورة آاملة فإنه يولد مجسما يسمى حول محور الأفاصيل د Aإذا دار
 

)  لدينا ) ( )2S fλ π λ= 

)     إذن )2b

a
V f dπ λ λ= ∫  

)حول المحور  fم الدوران المولد عند دوران المنحنى الممثل للدالةجسحجم م : خاصية )Ox  

)    هو )2b

a
V f x dxπ= ∫  

  
)حول المحور  fحجم مجسم الدوران المولد عند دوران المنحنى الممثل للدالة أحسب : تطبيقات )Ox  

  في الحالتين التاليتين
  1(    ( )f x x=  1b =  0a =  

  2(    ( ) 2f x x=  1b =  0a =  
  

  : أحسب التكاملات التالية : تطبيقات

  1(  
( )

1

1 50 3 5
tI dt

t
=

−∫      

  2(  
1

2 0

sin
cos 1

I dθ θ
θ

=
+∫      

  3(  
1

3 20 2 1
dxI

x x
=

+ +∫        

  4(  
1

4 20 6 5
dxI

x x
=

+ +∫    

  5(      
( )

2

5 31 2 1
xdxI
x

=
−∫          

  6   (( )6 0
2 1 sinI x xdx

π
= −∫      

  7(  f بين أن: دالة زوجية    ( ) ( )
0

2
a a

a
f x dx f x dx

−
=∫ ∫  

  8(  f بين أن: دالة فردية    ( ) 0
a

a
f x dx

−
=∫  
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