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  المستھدفة الكفاءات   

  
 

 .إنشاء مرجح نقطتين   

 .إنشاء مرجح ثلاث نقط 

 .حساب إحداثيات المرجح 

 استعمال المرجح لإثبات استقامية نقط 

 .أو تلاقي مستقيمات

  
  

               
  
  
  

            Ãأھم ما ینبغي التحكم فیھ في ھذا الفصل خاصیة التجمیع   
  

            Ã  كتعیین مجموعة نقط و إثبات تلاقي ( یعتبر المرجح أداة فعالة في حل مشكلات متنوعة  
  

  مستقیمات في نقطة  واحدة                
  

            Ã التي یحققھا المرجح و العكسةالإشعاعی ترجمة العلاقة معلى المتعل   
  

            Ãإحصائیة و مركز العطالة في التطبیقات  یلاحظ المتعلم العلاقة بین المرجح و معدل سلسلة    
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  :النشاط الأول 
  إدراج مفھوم مرجح نقطتین: الھدف         

GA  عوض GB  و GA بدلالة Bmأحسب قیمة : تصحیح ) 1
uuur

GB  و 
uuur

6B    و الجواب  
GAm
GB

=  

2( *  3
7

GA GB= −
uuur uuur

BG: نضع           *  BA AG= +
uuur uuur uuuur

 *          AG = 6 Cm  

2Bنأخذ )  * 3 Am m= *         5نأخذB Am m=  
   :النشاط الثاني

  إنشاء مرجح ثلاث نقط: الھدف          

1 (1
3

AI AB=
uuur uuur

2BJ   و    BC=
uuur uuur

  

2في العلاقة) 2 2AG GB GC+ −
uuuur uuur uuur

GA نضع  GI IA= +
uuur uur uur

GB   و  GI IB= +
uuur uur uur

   على استقامة واحدة  G , I , C   مع 
GBفي العلاقة نفسھا نضع ) 3 GJ JB= +

uuur uuur uur
GC  و   GJ JC= +

uuur uuur uuur
   على استقامة واحدة G , J , A  مع 

4 (G نقطة تقاطع  )AJ (  و )GI(         6 (  في العلاقة السابقة نضعGA GC CA= +
uuur uuur uuur

  
   :النشاط الثالث

  تعیین مرحج نقطتین: الھدف                    

1 (2GA GB= −
uuur uuur

2   أي  
3

AG AB=
uuuur uuur

       2 (3
5

AG AB=
uuuur uuur

        3 (G منتصف  ]AB       [ 4 (m = 4 Kg   

  :النشاط الرابع 
  .مرجح جملة استعمال خاصیة التجمیع لتعیین : الھدف                     

1 (10,77m ;      2   (1 11,07m ;    ،  2 9,76m ;         3 13,83m ;  

1 .         28 و لیس 29تصحیح مقام الكسر ) 3 2 313 13 3 10,77
29

m m m+ + ;  

  
  

   :1أعمال موجھة 
  مجموعة نقط باستعمال المرجحتعیین : الھدف     

1 (C دائرة مركزھا G مرجح الجملة  })3(C ،)2-(B ،)1(A { 3و نصف قطرھا  

2 (C دائرة مركزھا G مرجح الجملة  })3-(C ،)1(B ،)2-(A { 5و نصف قطرھا
4

  C و A و ھي تشمل النقطتین 

3 (C دائرة مركزھا G مرجح الجملة  })2(C ،)1-(B ،)1(A { 3و نصف قطرھا
2

  A و ھي تشمل 

  }1(B ،)1(A(، C)2({  مرجح الجملة Gحیث  ] GP[ مجموعة النقط ھي محور القطعة ) 4
  }1(A(، C)1({  مرجح الجملة P    و 

5 * (B       3* مجموع المعاملات معدوم          *  تحقق المساواةBA BC α+ =
uuur uuur

  

 ) *    Γ (  دائرة مركزھاG 3 و نصف قطرھا
2

α *            للإنشاء )Γ (  تشملB  

   : 2أعمال موجھة 
  استعمال المرجح لإثبات تلاقي مستقیمات:                       الھدف 

3* :  للإنشاء ) 1
2

AI AB=
uuur uuur

 *           3AJ AC=
uuur uuuur

  

  تتقاطع في نقطة واحدة ) AK( و  ) CI (  ، )BJ(    یبدو أن المستقیمات 
2 (I مرجح الجملة  })3-(B ،)1(A { ،J مرجح الجملة  })3-(C ،)2(A { ،K مرجح الجملة  })1(C ،)2(B{  
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   موجود لأن مجموع المعاملات غیر معدوم6-(B ،)2(A { ،G(، C)-3( {  مرجح الجملةGنعتبر ) 3

Gو منھ } 4-(I(، C)-3({  مرجح الجملة G:      باستعمال خاصیة الجمع  ∈(  IC)  
 G 6({  مرجح الجملة-(B ،)1-(J { و منھG ∈(  BJ)  
 G 2({  مرجح الجملة(A ،)9-(K { و منھG ∈(  AK)  

   :3أعمال موجھة 
  التعرف على مستقیم أولار: الھدف     

2 (2AH AO OH AO OA OA′= + = + +
uuuur uuuur uuuur uuuur uuur uuuur

   )                                          BC( عمودي على  ) AH(   و بالتالي 
   )BC( عمودي على  ) ′OA(      لأن 

3 (Hلإرتفاعات في المثلث  ملتقى اABC  
3OHعلى الترتیب ،   ) 3( و  ) -1(  مرفقتین بالمعاملین G و H مرجح النقطتین O: تصحیح ) 4 OG=

uuuur uuur
  

5 (O ، G  ، H ، على استقامة واحدة [ ]G OH∈  

  
  

   أصحیح أم خطأ
    )10إلى  )   1        

[ ]1  [ ]2  [ ]3  [ ]4  [ ]5  [ ]6  [ ]7  [ ]8  [ ]9  [ ]10  
  صحیح  صحیح  صحیح  خطأ  خطأ  خطأ  صحیح  خطأ  خطأ  صحیح

    أسئلة متعددة الإختیارات
  )17إلى    )  11         

[ ]11  [ ]12  [ ]13  [ ]14  [ ]15  [ ]16  [ ]17  
  )2  )2  )3  )3  )2  لا یوجد  )3

  
  مرجح نقطتین

)ھو مرجح الجملة ) 1:  18         ) ( ){ }, 2 , 3A B     

)ھو مرجح الجملة ) 2                   ) ( ){ },1 , 2A B   
  في الشكل المقابل ) 3                  

)ھو مرجح الجملة ) 4                   ) ( ){ },3 , 2A B   

5تنشأ النقط :   19         4 3 2 1, , , ,G G G G G 18 بنفس طریقة التمرین   
20  :  
  

  21                                                                    22   
               

                                               
                                          

  
  
  
  

  
  

  )5الحالة   )4الحالة   )3الحالة   )2الحالة   )1الحالة 
( ) ( ){ },1 , 2A B  ( ) ( ){ }, 2 ,1A B  ( ) ( ){ },1 , 3A B −  ( ) ( ){ }, 3 , 2A B −  ( ) ( ){ }, 2 , 1A B −  

)  )1الحالة   ) ( ), 2 ,1α β =  
)  )2الحالة   ) ( ), 5 , 7α β = −  
)  )3الحالة   ) ( ), 3 , 2α β = −  
)  )4الحالة   ) ( ), 2 , 1α β = −  

)  1الحالة  )( ){ },1 ,1G A B=  
)  2الحالة  ) ( ){ },5 , 3G A B= −  
)  3الحالة  )( ){ },5 , 6G A B= −  
)  4الحالة  )( ){ }, 7 ,3G A B= −  
)  5الحالة  )( ){ },1 , 6G A B= −  
   لیست مرجحا لجملة مثقلةG  6الحالة 
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) : 23التمرین  ) ( ){ },1 , 3A C B= −   ،   ( )( ){ }, 2 ,1B A C=  

) : 24التمرین  ) ( ){ },1 , 4A C B= −   ،   ( ) ( ){ }, 3 , 4C A B= −   

) : 25التمرین  )( ){ },1 ,1B A C=     ( )( ){ }, 1 , 2C A B= −    

0CAنستخدم المساواة الشعاعیة :   26التمرین   CBα β+ =
uuur uuur r

CB(   وعلاقة شال  CA AB= +
uuur uuur uuur

  (   
     B بالنسبة إلى  C ھو نظیر 2G   وَ B بالنسبة إلى A ھو نظیر 1G : 72التمرین 

3AGتین الشعاعیتین  ننشئ باسخدام المساو)1 : 28التمرین  AB=
uuuur uuur

  وَ  
1'
3

AG AB=
uuuur uuur

   2 (8'
3

GG AB= −
uuuur uuur

   

  
  : نستخدم للإنشاء العلاقات الشعاعیة )  1                          :                                    29التمرین 

                                 
3' 2 , ' 3 , '
2

B C AC A A BA C C BC= = =
uuuuur uuuur uuuur uuur uuuur uuur

  

': نجد ) 2من المساواة في ) 3 ' 2 ' 'A B A C=
uuuuur uuuuur

: لاحظ أن ) 2                          

( )
( )
( )

2 3 ' 2 3

2 1 ' 2

3 1 ' 3

MA MA MB

MB MA MC

MC MB MC

 − = −
 − + = − +


− = −

uuuur uuuur uuuur

uuuuur uuuur uuuur

uuuuur uuuur uuuur
   

1)  2:     30التمرین   2
32 3 ,
2

AG AB AC BG AB AC= − + = − +
uuuur uuur uuuur uuuur uuur uuuur

21: لاحظ أن ) 3      2AG BG=
uuuur uuur

   

) )1 :   31التمرین  ) ( ){ },1 , 4N C B= 4 أي − 0NC NB− =
uuuur uuur r

3:  و باسخدام علاقة شال نجد  0BC BN+ =
uuur uuuur r

   
   متوازي أضلاع LMJIاستعمل مبرھنة طالیس و نستعمل نفس المبرھنة لإثبات أن ) 2                     

)ثبات أن                       لإ )( ) ( ){ },1 ,1 ,1O A B C=   نلاحظ أن  :                  

( ) ( ){ } ( )( )( )( ){ } ( )( )( ){ } ( )( )( ){ },3 ,3 , 2 ,1 ,2 ,1 , 2 , 2 , 2 ,1 ,1 ,1O L J A C B C A B C A B C= = = =   

)) 1:  32التمرین  )( ){ }, 2 ,3L A C= −        2 (( )( ){ },1 , 4K B C=   

)) 1:  33التمرین  )( ){ },5 ,6M B C= ،   ( )( ){ },2 ,5N A B=  ، ( )( ){ },1 ,3P A C=   

) نقطة تقاطع Gلتكن )2                  )NC َو ( )BP نبرھن أن ( )G AM∈   
   M وَ A مرجح النقطتین G                   یمكن أن نعبر عن كون 

):   حیث α                نبرھن وجود  )( )( ){ } ( )( ){ }, ,5 ,6 , ,11G A B C A Mα α= ) و بالتالي = )G AM∈   

)                نفرض أن   )( )( ){ }, ,5 ,6G A B Cα=  و نسمي ( )( ){ }' , , 6P A Cα=   

                 G ھو أیضا مرجح الجملة  :( )( ){ },5 ', 6B P α ) إذن  + ) ( )P AC BG∈ P' إذن ∩ P=   

)                 و بما أن    )( ){ },1 ,3P A C= 2:  فإنα =   

3: لاحظ أن ) 2:  34التمرین 
2

AI AB=
uuur uuur

:  وبالتالي 

( ) ( ) 3
2

CI CA AI CB CD AI BC AB AB= + = + + = − − +
uur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

3AJ:            وأن  AD=
uuur uuuur

 و بالتالي  

( ) ( )3 3 2CJ CA AJ CB CD AD AD DC AD AD DC= + = + + = − − + = −
uuur uuur uuur uuur uuur uuuur uuuur uuuur uuuur uuuur uuuur

     

2CJ  : لاحظ أن ) 3   CI= −
uuur uur

] منتصف Dلدینا ) أ) 4   ]AK َو ( ) ( )//AL DC إذن  C منتصف   

            [ ]KL )  لاحظ أن[ ]C KL∈ (2یمكن  أن نبرھن أن )بKL DB=
uuur uuur

   باستعمال خواص متوازي أضلاع 
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2: نستعمل العلاقة ) 1                   :35التمرین 
3

CD CB=
uuur uuur

  

1: نستعمل العلاقة ) 2                                  
3

AE AC=
uuur uuuur

   

                  3 (F ھو صورة A بالإنسحاب الذي شعاعھ BD
uuur

  
: باستعمال علاقة شال و الأسئلة السابقة نبرھن أن ) 4                  

5
3

DF DE=
uuur uuur

  

):  موجودة إذا و فقط إذا كان Gتكون ) 1 :36التمرین  ) ( )² 2 ² 3 0m m m+ + + − 11 أي ≠ ,
2

m IR  ∈ − − 
 

   

Pالحالة ) 1  :37التمرین  C= 4:  نجد
3

β = 2PCالحالة  ) 2        − AB=
uuur uuur

2:     نجد 
15

β = −  

  مرجح ثلاث نقط
  

  خاصیة التجمع لإنشاء المرجح في ھذه الحالات یفضل إستعمال  : 38التمرین 
))1 : 39التمرین  )( )( ){ },1 ,1 ,1G A B C=    2 (( )( )( ){ },5 , 3 , 1G A B C= − −  3 (

( )( )( ){ },6 , 6 , 1G A B C= − −  

               4  (( )( )( ){ }, 5 ,3 , 2G A B C= − −  5 (( )( )( ){ }, 1 , 3 , 2G A B C= − − 6 (

( )( ) ( ){ }, 1 ,0 , 4G A B C= − −  
  :  40التمرین 

)نعتبر النقطتین ) 1 ) ( ){ }1 , 1 ,2G A C= ] ثم منتصف − ]1G B   2 (نعتبرI منتصف [ ]BC ثم 

( )( ){ }, 2 ,1F I A= −     3 (( )( ){ }, 2 ,1G B C=   4 (إختیار ) 5ي   إختیار كیف( )( ){ }1 ,3 , 2I A B=   ثم −

]منتصف  ]1I C  6 (J C=  
   : 41التمرین 

   1(( ) ( )( ){ }, 3 , 4 , 2G A B C= −   2(( )( )( ){ }, 2 , 5 , 5G A B C= − −   3(( )( )( ){ }, 2 ,0 , 1G A B C= −   

   4 (( )( )( ){ },0 ,1 ,1G A B C=      5 (( )( )( ){ },1 , 2 , 4G A B C= −   
   : 42التمرین 

): بالنسبة للحالة الأولى  )( )( ){ },1 ,1 , 1D A B C= ) معناه − )( )( ){ },1 , 1 , 1A B C D= −  معناه −

( )( )( ){ },1 , 1 , 1B A C D= − ) معناه − )( )( ){ },1 ,1 , 1C A B D= −   
   : 43التمرین 

]  منتصف Iننشئ ) 1 ]AC ثم G ھو منتصف [ ]IB       2  (( ) ( ), , 4 , 2 ,1α β γ = −  
   : 44التمرین 

): لأن ) 1 )1 2 4 0+ + − ≠     2  (2 4AG AB AC= − +
uuuur uuur uuuur

  مع الشعاعي   و ننشئ باستعمال خواص الج
  :                              45التمرین 

3BKباستعمال العلاقة ) 2           BC=
uuur uuur

)حیث  (  )( ){ }, 2 ,3K B C=    و ) −

] منتصف G أنبملاحظة                                               ]AK و I َو J منتصفي [ ]AB َو [ ]ACیمكن أن   

3IG:                                                  نبرھن  أن  IJ=
uuur uur

  
      :           46التمرین 

,یمكن إنشاء النقط ) 1   ,K H G 3:  لأن 2 0− + 2 وَ  ≠ 1 0− + ≠   
2GH:  مبرھنة طالیس للبرھان على أن استعمالیمكن ) 2     GK=

uuuur uuur
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  ي متوازي أضلاع أو إستعمال علاقة شال   یمكن إستعمال الجمع الشعاعي و خواص قطر) 1 : 47التمرین 
                       وخواص منتصف قطعة  

2: ینتج ) 1من العلاقة الشعاعیة المبرھنة في  )1 0AB AC AI+ − =
uuur uuuur uuur r

:  و منھ 
( )( )( ){ }, 2 ,1 ,1A I B C= −  

         الإنشاء) 1      :                                       48التمرین 
                                                                  2   (( )( )( ){ },0 ,1 ,1I A B C=  

                      ( )( )( ){ },1 , 2 , 1J A B C= − −  

3IB: ننشئ باستعمال العلاقة ) 1:  49التمرین  BC=
uur uuur

   2 (G منتصف [ ]AI لأن  :( )( ){ },1 ,1G I A=   
  الجملتین تقبلان مرجحین لأن مجموع  المعاملات غیر معدوم  ) 1 :50التمرین 

2: بجمع المساوتین )2              0KB KA− =
uuur uuur r

3 وَ  0LC LA+ =
uuur uuur r

  : د  وَ باستخدام علاقة شال في المساوتین نج
              4 0GA GB GC LG KG+ + + − =

uuur uuur uuur uuur uuuur r
4 أي  0GK GL− + =

uuur uuur r
   ) ABC وركز ثقل المثلث Gلأن  ( 

3: یمكن للإنشاء إستعمال الخاصیة ) 1 : 51التمرین  3GM AM BM CM= + −
uuuur uuuur uuuur uuuur

M:  وَ نأخذ مثلا  A= نجد   
                  3 3GA BA CA= −

uuur uuur uuur
3GA  أي  BC=

uuur uuur
3GA(السؤال الأول ) 2      BC=

uuur uuur
  یجیب عن ھذا السؤال) 

   : 52التمرین 
):  فنكتب نستعمل خاصیة التجمیع)2                                               )( )( )( ){ },1 ,1 ,1 ,3M A B C D=  

):        أي            )( ){ },3 ,3M G D= أي أن G منتصف [ ]GD  

): نعتبر الآن أن ) 3                                               )( ){ }, 2 , 4M I F= أي , ,M I F في إستقامیة   

): نعتبر الآن أن ) 4    )( ){ }, 4 ,2M L P= حیث   :( )( ){ },1 ,1P B C= َو ( ) ( ){ },1 ,3L A D= و البقیة 
  واضحة 
  : لاحظ أنھ یمكن أن نكتب  : 53التمرین 

( )( ){ },1 ,6G A I= إذن ( )G AI∈ ثم ( )( ){ }, 2 ,5G B J= إذن ( )G BJ∈ ( )( ){ }, 4 ,3G C H= إذن 

( )G CH∈    

GB: نكتب ) 1 :54التمرین  GI IB= +
uuur uur uur

GC وَ  GI IC= +
uuur uur uur

  ي نعوض المساواة الموجودة في السؤال السابق ف) 2  
2:                 العلاقة  0GA GB GC+ + =

uuur uuur uuur r
0GA:  نجد  GI+ =

uuur uur r
) أي أن  )( ){ },1 ,1G A I=  3 ( نعوض

  النقطتین 
                  المثقلتین بنفس المعامل بمنتصفھما المثقل بمجموع المعاملین للنقطتین 

): كن أن نكتب یم) 1          :      55التمرین  )( ){ }', 2 ,3H C J=  أي أن :  

               ( )( )( )( ){ },1 ,1 ,1 , 2H A B B C=    لأن 

( )( ){ }
( )( ){ }

' ,1 ,1

,1 , 2

C A B

J B C

 =


=
                                

):         و بالتالي  )( )( ){ },1 , 2 , 2H A B C=   2 ( إستعمل مبرھنة طالیس ) لاحظ أن( ) ( )// ' 'IJ B C (   
  

): لاحظ أن )2                  : 56التمرین  )( ){ },3 , 2G I C= ):  لكن − )( ){ }, 2 ,1I A B=   

):            وَبالتالي              )( )( ){ }, 2 ,1 , 2G A B C= −   
  
  
  



 7

))أ) 3 )( ){ },1 , 2L B c= ) و بالتالي − )L BC∈كتب  و یمكن أن ن( )( ){ }, 2 , 1G A L= ) و بالتالي − )L AG∈ 
  استخلص 

Lبما أن ) ب H= َ2 وBL BC=
uuur uuur

2k:  فإن  =   
2AG:  فإن  مركز ثقل مثلثGاعلم أنھ إذا كان ) 1 : 57التمرین  GI=

uuuur uur
2GH و لدینا  GI=

uuuur uur
   

                 2  (( ) ( ) 2HB HC HI IB HI IC HI HG+ = + + + = =
uuur uuuur uuur uur uuur uur uuur uuuur

   

                 3 (( )2HA HB HC= +
uuur uuur uuuur

):     و بالتالي  )( )( ){ },1 , 2 , 2H A B C= − −   

1: من المساواة ) 1: 58التمرین 
3

AI AC=
uuur uuuur

2:  نجد  0IA IC+ =
uur uur

1من المساواة ) 2  
3

BG BI=
uuur uuur

:  نجد 

2 0GB GI+ =
uuur uur r

   
2استخدم علاقة شال مع المساواة ) أ) 3             0IA IC+ =

uur uur
  ) أ-)3 عامل مشترك من المساواة 3استخرج ) ب

             : 59التمرین 
): نكتب ) 2 )( )( ){ } ( )( ){ }, 2 ,1 ,3 ,3 ,3H I C D G D= ) أي   = )H DG∈   

3 (( ) ( ){ } ( )( ){ }{ } ( )( ){ },1 ,3 ,1 ,1 , 4 , 2H A D B C K J= ) أي = )H JK∈  

4 (( )( ){ } ( )( ){ }{ } ( )( ){ },1 ,1 ,1 ,3 , 2 , 4H A B C D I L= ) أي = )H IL∈  
  استخلص ) 5                       

  
  

1الشكل من أجل )1                         :       60التمرین 
3

k =   

1: من العلاقات ) 2  1 1, ,
3 3 3

BI BC CJ CA AL AB= = =
uuur uuur uuur uuur uuur uuur

   

نجد  
3 2 , 3 2 , 3 2GI GB GC GJ GC GA GL GA GB= + = + = +
uur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

 و 
0GI: بجمع المساوات الثلاثة طرفا إلى طرف نجد  GJ GL+ + =

uur uuur uuur r
   

3 (Gكز ثقل المثلث  ھي مرIJL   

1من ) 1 :                                   61التمرین 
3

AK AB=
uuuur uuur

2:  نجد  0KA KB+ =
uuur uuur r

:  أي 

( )( ){ },2 ,1K A B=   

2:            و من           
3

BI BC=
uuur uuur

2:  نجد  0IB IC+ =
uur uur r

    أي  

                                                                            ( ) ( ){ }, 2 ,1I C B=   
  یمكن استعمال مبرھنة طالیس  ) 3و ) 2                          

   متوازي أضلاع لأن قطراه متناصفان EKJI الرباعي -                                                      
        :62التمرین 

  1 (( )( ){ },1 , 2I A B=، ( )( ){ },2 ,3J B C=   2 ( یمكن أن نكتب :

( ) ( )( ){ } ( ) ( ){ },1 , 2 ,3 ,3 ,3H A B C I C= =   

] منتصف H      أي  ]IC وَ بما أن   G منتصف [ ]IC فإن  :G H=  3 ( لاخظ أن :

( )( ){ },1 ,5G H A J= =  

): بما أن ) 1   : 63التمرین  )( ){ }( ){ } ( )( ){ }, 2 , 1 , 2 , 3 , 2G A B C I C= − − = −  

, فإن   النقط  ,G J Aقامیة  في است  
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,  بالنسبة للنقط -   ,G I C لاحظ أن         :( ) ( )( ){ }{ } ( )( ){ }, 2 , 1 , 2 , 2 ,1G A B C A J= − − = −    

)) 1من  )2 )G AJ∈ َو ( )G CI∈        3 (  لاحظ أن :A منتصف [ ]GJوَ أن  C منتصف [ ]BJ  
  

  مجموعة النقط
))1 : 64التمرین  ) ( ) 2MA MB MI IA MI IB MI+ = + + + =

uuuur uuuur uuur uur uuur uur uuur
  2 (MA MB AB+ =

uuuur uuuur
 معناه 

2
ABMI =

uuur
    

 وَ نصف قطرھا Iركزھا  ھي الدائرة التي مE                 وَ  
2

ABR =   

  الإنشاء) 1 :    65التمرین 
2 (2 4MA MB MA MB+ = − +

uuuur uuuuur uuuuur uuuuur
MG أي  MH=  3 (( )E ھي محور القطعة [ ]GH   

3 من العلاقة )1 : 66التمرین 
2

AK AB= −
uuuur uuur

5:  نجد  3 0KA KB− =
uuur uuur r

) أي  )( ){ },5 , 3K A B= −    

 2 (5 3MA MB AB− =
uuuur uuuuur

2MK تكافئ  AB=
uuuur

 أي 
2

ABMK    ھي الدائرة التي 2E و  =

  وَ نصف قطرھا K   مركزھا    
2

ABR =   

  
  

   :67التمرین 
2MAالشعاعان ) أ) 2  MB+

uuuur uuuur
AB وَ

uuur
   مرتبطان خطیا 

MG//معناه  AB
uuuur uuur

)ستقیم  ھو الم1E وَ  )AB   

2MA)    ب MB AB+ =
uuuur uuuuur

معناه 
3

ABMG    وَ =

2E ھي الدائرة التي مركزھا G وَ نصف قطرھا 
3

ABR =  

2)   جـ  3MA MB MA+ =
uuuur uuuuur

MG معناه  MA= َ3 وE ھي محور القطعة [ ]GA   
  ینشأ الشكل كما تقدم  )2وَ ) 1 : 68التمرین 

3:( 3 2 4MA MB MC MD− = − +
uuuur uuuuur uuuur uuuuur

  

MGتكافئ  MK=عة   ومجموعة النقط  ھي محور      القط[ ]GA  
  ینشأ الشكل كما تقدم ) 1:  69التمرین 

   2 وَ نصف قطرھا C ھي الدائرة التي مركزھا Eالمجموعة  )2
] ھي محور القطعة E'المجموعة  )3 ]CD  

':  حیث M' من المستوي النقطة M ترفق بكل نقطة fالدالة) 1 : 70مرین الت 2MM MG=
uuuuuur uuuur

 أي أن 
' 0GM GM+ =

uuuur uuuuur r
   G بالنسبة إلى M' من المستوي نظیرتھا Mة  ترفق بكل نقطf أي أن الدالة 

  
u')أ)2  MM=

r uuuuuur
MM' معناه  BA CA= +

uuuuuur uuur uuur
u صورتھا بالإنسحاب شعاعھ M' النقطة M ترفق بالنقطة g و الدالة

r
  

 و تصف قطرھا طویلة الشعاع G ھي الدائرة التي مركزھا Eالمجموعة )     ب
2

u
uur
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71  :1 (2 2MA MB MC MG− − = −

uuuur uuuur uuuur uuuur
             

 2 (( )M E∈ 2 تكافئ 4MG− =
uuuuur

2MG تكافئ  =
uuuur

   

)المجموعة ) 3   )E ھي الدائرة التي مركزھا G 2 و تصف قطرھا   
 72:    
   فیھ قطران ABCGالرباعي )1

  متناصفان وَ ضلعان متتابعان متقایسان
  G ھي الدائرة التي مركزھا E) أ) 2

5 و تصف قطرھا  3
2

R ]منتصف )       ب= ]ACمن  نقطة E 5 لأن 3
2

GI =  

  
  
  
  73:    
):نكتب )  1  )( ){ }( ){ } ( )( ){ } ( ) ( ){ }, 1 , 1 , 4 , 4 , 2 , 2 , 1G B C A A I A I= − − = − = −  

 2  (( )( )( ){ }, 2 ,1 ,1A G B C=    3 ( ھي الدائرة التي مركزھاA و نصف قطرھا 
2

BCR =   

  ئ  كما تقدم ننش) 1  :74
): نكتب من جھة ) 2                  ) ( )( ){ }{ } ( )( ){ },1 , 4 , 2 ,1 , 2G A B C A J= − ) أي أن = )G AJ∈   

):                             وَ من جھة أخرى  )( ){ }( ){ } ( )( ){ },1 ,4 , 2 ,5 , 2G A B C I C= − = :  أي أن −

( )G CI∈   
MI: نجد ) 3                 MJ= و مجموعة النقط ھي محور القطعة [ ]IJ   

4: نجد ) 4                 
3

MG AC= و مجموعة النقط ھي الدائرة مركزھا G 4 و نصف قطرھا
3

R AC=   

)نسمي )1  :75 )( )( ){ }1 ,3 ,5 , 2G A B C= َو  ( )( ){ }2 ,3 , 2G A C= 1:  نجد 2MG MG=  1 والمجموعةE ھي   

]                محور القطعة  ]1 2G G   

1: نجد ) 2                
3

10
MG AC=
uuuuur uuuur

   التي تحقق ھذه المساواة M ھي النقطة 2E  و مجموعة  النقط

25: نجد ) 3                 2 10AB AC MG− + =
uuur uuuur

   و نصف قطرھا   2G ھي الدائرة مركزھا 3E و مجموعة النقط 

                    
5 2

10

AB AC
R

− +
=

uuur uuuur

    

0aDA: نكتب )  1:  76  DB aDC− + =
uuur uuur uuuur r

):  أي  )a DA DC DB+ =
uuur uuuur uuur

1a مستطیل إذن ABCD لكن  =   

): نلاحظ أن ) 2                 )u M MA MB MC MD= − + =
uuuur uuuur uuuur uuuur

)  وَ  )v M CD AD= +
uuur uuuur

   

)                   للشعاعان  )u M َو ( )v M نفس الطویلة معناه MD CD AD= +
uuur uuuur

   و مجموعة النقط ھي الدائرة 

   B و تشمل النقطة D                  التي مركزھا 

77      1  (( )( )( ){ }' , 1 ,1 ,2M A B M= '1 تكافئ −
2

MM AB AI= =
uuuuuur uuur uuur

     استخلص 

    2  (( ) ( )( ){ }'' ,1 ,1 , 1M A B M= ''  تكافئ − 0IM IM+ =
uuur uuuur r

    استخلص 
    I و تشمل Aكزھا  الدائرة التي مرMعندما تمسح النقطة ) 3    

   A و تشمل I تمسح الدائرة التي مركزھا M'النقطة )                أ
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   I و تشمل B تمسح الدائرة التي مركزھا M''النقطة )               ب
2) أ)  2 :    78 4MA MB MC MG+ + =

uuuur uuuur uuuur uuuur
       

MB: أكتب )             ب MA AB= +
uuuur uuuur uuur

MC وَ   MA AC= +
uuuur uuuur uuuur

    
4)  كل      د أنظر الش)              جـ  2 , 2AD AG= =  

2MG: نجد ) أ)  3           2R و نصف قطرھا G دائرة مركزھا = =   
  
)بما أن ) 1   :    79   ) ( ) ( )1 1 3 1 1k k k k+ + + − + − +   k معرفة من أجل كل قیمة لـ G فإن =

AC:  متوازي أضلاع و بالتالي ABCDلاحظ أن ) 2              AB AD= +
uuuur uuur uuuur

:  إذن 
( )( )( ){ },1 , 1 ,1A B C D= −  

, في الأشعة Aأستعمل النقطة (  باسخدام علاقة شال -           ,GB GC GD
uuur uuur uuur

  : و غستخدام العلاقة ) 
           ( ) ( ) ( )1 1 3 1 0kGA k GB k GC k GD+ + + − + − + =

uuur uuur uuur uuur r
  :  نجد 

            ( ) ( )3GA k AB AC AD AB AC AD+ + − + − +
uuur uuur uuuur uuuur uuur uuuur uuuur

2AG:    لكي نجد  k DB=
uuuur uuur

   

DBمجموعة النقط ھي المستقیم الذي شعاع توجیھھ ) 3         
uuur

   A و یشمل النقطة 
): ننشئ كما تقدم النقطتین ) 1 :   80 )( )( ){ }1 ,2 ,1 , 1G A B C= ) وَ − )( )( ){ }1 ,2 , 1 ,1G A B C− =   I وَ النقطة −

) لأن ك kGالنقطة  ) 2         ) ( ) ( )² 1 0k k k+ + + −    k من أجل كل عدد حقیقي ≠

):  باستخدام علاقة شال في المساواة -            )² 1 k k kk G A kG C kG B+ = −
uuuur uuuur uuuuur

kG في Bالنقطة  (  C
uuuur

  نجد ) 

              
² 1k
kAG BC

k
−

=
+

uuuuur uuur
     

) یقع على kG  فإن kGعلى Nإذا انطبقت )3        )BC و یكون عندئذ معامل النقطة A معدوم أي أن  :  
          ² 1 0k +    IR وَ ھذا مستحیل على المجموعة =

] متناقصة على المجال fلاحظ أن الدالة )4   ]1, 1− ,11 ، النھایة الحدیة الكبرى ھي +
2

 − 
 

   و النھایة الحدیة 

,11              الصغرى ھي 
2

 − 
 

   

] ھي القطعة المستقیمة kGمجموعة النقط ) 5        ]1 1G G− من المستقیم الذي یوازي BC
uuur

   A وَ  یشمل 

) ) B   2 قائم في ABCالمثلث ) 1  : 81  )1Γ ھو المستقیم الموازي لـ AC
uuuur

) و یشمل  )( )( ){ },1 , 2 ,1G A B C=   

         3 (( )2Γ ھي الدائرة التي مركزھا ( )( )( ){ },1 , 2 ,1G A B C=1صف قطرھا  و ن
4

R AC=   

2MA: لاحظ أن ) أ  ) 4          MB MC BA BC− + = +
uuuur uuuur uuuur uuur uuur

CA وَ  BA BC= +
uuur uuur uuur

   
   لاحظ أنھ و بعد التعویض B'بالنسبة لـ ) 4 في المساواة  B بالنقطة Mنعوض النقطة )            ب

                ' ' 0B A B C+ =
uuuuur uuuuur r

2 وَ  'BB AC=
uuuur uuuur

   

  )             جـ 
): نكتب ) 1 : 82 )( ){ }( ){ } ( )( ){ },1 , 2 ,3 ,3 ,3G A B C J C= ) أي أن = )G JC∈ ثم G منتصف [ ]JC   

2الشعاعان ) 2        3MA MB MC+ +
uuuur uuuur uuuur

MA وَ  MC+
uuuur uuuur

MG// مرتبطان خطیا معناه  MI
uuuur uuur

]منتصف : حیث  ]AC   
)          و المجموعة  )E ھي المستقیم ( )IG                          

] منتصف Kیمكن لذلك استعمال النقطة ) 3          ]AB   

] منتصف G            و بملاحظة أن   ]JC   
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): لاحظ أن ) 1 : 83 )( ){ }( ){ } ( )( ){ },1 ,1 , 2 ,2 , 2G A C B I B= =  

] منتصف I:        حیث  ]AC و بالتالي G منتصف [ ]IB   

       2 (( )1E ھي الدائرة التي مركزھا G و نصف قطرھا 
4

ACR =   

2NA: لاحظ أن ) أ) 3         NB NC BA BC− + = +
uuur uuur uuuur uuur uuur

   B بالنقطة N  للتحقق  نعوض النقطة 
)المجموعة )            ب )2E ھي الدائرة مركزھا G و تشمل النقطة B   

)المجموعة ) 1 : 84 ] ھي محور القطعة ∆( ]1 2G G حیث  :( )( )( ){ }1 ,1 ,1 ,1G A B C= َو 

( )( ){ }2 ;4 , 1G D E= −   

MD: لاحظ أن ) 2        ME ED− =
uuuur uuuur uuur

) و باعتبار  )( ) ( ){ }3 ,1 , 1 ,1G A B C= ) المجموعة − )Γ ھي الدائرة التي 
  مركزھا 

   ED و نصف قطرھا 3G           النقطة 

85 : 1 (( ) ( )( ){ },3 , 2 , 4J A B C= 4: نبرھن أن ) 2     −
3

AC GC=
uuuur uuur

    

   IA و نصف قطرھا Iھي الدائرة  مركزھا ) 3       
}:  إذا وفقط إذا كان kGیكون ) 1 : 86 }0k IR∈ نستعمل علاقة شال و المساواة ) 2  −

:0k k kkG A G B G C− + =
uuuur uuuuur uuuur r

   

1AG:  متوازي أضلاع لأن 1ABCGالرباعي ) 2        BC=
uuuur uuur

) و یوازي 1Gھو نصف مستقیم حده ) 3     )BC  
87 : 1 (mG موجود  لأن  :( ) ( ) ( )2 1 2 0m m m+ − + −    m من أجل كل عدد حقیقي ≠

       2 (( )( ) ( ){ }1 ,2 ,0 ,1G A B C= في الثلث من [ ]AC قریبا من A   

        3 (
1 2

3 3m
m mAG AB AC− −

= +
uuuuur uuur uuuur

  و علاقة شال ) 3في نستعمل العلاقة المبرھنة ) 4    

ADمجموعة النقط ھي المسقیم  الموازي لـ ) 4        
uuuur

  1G و یشمل 
  إحداثیات المرجح

88  

 : 1 (( )( )( ){ }, 2 , 3 , 5G A B C= − )  في المعلم G  و تكون إحداثیي − ), ,A AB AC
uuur uuuur

 :  1 5,
2 6

G  
 
 

   

  ) 3وَ  ) 2نتناول بنفس الطریقة :    ملاحظة 
89 : 2 (( )1,0G    3 ( بحساب المركبتین السلمیتین لـ ) بAB

uuur
AC وَ 

uuuur
      4 (( )( ){ }, 6 ,1C A B= −   

90 : 2 (5 , 0
2

M  
 
 

) وَ   )0 , 5N  3 ( 3) أ , 2
2

I  
 
 

2)   ب
5

MI MN=
uuur uuuur

))    جـ  )( ){ },3 , 2I M N=  

91 : 2 (2 ,1
3

G  − 
 

   3 (( )5 , 4H   میة  لیست في استقا) 4  −

92   : 2 (( )5,6G −   3 (3 14,
5 5

K  − 
 

   4 (( )( )( ){ } ( )( ){ }, 3 , 2 ,4 ,5 ,4G A B C K C= − −  أي أن =

( )G KC∈   

):               بالحساب نجد  )7
11CG −

uuur
   وَ 

7
5

11
5

CK
− 

 
 

uuur
1:    و منھ 

5
CG CK=
uuur uuur
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3: لأن ) 1 : 93 7 0+ ≠  2 (3 7
10 10

OG OA OB= +
uuur uuur uuur

   3 ( 
10

4
4

G
−

 
 
 

     

94 : 2 ( ( )5 , 6G )یمر المستقیم  ) 3  − )BG بمبدأ المعلم O وفقط إذا كان  إذا ://OB OG
uuur uuur

   

95 : 2 (( )2 , 6H   3 (132 ,
3

G  
 
 

1: بفرض ) 4   0x + :  و نحل الجملة ≠

2 1
1
1 5 5
1 2

x
x
x
x

− = +
 + =
 +

   غیر موجود x  وَ 

96 : 1 (BCDE  متوازي أضلاع معناه BC ED=
uuur uuur

) أي  )4 , 1E −   2 (5 1,
3 3

G  − 
 

  

): لدینا ) 3        )( )( )( ){ },1 ,1 ,1 ,1L B C D E= و منھ  :( )1, 2L 3LA:  و نبرھن أن − LG=
uuur uuur

   
    ABD ھو مركز ثقل المثلث Gاستعمل خواص الجمع الشعاعي في الھندسة التحلیلیة وَ ) أ ) 4       

): نكتب )  5       ) ( )( ){ } ( ) ( ){ }{ } ( )( )( ){ } ( ) ( ) ( ){ }, 2 ,1 ,1 ,1 ,1 , 2 , 2 , 2 ,1 ,1 ,1G A B C D E A I J A I J= = =  

97 : 1 (( )' 4, 2B َو ( )2,1K    2(  ( ) 1 3, ,
4 4

α β  =  
 

 3 (2 4,
3 3

J  
 
 

3ACلاحظ أن ) 4    IJ= −
uuuur uur

    

  مركز العطالة

100:  نكتب  :  98 0GA xGB+ =
uuur uuur r

5:   و نلاحظ أن 
2

GB AG=
uuur uuuur

40BM:  نجد  g=   

99 : ( )( )( ){ } ( )( ){ } ( )( ){ },1 ',1 ,16 , 2 ,16 ,1 ,8G H H O I O I O= = ] منتصف I:  حیث = ]'HH و ننشئھ 

8: باستخدام  المساواة 
9

IG IO=
uuur uur

) نلاحظ أن OG و لحساب المسافة  )sin 52,5OI OH= ⋅ 1  وَ °
9

OG OI=    

)نعتبر في المعلم  : 100 ), ,A i j
r ur

):   النقط  ) ( ) ( ) ( )0,0 , 0 ,18 , 13 ,18 , 25 , 0A B C D و نحسب إحداثیي مركز   

           المسافات المتساویة لھذه النقط 
  : الطریقة الأولى  : 101

   و بالتالي  مركز عطالة الصفیحة  AIEF مركز عطالة الصفیحة H وَ IBCDمركز عطالة الصفیحة ) 1       
         ABCDEF ھو مركز عطالة O َو H إذن ( )G OH∈   
) نبرھن أن JDEF وَ ABCJالمستطیلین بنفس الطریقة لكن نعتبر ) 2        )' 'G O H∈ استخلص   

  :      الطریقة الثانیة 
      ( )( ){ }, 2 ,3G O H= لأن مساحة المستطیل IBCD وَ  مساحة المستطیل 2 ھي    AIEF 3 ھي   

)       في المعلم  ), ,A I J
r ur

1:  لدینا  3,
2 2

H  
 
 

12 وَ   ,
2

O  
 
 

11:  و بالتالي  11,
10 10

G  
 
 

   

  و مركز عطالة الصفیحة  IDEF مركز المستطیل 2O وَ ABCI  مركز المستطیل  1Oنعتبر  : 1الطریقة :  102

)            ھو   )( ){ } ( )( ){ }1 2 1 2, 2 , 4 ,1 , 2G O O O O=   و ھناك طرق أخرى =

): نحسب إحداثیي مرجح الجملة ::  103 ) ( ) ( ){ }300 600 1005 ,5 , 15,5 , 10,15K L J    

104  2 (( )I OA∈ لأن  :A ھو منتصف [ ]1 2G G   

) ینتمي إلى 3G      و  )OA   

): لاحظ أن ) 3   )( )( ){ }1 2 3,36 ,36 ,18I G G G=  

   4 (14 2
3

OI =   
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] منتصف I حیث ABIل المثلث نعتبر مركز ثق) أ : 105 ]AC و مركز ثقل المثلث 3 المثقل بالمعامل CID المثقل   
   1         بالمعامل 

,ھو مركز ثقل  مراكز ثقل المثلثات )        ب ,OAB OAD ODC   
)ھو مرجح الجملة )        جـ  ) ( ){ }1 2,1 ,4O O 1 حیثO مركز الدائرة ذات أصغر نصف قطر   
   3 و مركز الثلاث مستطیلات الأخرى المثقلة بـ  5نعتبر الخمس مستطیلات الأفقیة المثقل بالمعامل )        د 

   الثلاث مربعات التي تقایس المربع المنزوع المثقلة بنفس المعامل یمكن إعتبار مراكز  : 106
   2المثقل )  إتحاد مربعین (  و المستطیل 1         أو إعتبار  مركز أحد المربعات المثقل 

  مــــــسائل
PBالشعاعان ) 1 : 109

uuur
PC وَ 

uuur
PB:  بحیث pوجد عدد حقیقي  مرتبطان خطیا إذن ی pPC=

uuur uuur
  :  إذن 

            ( )( ){ },1 ,P B C p=    R  وَ  Q  و بنفس الطریقة بالنسبة لـ −

: نستعمل السؤال السابق لإثبات أن ) 2         

1
1

1

p
p

p

P −

−

 
  
 

 ،  
0

1
1 q

Q
−

 
  
 

   
1

0

r
rR −

 
 
    

PQ//نستعمل ) 3          PR
uuur uuur

   

         4 (1
3

PC BC=
uuur uuur

   

   ھو مركز ثقلھ G إذن ABCثلث  ھو نقطة تقاطع المتوسطین في المGلاحظ أن ) 2 : 110
): نكتب ) ب)  3          )( )( )( ){ } ( ) ( ){ },1 ,1 ,1 , 2 ,3 , 2K A B C C G C= − = −   

3: و باستعمال علاقة شال نجد ) 1(من العلاقة ) أ) 4          2 0AD AG AC+ − =
uuuur uuuur uuuur r

   
): نكتب )             ب )( )( ){ } ( )( ){ },1 ,3 , 2 ,1 ,1A D G C D K= − =   

)المجموعة ) 5          )E ھي محور القطعة [ ]AI   

}:  موجود إذا و فقط إذا كان mI) أ)  6          }1m IR∈ − ): نكتب )   ب− )( ){ }, ,1mI D m K=      و العلاقة   

0m:                الشعاعیة  mmI D I K+ =
uuuur uuuuur r

    و علاقة شال 
  الدالة متناقصة تماما على مجموعة تعریفھا )          جـ 
) ھو المستقیم mIو المحل الھندسي للنقطة )            د  )AD بإستثناء D   

BC و یوازي A الذي یشمل ∆ ھو المستقیم mGالمحل الھندسي للنقطة ) 1 : 111
uuur

   

)في المعلم )  3          ), ,A AB AC
uuur uuuur

) ھي تقاطع I النقطة  )mBG وَ محور التراتیب و یمكن لذلك تعیین معادلة   

)              المستقیم  )mBG و نفس الشيء بالنسبة للنقطة J )  لكن مع محور الفواصل (  

,        و للبرھان على أن النقط     ,J I O في استقامیة  نعبر عن OJ
uuur

OI بدلالة 
uur

   
1kلأجل ) 1 : 112 = −   

')            أ 2MM IA=
uuuuuur uur

2IA التحویل ھو إنسحاب شعاعھ)   ب
uur

   
2k:لأجل ) 2          ): نكتب )    جـ  = ) ( )( ){ } ( )( ){ }, 2 , 1 , 2 ,1 , 1G A B C J B= − = )  و بالتالي − )G BJ∈   

')               د  2GM GM= −
uuuuur uuuur

   ) 2 -( و نسبتھ  Gالتحویل ھو تحاكي مركزه )    ھـ 
)المجموعة ) أ )   3           )1E ھي الدائرة التي قطرھا [ ]' 'B C حیث ' , 'B C صورتا ,B C بالإنسحاب   

)المجموعة )                 ب )2E ھي الدائرة التي قطرھا [ ]'' ''B C حیث ' , 'B C صورتا ,B C بالتحاكي   

·بالتبادل الداخلي ) 1 : 113 ·IAC ACD= َو · ·CDA IAB= استخلص   

IB: الیس یمكن أن نكتب            و باستخدام مبرھنة ط AB
IC AD

AD:  لكن = AC= و منھ النتیجة   
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IB: من المساواة  ) 2           AB
IC AC

b:  یمكن أن نكتب = IB cCI=
uur uur

):   و بالتالي  )( ){ }, ,I B b C c=   

          3 (( ) ( )aOA bOB cOC aOA bOI b IB cOI c IC aOA b c OI+ + = + + + + = + +
uuur uuur uuur uuur uur uur uur uur uuur uur

:  لأن 

( )( ){ }, ,I B b C c=   

):             و بما أن  )( )( ){ }, , ,O A a B b C c= فإن  :( ) 0aOA b c OI+ + =
uuur uur r

):  و بالتالي  )O AI∈   

):              و بطریقة مماثلة نبرھن أ ن  )O CK∈َو   ( )O BJ∈   

114 : Ι-  1  (( مساحة : لاحظ أن )   وَ ب) أ'AA B = ( 1 1'
2 2

hA B dAB=  

AA'( مساحة :                            وَ أن  C = ( 1 1'
2 2

hA C dAC= و بالتالي    :
' '

h AB AC
d A B A C

= =   

):                    و بالتالي  )( ){ }' , ,A B b C c=   
  نتناول بنفس الطریقة ) 2                 
aIA: نعتبر العبارة الشعاعیة ) 3                  b IB c IC+ +

uur uur uur
   113لتمرین  و نكتبھا  على ثلاثة طرق كما في ا

         II  1 (لاحظ أن )  أ :AKtg
BK

β AKtg وَ =
KC

γ KB و بالتالي = tg
KC tg

γ
β

=   

): نجد ) استعمل الأشعة مع مراعاة التوجیھ ( بجداء الوسطین و الطرفین نجد )             ب )( ){ }, ,K C tg B tgγ β=  
  نتناول بنفس الطریقة )              جـ
   Iانظر الفرع )                د 

 115 : I - یطلب دراسة تغیرات الدالة f   
          II 1 ( لمحل الھندسي للنقطة ا) أK ھي القطعة المستقیمة [ ]'AA  حیث ( )' 4,8A   

] ھي القطعة المستقیمة L                      المحل الھندسي للنقطة  ]'OO  حیث ( )' 0,8O   

1:  ثابتة لأن 1G)                    ب
8 8,
3 3

G  
 
 

2:   وبما أن 
4 8,
3 3

kG − 
 
 

   تتغیر على المستقیم الذي 2G فإن 

4:                        معادلتھ 
3

x =   

) )= OAL(   وَ مساحة 2k )= AKL( مساحة ) 2               )2 8 k−   
   2G وَ 1G مرجح النقطتین G ثم نحسب إحداثیي 2G  و1Gَلأجل ذلك نحسب إحداثیي النقطتین )  أ) 3              

) وَ 2k                المثقلتین بالعددین  )2 8 k− على الترتیب     
   f تحقق  معادلة الدالة  Gنتحقق أن إحداثیي النقطة )             ب

]ا من المجال  و التي فواصل إحداثییھf ھي النقط من منحني الدالة G                      ومجموعة النقط  ]0 , 8  
  


