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 م عرفهالذين  من أكبر العلماء "ليونارد أولر"
 ثم  في البداية بـِ سان بيترسبورق  ، استقرالتاريخ

      حيث1741في برلين سنة 
  1766 ترأس  أكاديمية العلوم إلى غاية

، ) دراسة مسار المجرات (تخصص في علم الفلك 
الحقل المغناطيسي ، البصريات ، ( اءعلم الفيزي

الهندسة التفاضلية ،  ،الحساب( الرياضيات  ...)
  ،مرورا بالتحليل الرقمي و الوظيفي ، حساب

، معادلة  ...)تغيرات البيانات ، المساحات الجبرية
  )حساب التغيرات( أولر

  و ي التحليل الو ظيفهو من أحد مؤسسي
  المعادلات التفاضلية
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  نـشـطـةالأ
  :1نشاط 
  .إدراج مفھوم العدد المشتق بالسرعة  : الھدف
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  :2نشاط 
  .تفسیر العدد المشتق ھندسیا وكتابة معادلة المماس  : الھدف
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 .25tھو M ترتیب النقطة   •) 3
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0ندع حصول بیانیا على السرعة اللحظیةلل  • 2t  نقرب  =
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2
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                                                        .الھندسي  یتناسب مع التفسیر
    :4نشاط 
  مفھوم المماس إدراج  :الھدف
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x x− + = − ) تعني + )22x − 

)ومنھ )fCیقطع( )Dفي نقطة وحیدة ( )2;1A . 

4( ( )Dیمس ( )fC.     

  عـمـال مـوجـھـةالأ
  .كیفیة إنشاء مماس لقطع مكافئ و لقطع زائد

  . مماس لقطع مكافئ:1مسألة
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= −  

)تقاطع • )T 0;: مع محور الفواصل
2
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2
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k
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2
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:2 :تطبیق  3f x x−a ، 1
3

k = − .  

) المماس  • )Tعند النقطة ، للمنحنى ( )1; 3A یشمل  −

'1النقطة ;0
2

A  
 
 

  

) المماس • )Tعند النقطة ، للمنحنى ( )2;12B − 
) یشمل النقطة )' 1;0B − .  

)لمماس ا • )T3 عند النقطة ، للمنحنى ; 1
3
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− − 
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'3یشمل النقطة ;0
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C  
− 

 
 .      

  . زائد مماس لقطع:2مسألة
•fD ∗= ¡.   

) معادلة للمماس • )Tلِـ H1 عند;M a
a
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)لمماس  ا• )Tھو المستقیم ( )AB        •اءنش إH   .  
•( )1T ھو( )' "R Rحیث ( )' 0; 2R )و − )" 2;0R − .  
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• ( )3T ھو( )' "P Pحیث ( )' 0; 4P )و − )" 1;0P −.  
 : 0تقریبات تآلفیة مألوفة عند
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1
1 x+

  1 x+  ( )31 x+  ( )21 x+  ( )f x =  

1 x−  11
2

x+  1 3x+  1 2x+  ( )f x ;  

 

sin x  cos x  ( )2

1
1 x+

  ( )f x =  

x  1  1 2x−  ( )f x ;  

2 (( ) 1 1 0,003 0,9970,003
1 0,003

f = − =
+

;  

( ) 1 1 0,02 1,020,02
1 0,02

f = + =−
−

; 

( ) ( )31 0,003 1 0,0090,003f = + +;  

( ) ( )( )31 1 0,060,02 0.02f = + −− − ;  

( ) ( )21 0,002 1,0040,002f = + ;  

( ) ( )21 0,01 0,980,01f = −− ;  

( ) 1 0,004 1 0,0020,004f = + +;  
 ( ) 1 0,01 1 0,0050,01f = − −;  
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   ( )' 1 2f =   

   ( ) ( )2 2
2

f h f
h

h
+ −

= + .  

  .1 تقبل الاشتقاق عند f الدالة   
) العدد    )' 2f  1 ھو-.   
  ( )' 0f غیر معرف   

   عند النقطة  fمعادلة مماس المنحني للدالة    
     ( )0; 1A 3 ھي − 1y x= +.   

)   العدد  )' 1f 2 ھو.   
  :  بـ¡معرفة على  f للدالة f' الدالة المشتقة  

     ( )' 2 1f x x= +.   
       ( )' 1 0f − =.   

 1 (( )' 0 0f =   ،  2  (( )' 3 3f = −  

     3 (( )' 2 12f − = −  
   1 (( )' 1 1f − =    ،  2 (( )' 1 3f = −  

  3 (( ) 1' 3
18

f − = −  ،  4 (( ) 1' 4
8
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2 3
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4
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)لدینا  ) 2   ) ( )
0
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lim 4
h

f h f
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− + − −
   ، نستنتج =

 و -1تقبل الاشتقاق من أجل fأن الدالة 
( )' 1 4f − =  

   .0 تقبل الاشتقاق من أجل fنعم الدالة ) 3

) ننشر) 1     )32 h+   

  2 (( ) ( )
3

2

0 0

2 8
lim lim 6 12 12
h h

h
h h

h→ →

+ −
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 و 2 تقبل الاشتقاق عند f الدالة أن نستنتج 
( )' 2 12f =  

    1  (( ) ( ) 32 2 8f h f h h+ − = −   
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( )' 2 1f − =  
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0
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f h f
h→
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= −،  

)  إذن ) 1' 2
9

f = −   
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0
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f h f
h→
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= −،  

) إذن  ) 1' 2
9

f = −   

1 (( ) ( )
0

3 3
lim 2
h

f h f
h→

+ −
= − ،  

)إذن     )' 3 2f = −  

2  (( ) 2' 5
9

f = −   ،  3 (1 8'
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f  − = − 
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−

 ،  5 (( ) 1' 0
2

f = −   
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0
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f h f
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)، إذن = )' 3 2f =  

         1  (( ) ( )1 1 4 2f h f h
h h
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4hمن أجل ) 2 > 0h و − ≠           :   
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( )
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) و لدینا 1 تقبل الاشتقاق عند f  إذن الدالة ) 1' 1
4

f =  

)         نحسب   ) ( )
0

7 7
lim
h

f h f
h→

+ −
  

)        و نجد  ) 1' 7
2 5

f =  

)نحسب          ) ( )
0

3 3
lim
h

f h f
h→

− + − −
  

)و نجد           ) 1' 3
4

f − = −  

  )1الترقیم یبدأ من :         تصویب
 1 (( ) 2 7f x x= 3a   و − =   

) نحسب   ) ( )
0

3 3
lim
h

f h f
h→

+ −
)   و نجد  )' 3 2f =   

)بنفس الطریقة نحسب   ) ( )
0

lim
h

f a h f a
h→

+ −
    

)  و نجد    )'f aفي باقي الحالات الأخرى.  
   .38  نفس الطریقة المتبعة في حل التمرین رقم        

  
   .38نفس الطریقة المتبعة في حل التمرین رقم          

      1 (2: 2f x x +a ،  6a =  

( ) ( ) ( )26 6 1f a h f h h+ = + = + +   

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

6 6
' 6 lim lim 12 12

h h

f h f
f h

h→ →

+ −
= = + =

6a من اجل f إذن العدد المشتق للدالة   ھو =
( )' 6 12f =  

)و بنفس الطریقة نحسب  )'f a في الحالات الأخرى 
  .المتبقیة

          1 (2:f x xa   

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

3 3
' 3 lim lim 6 6

h h

f h f
f h

h→ →

+ −
= = + =  

)أحسن تقریب تآلفي للعدد ) 2 )3f h+ من اجل القیم 
) ھو hالصغیرة للعدد  ) ( )3 ' 3f h f+ 9 أي 6h+   

 1 (2: 2f x x +a  

       ( ) ( ) ( )
0

1 1
' 1 lim 2

h

f h f
f

h→

− − −
− = = −  

)حسن تقریب تآلفي للعدد أ) 2 )1f h  من اجل القیم −
) ھو hالصغیرة للعدد  ) ( )1 ' 1f h f− +  أي −

3 2 h−.  
f:2نعتبر الدالة ) 1          x xa  

  : و لدینا 2 تقبل الاشتقاق من اجل القیمة f         الدالة 

( ) ( ) ( ) ( )2

0 0

2 2 2 4
' 2 lim lim 4

h h

f h f h
f

h h→ →

+ − + −
= = = 

)أحسن تقریب تآلفي للعدد  )22 h+ عندما ینتھي h 0 إلى 
)   ھو ) ( )2 ' 2f h f+ 4 أي 4 h+.  
2 (2,04 2 0,04= +  
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) إذن  ) ( )22,04 4 4 0,04≅ ) أي + )22,04 4,16≅   
1,98 2 0,02= −   

)إذن  ) ( )21,98 4 4 0,02≅ + ) أي − )21,98 3,92≅  
 2,001 2 0,001= +  

) إذن  ) ( )22,001 4 4 0,001≅   أي +

( )22,001 4,004≅  

f:1نعتبر الدالة )  1          x
x

a   

  : و لدینا 3 تقبل الاشتقاق من اجل القیمة fالدالة 

( ) ( ) ( )
2

0 0

1 1
3 3 13 3' 3 lim lim

9h h

f h f hf
h h→ →

  − + − + = = = −  

1 تقریب تآلفي للعدد  أحسن
3 h+

 0 إلى h عندما ینتھي 

1ھو   1
9 3

h− +.  

2 (3,02 3 0,02= )  إذن + )1 1 10,02
3,02 9 3

≅ − +   

1    أي  0,331111111
3,02

≅  

1  و بنفس الطریقة نجد قیمة تقریبیة لـ
2,99

1و   
3,1

   

f:3ر الدالة نعتب) 1         x xa   
  :و لدینا 1 تقبل الاشتقاق من اجل القیمة f         الدالة 

( ) ( ) ( ) ( )3

0 0

1 1 1 1
' 1 lim lim 3

h h

f h f h
f

h h→ →

+ − + −
= = =

) أحسن تقریب تآلفي للعدد  )31 h+ عندما یقترب h 0 من 
)ھو   ) ( )1 ' 1f h f+ 1 أي 3h+.  

2 (1,04 1 0,04= +   
) إذن  ) ( )31,04 1 3 0,04≅ )  أي + )31,04 1,12≅  

 ( )30,96 0,88≅   
f:نعتبر الدالة ) 1           x xa   

  : و لدینا 5 تقبل الاشتقاق من اجل القیمة f         الدالة 

( ) ( ) ( )
0 0

5 5 5 5 1' 5 lim lim
2 5h h

f h f hf
h h→ →

+ − + −
= = =

5 أحسن تقریب تآلفي للعدد  h+ عندما ینتھي h 0 إلى 

)    ھو ) ( )5 ' 5f h f+ 5 أي
2 5

h
+.  

2 (5,01 5 0,01= +  

0,015,01 إذن  5
2 5

≅ +  

5,01  أي  2, 238304045≅  
  

   4,83 و4,97بنفس الطریقة نجد قیمة مقربة لـ
4,97بملاحظة أن  ( 5 0,03= 4,83 و  − 5 0,17= − (  

          1 (( ) ( )2,1 2 0,1f f= +  
     ( ) ( ) ( )2,1 0,1 ' 2 2f f f≅ ×  أي +

( )2,1 3, 4f ≅  
 2 (( ) ( )2,1 2 0,1f f= +  

( ) ( ) ( )2, 2 0,1 ' 2,1 2,1f f f≅ × +  
)  أي  ) ( )2, 2 0,1 2 3,4f ≅ × )  أي + )2, 2 3,6f ≅  

)س المنحني معادلة مما)  1        )C عند النقطة 
( )2;0A 1 و الذي معامل توجیھھa = 

):ھي ) ( )0 0y a x x f x= −  A ھي فاصلة 0x حیث +
)أي  ) ( )1 2 2y x f= − +  

2y  أي معادلة المماس ھي  x= −   
v و بنفس الطریقة نعین المماس في الحالات الأخرى. 

)معادلة         )C ھي 
22

5
xy 0   و   = 3x =  

0 معامل توجیھ المماس عند النقطة ذات الفاصلة 3x =  

) :ھو ) ( ) ( )
0

3 3 12' 3 lim
5h

f h f
f

h→

+ −
= =،  

)بوضع  ( )
22

5
xf x =(  

):معادلة المماس ھي  )( ) ( )' 3 3 3y f x f= −  و نجد  +
12 18
5 5

y x= −  ،    )( ) 183
5

f =  (  

)  و بنفس الطریقة یتم تعیین معادلة المماس للمنحني )Cفي   
  .  الحالات الأخرى المتبقیة 

):       بوضع ) 2 2f x x x= معامل توجیھ المماس  . −
  :  ھو−1عند النقطة ذات الفاصلة

 ( ) ( ) ( )
0

1 1
' 1 lim 4

h

f h f
f

h→

− + − −
− = = −  

):معادلة المماس ھي  )( ) ( )' 1 1 1y f x f= − + +  و −
4  نجد 1y x= − −  ،    )( )1 3f − =  (  

):       بوضع ) 4f x
x

= معامل توجیھ المماس عند  −

:   ھو2النقطة ذات الفاصلة

( ) ( ) ( )
0

2 2
' 2 lim 1

h

f h f
f

h→

+ −
= =  

):معادلة المماس ھي  )( ) ( )' 2 2 2y f x f= −  و نجد  +
4y x= −  ،    )( )2 2f = −  (  

):       بوضع ) 212
2

f x x= معامل توجیھ المماس ،  −

  :   ھو1عند النقطة ذات الفاصلة

( ) ( ) ( )
0

1 1
' 1 lim 1

h

f h f
f

h→

+ −
= = −  
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):معادلة المماس ھي  )( ) ( )' 1 1 1y f x f= −  و نجد  +
5
2

y x= − +  ،    )( ) 31
2

f =  (  

 من الواضح أن المماس یقطع محور الفواصل في النقطة 

5التي فاصلتھا 
2

.   

x:2نحل المعادلة ذات المجھول ) 1          4 4x x= − −  
2x و نجد  = )  ، إذن− )Cو ( )D یتقاطعان في 
)النقطة )2; 4A −.   

)نستنتج أن ) 2 )Dھو المماس لـ ( )C في 
)النقطة )2; 4A −       .   

)معادلة : تصحیح )D:2 2y x= − ) 1 السؤال وفي−
( )( )3 2 23 2 5 4 1x x x x ax bx c+ − − = + +  ونجد +
( )( )3 2 23 2 5 4 1 3 4x x x x x x+ − − = + − −  

3نحل المعادلة) 2 23 2 7 6 2 2x x x x+ − − = − − 

1xونستعمل السؤال السابق ونجد  = 4 أو−
3

x =   

)إذن النقطة المشتركة ذات الترتیب معدوم ھي )1;0A −  
3 (1x = :  ھو حل مضاعف للمعادلة −

3 23 2 7 6 2 2x x x x+ − − = − ) إذن− )D مماس لِـ 
( )Cفي النقطة ( )1;0A −.   

)       معادلة مماس المنحني  )C عند النقطة ( )2;4A 
)  :ھي )( ) ( )' 2 2 2y f x f= − +  

)بما أن المماس یوازي  ) فإن ∆( )' 2 3f =  
3إذن  معادلة مماس ھي  2y x= −  

i        بما أن شعاع توجیھ المماس 
r

 فإنھ یوازي حامل 
3yالفواصل و بالتالي معادلتھ  محور = −   
  )−3  ھو Aترتیب النقطة(        

 : لدیناaمن أجل كل عدد حقیقي )  1        
( ) ( )

0
lim 3
h

f a h f a
h→

+ −
 قابلة f ، إذن الدالة =

) و aللاشتقاق عند  )' 3f a =.  
    2 (' :f x ma  

 : لدیناaمن أجل كل عدد حقیقي )  1        
( ) ( ) 2

0
lim 3
h

f a h f a
a

h→

+ −
 قابلة f ،  إذن الدالة =

)  و¡ من xللاشتقاق  عند كل  ) 2' 3f x x=.   
  1 عند النقطة ذات الفاصلة fمعادلة مماس منحني الدالة) 2

3:      ھي 2y x= −  
 ھي مجموع دالتین قابلتین للاشتقاق gالدالة ) 1         

) :x من أجل كل عدد حقیقي ¡على )' 2f x x= − +  
) أ) 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a h a f a h f a g a h g a
h h h

ϕ ϕ+ − + − + −
= −          

( ) ( ) 1 2
2

f a h f a
h a

h
+ −

= + + −( ) ( )a h a
h

ϕ ϕ+ −  

  ¡ تقبل الاشتقاق على ϕ)  ب

)) جـ ) ( ) 2
f a h f a

a
h

+ −
= − 

)و ) ( ) 1
2

a h a
h

h
ϕ ϕ+ −

=  

) و منھ  ) ( )
0

lim 0
h

a h a
h

ϕ ϕ
→

+ −
   ثابتة ϕ إذن الدالة  ،=

 : لدیناaمن أجل كل عدد حقیقي )  1         
( ) ( )

0
lim 2 5
h

f a h f a
a

h→

+ −
= ابلة  قf ،  إذن الدالة −

)  و¡ من xللاشتقاق  عند كل  )' 2 5f x x= −.   
)معادلة مماس المنحني ) 2 )P عند النقطة ( )0;4E   

5:      ھي 4y x= − +  
) من Mطة نعم توجد نق) 3  )P یكون مماسھ عندھا 

1للمستقیم الذي معادلتھ  موازیا
2

y x= حیث فاصلة M 

11ھي 
4

.  

)لإیجاد ھذه الفاصلة نحل المعادلة ( ) 1'
2

f x =(   

)معادلة مماس المنحني) 4 )P عند النقطة ذات الفاصلة a  
):     ھي ) 22 5 4y a x a= − − +   

)المنحني ) 5 )P یشمل مماسین كل منھما یشمل المبدأ إذا 
2كان  4 0a− + ) أي = )2a = ) أو − )2a =.  

 و لدینا من أجل ¡ تقبل الاشتقاق على fالدالة ) 1       
) :¡ من xكل  ) 2' 6 10 1f x x x= + −   

  x و لدینا من أجل كل ¡ تقبل الاشتقاق على fالدالة )  2

) :¡من  )' 2 cos 1
3

f x x π
= −  

[ تقبل الاشتقاق علىfالدالة) 3    و لدینا من أجل كل∞+;1]

   xمن ] [1;+∞:( ) 1'
2 1

f x
x

=
−

  

 x و لدینا من أجل كل ¡ تقبل الاشتقاق على fالدالة ) 4

) :¡من  )
( )

4 2

2

2 6 10'
1

x x xf x
x

+ +
=

+
  

x          الدالة  xa قابلة للاشتقاق على ¡   
x  و الدالة  xa قابلة للاشتقاق على ] [0;+∞  

xلي الدالة   و بالتا x xaقابلة للاشتقاق على ] [0;+∞  

[ من xومن أجل كل  [0;+∞:( ) 3'
2

f x x=  

       1 (' : 6 4f x x−a    ، 2 (1' :
2

f x x−a  

                     3 (' : 2f x x+a  

54 

56 
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       4 (3 2' : 4 3 3 2 2 6 3f x x x x− − +a  

        1 (2

2' :f x
x

a ،   2 (
( )2

3' :
2

f x
x

−
+

a  

3(
( )2

4' : 2
3

f x
x

+
−

a 4(
( )

2

22

3 10 9':
3

x xf x
x

− − −

−
a  

         1 (2' : 3f x xa  
v  ( ) ( )3g x f x= −   

)   و منھ  ) ( ) ( )2' ' 3 3 3g x f x x= − = −  
v ( ) ( )2 5g x f x= +   

)   و منھ  ) ( ) ( )2' 2 ' 2 5 2 3 2 5g x f x x= + = × +  
v ( ) ( )3 2g x f x= −    و منھ+

  ( ) ( ) ( )2' 3 ' 3 2 3 3 3 2g x f x x= − − + = − × − +  
   1 (( )f x x= و 

( ) ( )1 1g x f x x= − = −  
] معرفة علىfالدالة معرفة على  g و الدالة∞+;0]

[ [1;+∞.  
[ تقبل الاشتقاق علىfالدالة ) 2  تقبل g و الدالة ∞+;0]

[ على الاشتقاق ]1;+∞.  

3( ( ) 1'
2

f x
x

=  

)و ) ( ) 1' ' 1
2 1

g x f x
x

= − =
−

  

v نتبع نفس الطریقة في الحالتین المتبقیتین. 
1 (( ) ( )' 6 3 2f x x= −  ، 

2(( ) 3'
2

f x
x

=  

 3 (( ) 1'
2 3

f x
x

=
−

    ، 4 (( ) 3'
2 2 3

f x
x

−
=

−
  

 5 (( ) 6 3'
2
xf x

x
−

= ،  

6(( )
25 6 15'

2 3
x xf x

x
− + +

=
− +

  

          1 (( ) ( )' 3sin 3 2f x x= − −  
 2 (( ) ( )' 3cos 3 2f x x= −  
 3 (( ) 2 2' cos sinf x x x= −  

4 (( ) ( ) ( ) ( ) ( )' cos 2 cos sin sin 2f x x x x xπ π π π= − + − + −  
 5( ( )' 2cos3 sin 3f x x x= −         

قابلة للاشتقاق f        أكبر مجموعة بحیث تكون الدالة 
[ھي [ منx ، ومن أجل كل عدد حقیقي ∞+;0] [0;+∞  

)   : لدینا )
( )2

1 1'
2 1

f x
x x

= −
+

  

   ( )1,02 1,505f ≅   ،  ( )0,96 1,49f ≅  
        1 (3 4y x= + ،  2 ( 11 5y x= + ،   

             3 (7 11y x= − +  
)معادلة المماس ) 1         )1Tلـ ( )1C     عند النقطة 
( )( )0 0,A x f x2 ھي

0 02 3y x x x= − + +   
) و معادلة المماس  )2Tلـ ( )2Cعند النقطة  

( )( )0 0,A x g x2   ھي
0 0

2 4xy
x x

= − +   

  0 2
0

22x
x
−

− 2   و =
0

0

4 3x
x

= 0 فیكون + 1x =  

)إذن یوجد مستقیم ) یمس المنحنیین∆( )1Cو  ( )2C في 
)النقطة  )1;2A.  

)معادلة ) 2 2:  ھي ∆( 4y x= − +   
3 (( ) أعلى∆( )1C  ،  ( ) أعلى∆( )2C في ] [;0−∞   

)    و  ) أسفل∆( )2C في ] [0;+∞.   

         1 (( ) ( )
( )

2

22

6 2
'

1

x x
f x

x

α β α− + − +
=

+
        

 2 (4α 3β و = =  
       1α = 2β و − =   

  
) عدد حلول المعادلةm         نناقش حسب قیم )' 0f x =  

0m إذا كان    .فإنھ یوجد مماس واحد  =
0m و إذ كان    . فإنھ یوجد مماسان ≠

1(2DG m x= −، tan 60 3DE x x= ° =  
):ساحة المستطیل ھي ومنھ م ) 22 3 3R x m xx = − +  

( )' 4 3 3R x mx = − )؛+ )' 0R x  معناه =
4
mx =  

)بما أن )R x2 من الدرجة الثانیة و 3 0−  فإن >

4
mR 

 
 

 مة الحدیة الكبرى ومنھ  ھي القی
4
mx  ولدینا =

23
84

mR m  = 
 

.  

مساحة المثلث ھي ) 2

( ) 21 3tan 60
2 2 4

mT m mm = × ° =   

)ومنھ )
24

Tm mR  = 
 

  

( ) ( ) ( )0,002 '4,002 4 4T T T+;    
)ومنھ  ) 4,004 34,002T ×; 

)و ) 2,002 32,001R ×;  

65 
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        1 (80;A
m
− 

 
 

)  و  )2 ;0B m  

)معادلة ) 2    )AB 2 ھي

4 8y x
m m

= −  

2 المعادلة 

4 4 8x
x m m

−
= x تقبل حلا مضاعفا − m=   

) و بالتالي المستقیم  )AB مماس للمنحني ( )H في 
  .Mالنقطة

))  أ) 1         )
2

12 4
16 12 4 4

hT h
h h

− −
=

− − +
  

))  ب )
0

3lim
2h

T h
→

=  تقبل الاشتقاق من f و منھ الدالة −

3أجل القیمة 
2

3 و  3'
2 2

f   = − 
 

  

  2 (xv
t

2 و منھ = x
t

2x  أي = t=  

 2 2 2OB AB OA= )    و منھ − )22 25 2OB t= −  

225    أي  4OB t= −  

3xإذا كان  3 فإن =
2

t = ، ( ) 225f t t= −  

0

3 3

2 2 3lim
2h

f h f

h→

+ −
   
   
    = −   

)ننشر) 1       )2R x+ فیكون 
2

0 2
2 21

Rg g
x xR

R R

= ×
  + +     

  

0 و منھ 2
1

21
g g

x x
R R

= ×
 + +  
 

   

2 (2 21 1x x
R R

+ ≅     و −
2

0x
R

 
 
 

;  

0
21 xg g
R

 × − 
 

;  

3  (9,785g ;  
)ننشر ) 1              ) ( )2 22x a x ax a− + −  

)معادلة المماس ) 2  )aTللمنحني  ( )fc عند النقطة ذات 
2: ھيaالفاصلة 33 2y a x a= −  

)لدینا  ) ( )( )2 22 2x ax a x a x a+ − = − +  

) لدراسة الوضع النسبي لـ- )fcو ( )aT  ندرس إشارة العدد   

  ( ) ( )2 2x a x a− +   
2xإذا كان  a> )إن  ف− )fcأعلى ( )aT  

2xإذا كان  a< ) فإن − )fcأسفل ( )aT  
  

2xإذا كان  a= ) فإن − )fcیقطع ( )aT  

sinIT؛ OITفي المثلث القائم )1 x
OT

=  

cosOIو x
OT

1OI ، بما أن =  نحصل على =

sin
cos

xIT
x

 لكونھا غیر موجودة في tanلاندرج (=

  ).البرنامج

2( 1
1 sin
2

A x=2 و
1 1 sin
2 2 cos

xA IT OI
x

= × =.   

Aمساحة الجزء من القرص المرفق للزاویة x ومساحة ، 
2Rπالقرص ھي π=2 وھي مرفقة للزاویةπ إذن  :

1
2 2

xA xπ
π

= =  

1:بما أن  )3 2A A A≤ :  فإن ≥
1 1 1 sinsin
2 2 2 cos

xx x
x

≤ sinsin:   أي ≥
cos

xx x
x

≤ ≤   

sinإذن
cos

xx
x

0 وبما أن في المجال≥ ;
2
π 

  
:cos 0x > 

cos:فإن sinx x x≤ خلاصة cos sinx x x x≤ ≤  

sincosنستنتج من ھذا أن • 1xx
x

≤ 0نلأ ≥ ;
2

x π ∈   
  

من الرسم نخمن النتیجة )4
0 0

lim ( ) lim ( ) 1
x x

g x h x
→ →

= =  

5( ( )' cosf xx ) ومنھ = )' cos 0 10f = =  
( ) ( ) ( )

0

0 0lim ' 10
0h

f fh f
h→

−+ = =
−

  : ومنھ 

0

sinhlim 1
h h→

 أي =
0

sinlim 1
x

x
x→

: ومنھ =
0

lim ( ) 1
x

h x
→

=  

  :الطریقة الأولى 
1( 2( ) 5( 12 )d t t t= − )2 ؛− ) 5( 6) 180d t t= − − + 

(6) ھي القیمة الحدیة العظمى للارتفاعومنھ  180d =.   
  . تكون معدومة 6ة السرعة في اللحظ) 2

  :الطریقة الثانیة 
1 (( )' 10 60d tt = − +   

0                   6                 +∞  t  
          +         0        - ( )'d t  
                     180 
0 

( )d t  

(6)ومنھ  180d   . ھي القیمة الحدیة العظمى =
2 (( )' 06d =  

)لدینا) 1 ) ( )0 0DC f x h f x h= + − − 

2BDو h= ومنھ ( ) ( )0 0S h f x h f x h= + − −    
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77 

78 

80 

79 



 9

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0' 'S h f x hf x f x hf x= + − +    

): أي  )2
02 'S h f x=  

2 (( )22 9 0,01620,03S = × × =.   
 من أجل كل عدد fأحسن تقریب تآلفي للدالة) 1
)  ھوxحقیقي ) ( ) ( )'f f hfx h x x=  ومن أجل ++
( )x− لدینا ( ) ( ) ( )'f f hfx h x x= −− − − −  

) زوجیة نحصل علىfما أنب ) ( )' 'f fx x= − −.   

2 (( )
( )22

4'
1

xg x
x

=
+

)  ومنھ )' 11g = 

)ولدینا ) 01g 1y إذن المعادلة = x= −   
: فردیة إذن   g'جیة ومنھ زوgالاستنتاج

( ) ( )' ' 11 1g g= − = ) و−− ) ( ) 01 1g g= =−  
1y: والمعادلة ھي  x= − −   

 

85


