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 محمد الرقبة . ذ

 التمارين
 محمد مستولي . ذ
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 محمد الرقبة . ذ

 التمارين
 محمد مستولي . ذ
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 محمد مستولي . ذ
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 الرقبة محمد . ذ
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 محمد مستولي . ذ

 الفلكة
 محمد الرقبة . ذ

 التمارين
 محمد مستولي . ذ

 الجداء المتجهي
 محمد الرقبة . ذ

 التمارين
 جناج . ذ

 التعداد
 محمد الرقبة . ذ

 التمارين
 جناج . ذ

 الاحتمالات
محمد الرقبة . ذ
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0lim       
x x

gof x g y
→

=  

  
 : صورة مجال بدالة متصلة -4

 

 
  : نلاحظ أن
    [ ]( ) [ ]( ) ( );  ,  /y m M x a b f x y∀ ∈ ∃∈ =  

  : وهذا يعني أن
]لكل عنصر من المجال ],I a b=f [ ],J m M= شمولية من   ، في هذه الحالة نقول أن I نحو  .  J   سابق من  



 

]    : ونكتب ]( ) [ ], ,f a b m M=  
  

  : خاصيـــة

\\  . بدالة متصلة هي مجال من مجال من صورة 

f ] دالة متصلة ورتيبة قطعا على لتكن  ],a b.  

  
  : نلاحظ أن

      [ ]( ) [ ]( ) ( )/  ', ,y m M x a b f x y∀ ∈ ∃ ∈ =  
  : وهذا يعني أن

]  : لكل عنصر من المجال ],J m M= من وحيــد  سابق  [ ],I a b=

f

.   

] من لــتقاب   : وفي هذه الحالة نقول أن ],I a b=[ J,[ نحو المجال   m M=.   

  
  : ةــخاصي

على المجال قطعا  متصلة ورتيبة إذا آانت  f[ من تقابــل   فإنها[ ],a b نحو  [ ]( ) [ ], ,f a b m M= ],a b.  
  

  : جالتحديد صورة م

f  .تزايدية قطعا   :  1الحالة  �

( )J f= I  I  
  [ ],a b ( ) ( ) ;  f a f b⎡ ⎤⎣ ⎦  



( ) () ;  lim
x b
x b

f a f
→

x
⎡ ⎡
⎢ ⎢
⎢ ⎢⎣ ⎣≺

,a b   [ [  

( ) ()lim  ;  
x a
x a

f x f b
→

⎤ ⎤
⎥ ⎥
⎥ ⎥⎦ ⎦;

] ],a b     

  [ [,a +∞ ( ) () ;  lim
x

f a f
→+∞

x⎡ ⎡
⎣ ⎣  

] [,−∞ +∞ ( ) ()lim  ;  lim
x x

f x f
→−∞ →+∞

⎤ ⎡
⎦ ⎣x   

  
  
f  .ة قطعاناقصيت   : 2الحالة  �

( )f I  I  
  [ ],a b ( ) ( ) ;  f b f a⎡ ⎤⎣ ⎦  

( ) ()lim  ;  
x b

f x f a⎤ ⎤
⎦ ⎦≺

,a b   [ [  

] ],a b ( ) () ;  lim
x a

f b f x⎡ ⎡
⎣ ⎣;

    

  [ ( ) ()lim  ;  
x

f x f a
→+∞

⎤ ⎤
⎦ ⎦[,a +∞  

  ] ],b−∞ ( ) () ;  lim
x

f b f
→−∞

x⎡ ⎡
⎣ ⎣  

] [,−∞ +∞ ( ) ( )lim  ;  lim
x x

f x f
→+∞ →−∞

⎤ ⎡
⎦ ⎣x   

  
  : قـــتطبي

J  :  في الحالات التالية وI صورتي المجالين حدد

�    () 1
1

xf x
x
−

=
+

[ ]0, 2[ J =  ,      [0,I = +∞

f

 

}   متصلة على  : لدينا }\ 1−\

( )

  
      : وبما أن

        

1 1 2    
1 1

2                          1  
1

x xf x
x x

x

− + −
= =

+ +

= −
+

  

f  . تزايدية قطعا  : إذن

  [ ]( ) ( ) () 10,2    : ومنه   0  ;  2   1 ;  
3

f f f ⎡ ⎤= =− ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

    [ [( ) ( ) () [ [0,   0  ;  lim   -1,1
x

f f f x
→+∞

⎡ ⎡+∞ = =⎣ ⎣

( ) cos

  

        

  
     ;  J �   f x x== \       ;  [ ]0,I π=

f

 

  .I متصلة وتناقصية قطعا  على   : لدينا

]    : إذن ]( ) ( ) ()0,    ;  0f f fπ π= ⎡ ⎤⎣ ⎦  

[ ]1 ;  1= −         



 

f\   . متصلة على   : ولدينا
        ( ) [ ] 1 ;  1f = −\

f

  
  

 (T.V.I)  ةــمبرهنة القيم الوسطي -5

[ ]( ) [ ],   ,f a b m M= ] دالة متصلة على  لتكن  ],a b   و     

]x من  سابق   ],a b ]  من λ  لكل : لدينا ],m M.  

[ ],a b ] من λوهذا يعني أنه لكل  ],m M  المعادلة ( )f x λ=.    حل على الأقل في  تقبل

  
         

  
[ ] 0    : بما أن ,  m M∈

( ) 0f x =[ ],a b.     تقبل حلا على الأقل في  فإن المعادلة  
  

  :مبرهنة القيم الوسطية 

[ ],a b  متصلة ورتيبة قطعا على إذا آانت     و ( ) ( ) 0f a f b⋅ ≺

( ) 0f x =

  f

[ ],a b.    تقبل حلا وحيدا في المجال  فإن المعادلة  
  
  

  : 1 قـــتطبي

]f دالة متصلة على لتكن  ],a b  بحيث ( )f a a;   و    ( )f b b≺

( )
.  

]  تقبل حلا على الأقل من المجال   ],a b fبين أن المعادلة   x x=.  
  



 

  
  : الجـــواب

)    : نضع ) ( )    g x f x x= −

f

  

] متصلة على  الدالة   : بما أن ],a b.  

] متصلة على  g  الدالة : فإن ],a b.  

( ) ( )     0g a f a a= −     : وبما أن  ;

( ) ( )     0g b f b b= −         : و  ≻

)    : فإن ) ( )   0g a g b⋅ ≺

(
  

] على الأقل من   تقبل حلا ],a b ) 0g x ومنه المعادلة    .=

]  تقبل حلا على الأقل من المجال   ],a b )وبالتالي المعادلة   )f x x=.  
  

  : 2 قـــتطبي

)  :   في الحالات التالية تقبل حلا على الأقل في أن المعادلة بين  ) 0f x =\

1-              ( ) 3 1f x x= −

 

  

2-      ( ) 7 2 1f x x x= + −

  

  

( ) 1 sinf 3-    x x x= + −    
  

  : الجـــواب

\f  . متصلة على    : لدينا -1
)  : ولدينا )0 1= −f  و    ( )2 7f =  

)  : إذن ) ( )0   2   0f f⋅ ≺  

)  : ومنه ) 0f x =

f\

  .\ تقبل حلا على الأقل في 
  

 . متصلة على    : لدينا -2
)    : ولدينا )lim

x
f x

→+∞
= +∞  

)      : و )lim
x

f x
→−∞

= −∞  

)  المعادلة  : ومنه ) 0f x \  .  تقبل حلا على الأقل في =

f\
  

 . متصلة على    : لدينا -3
)    : و )0   1  0f = ;  

)    : و )  1   0f π π= − ≺  

)  : إذن ) ( )0     0f f π⋅ ≺  

)  المعادلة  : ومنه ) 0f x \  .  تقبل حلا على الأقل في =

f

  
 : الدالة العكسية لدالة متصلة ورتيبة قطعا -6

]رتيبة قطعا على   دالة متصلة و لتكن ],I a b=   و   ( ) [ ]    ,f I J m M= =  



 

  : أمثلـــة   

1-      ( )
2

2 1
xf x

x
=

+
gf

  

] على المجال    قصور الدالة ن ليك [0,I = +∞
g

.  
J  . يجب تحديده نحو مجال I تقابل من   : بين أن

( )1g x−xJ   . من   لكل ثم حدد 
  

  : الجـــواب

]f على   قصور g  : لدينا -1 [0,I = +∞
f\

f\
g

.  
  . دالة جذرية حيز تعريفها و

  . متصلة على   : إذن
  .I متصلة على   : ومنه

)    : ولدينا )
2

2

1 1
1

x
x

g x + −
=

+
  x I∀ ∈

2 1x x

  

  ).قطعا ( I   تزايدية على 6+الدالة       

2الدالة      : إذن

1
1

x
x +

  .Iطعا على     تناقصية ق6

2        : ومنه

1
1

x
x

−
+

  .I    تزايدية قطعا على 6

  .\+ تزايدية قطعا على g  : ومنه

J\+ تقابل g  : وبالتالي

J

  .  نحو 
  

  : د ــتحدي �
( )m 1g x

→+∞
li
x

)      و  = )0 0g =   .    : لدينا  

]    : ومنه   [0,1J =

( )1g x−

  
  

[ [0,1J =  .xدد  من  لكل   لنح �

[ [0,1x

( )
[ [0,y∀ ∀    : لدينا    ∋ ∈       و  ∞+

            ( )1         g x y x g y− = ⇔ =  

                    
2

2    
1

yx
y

⇔ =
+

  

            2

1    1  
1

x
y

−⇔ =
+

  



 

                2

1      1 
1

x
y

⇔ = −+
+

   

  

          2 1 1   
1  

y
x

⇔ +  =
−

               2 1     1   
1  1

xy
x x

⇔ =−=
− −

  

                 
1

 xy
x

⇔ = ±
−

   

0y      : وبما أن ;

      : فإن
1

xy
x

=
−

  

)    : ومنه )1   ;      
1

xx J g x
x

− =∀∈
−

    

  
2-(      )f x x=    [ [0,fD = +∞

f

 

1f  وحدد حيز تعريف 1 تقبل دالة عكسية  بين أن  − f −.  
)  : ثم )1f x−x1f

D   .−  من    لكل 

  
  : الجـــواب

ffD متصلة وتزايدية قطعا على   : لدينا

f

.  

\+ تقابل من    : إذن   .  نحو \+
1fومنه حيز تعريف  \+ هو  −

( )1

.  
  

f x−

     ;    x y

  لنحدد � 

        + +∀∈\ \∀ ∈  
          ( ) ( )1         f y x y f x− = ⇔=

   

  

             y x
      2   y x

⇔ =  
         ⇔ =  

)    : ومنه ) 21f y y− =    y +∀ ∈  \

)    : وبالتالي ) 21f x x− =    x +∀ ∈  \
  

  : خاصيــة

)،  و   I دالة متصلة ورتيبة قطعا على لتكن  )f I J= f  

1(    ( ) (1  ;     ;           )x I y J f x y x f −∀∈ = ⇔ = y∀ ∈  

2(          ( )1 ;        x I f o f x x− =∀ ∈  

3(          ( )1 ;       y J f o f y y− =∀ ∈  
  

  



 

1fدراسة الدالة   − :    

  )الرتابة ( fمنحنى الدالة  �
1f − f  . الدالة العكسية للدالة و .  fI دالة متصلة ورتيبة قطعا على  لتكن

)      : و )f I J=  

J  . عنصرين مختلفين من xy وليكن 

( ) 1fبحيث    y b=−  و  ( )1f x a− =  

  

)        : لدينا ) ( )
1

1 1  
  

  f

f x f
x y−

− −−
−

( ) (

y
Τ =  

                
)

   
  

a b
f a f b

−
=  

−

  ( ) ()         1 1  
  
  

ff a f b
a b

−
= =

Τ
−

1     0ff −

  

Τ    : إذن × Τ ;

1

  

و   إذن  ff   )الرتابة(.ى  لهما نفس المنح−

  
  : استنتـاج وخاصيـة

و    الدالتين f1f   )الرتابة( .ى   لهما نفس المنح−
  

1f منحنى الدالة   � :  −
            ( ) }   f x y=      و( ){   ,   /  f M x y P x= ∈ I∈A  

                 ( ) }1    f y x− )     و= ){1    ,   /  
f

M y x P y J− = ∈ ∈A  

          ( ) }   f x y=      و( ){  ,   /  M y x P x∈ I= ∈  
  : ملاحظـة

)  و النقطتين  )a,B b( ),A a by x= )  متماثلتين بالنسبة للمنصف الأول   ).  

  



 

                      

  : خلاصــة وخاصيـة

)المستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  ), ,O i j
G G

.  

fA  1  .  متماثلين بالنسبة للمنصف الأول  وf −
A

                        
 

 

 

  

            : أمثلــة

    

  
  

  : ض الدوال العكسيةأمثلة لبع

`∋n    *nة ـذر من الرتبـ دالة الج . 1



 

)   الدالة ): nf x x6  و   \+   متصلة وتزايدية قطعا على  ( )f + +=\ \

f

  

\+1 تقبل دالة عكسية    : إذن f   .  معرفة على −
)  : ونرمز لها بــ )1 nf x x− =

*  ;   x n+ ∀∈\ `

  
  

  
  : نتائج وخاصيات

1∀ ∈  (    

      ( )    
n

n n nx x x= =  

              ( )  nf x x=  

          ( )1  nf x x− =

( )

  

    ( ) ( )1      n nnx f f x f x−= = x=  
  مثــال

        24   4   2= =  
        3 33 8  2   2= =  

        4 44 16  2   2= =

 :  

  
  

عا على  متصلة وتزايدية قط  ةالدال  )2 1 : nf x x− 6+\

,   x y

.  
  
3(       +∀ ∈  \

              n nx y x y= ⇔ =

  

  

            n nx y x y⇔; ;

    *,   ;   x y n+

  
  
4(    ∀ ∈ ∀∈ \ `

        

  

       nn nxy x y= ×

* *  ;    ;   x x n+
+∀ ∈ ∀∈\ \`

  

  ∀ ∈          

                     
n

n
n

x x
y y

=

  *  ;   ,x n m+

  

  
5(    ∀ ∈ ∀∈\ `  

          n mm n m nx x x×= =  

            ( )  
m

n m nx x=  

 
 
 
 
 



 

 
 

  : ةــملاحظ
       a∀∈         *  ;   n+ ∀∈\ `

      ( )
1

1        
nnn

n n na a a a a
⎛ ⎞

= == = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

        : إذن
1

  n na a=  

  

  : فــتعري 

a+\r عددا من ليكن 
raar

  . عددا جذريا  و 
  . ذات الأس  للعدد القوة الجذرية يسمى العدد 

  

;      لتكن   p x
q

r +=       ∈\

       ( )     
p

p qqr pqx x x= == x  

  
  : nاتصال مرآبة دالة متصلة ودالة الجذر من الرتبة 

)     :   بــI المعرفة على gنعتبر الدالة  ) ()ng x f x=

f

  

0x  0x ومتصلة في I  دالة موجبة على ذا آانت    إ� I∈  
  .g0x متصلة في فإن 

  .I متصلة على g  فإن fI متصلة وموجبة على     إذا آانت �
  

      : مثــال

        ( ) 3 2 1f x x= +

2 1x x +6\
f\

  

  .   متصلة وموجبة على       : الدالة
  . متصلة على   الدالة : إذن

  
nنهاية مرآبة دالة ودالة الجذر من الرتبة 

f

 :  

0x  و.    I  دالة متصلة وموجبة على لتكن  I∈  

)             : إذا آانت )
0

lim
x x

f x l
→

=  

)      : فإن )
0

lim nn
x x

f x l
→

=  

  
  : على الخصوص

        ( ) ( )
0 0

lim         lim   n
x x x x

f x f x
→ →

= +∞ ⇒ = +∞  

  
  

    : تطبيقـــات



  :  النهايات التاليةأحسب

1(      
2

3 3

3lim  
1

x
x→+∞x

−

+
    

  : 1طريقــة 

          
2 2

3 3
3

3

3 13lim    lim    1
11  1

x x

xx x
x x

x

→+∞ →+∞

−−
= =

+ +
  

  
       : 2طريقــة 

            
( )
( )

1
2 22

13 3
3 3

33lim    lim  
1 1

x x

xx
x x

→+∞ →+∞

−−
=

+ +

( )

  

      

( )
( )
( )

3 32 26

62 233 6

3  3
 lim    lim  

11
x x

x x

xx
→+∞ →+∞

− −
= =

++
  

      
6

6
6

    lim    1
    x

x
x→+∞

= =  

  

2(      

1
1 13 3
3 6

1 66
6

            1lim    lim   lim    lim  
          

x x x x

x x x
xx x

−

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞
= ==  

  



                                                                                         

  

  :التمرين الأول 
 fلدالة  بحيث تكون اb و a   حدد العددين الحقيقيين

:    المعرفة بما يلي
( )

( )

2

; 2
2

2 ; 2
3

x x af x x
x
x bf x x

⎧ + −
= >⎪⎪ −

⎨
+⎪ = ≤

⎪⎩

  

0متصلة في النقطة  2x =.   
  :التمرين  الثاني 

 fيث تكون الدالة بحc و b و aحدد الأعداد الحقيقية

:  المعرفة بما يلي

( )

( )

( )

2

2

2

2

3 2 1 ; 1
2 2

2 3 3 ; 1
1

21
3

x bxf x x
x ax a

x xf x x
x

cf

⎧ − +
= >⎪ + − −⎪

⎪ − + +
= <⎨ +⎪

+⎪ =⎪
⎩

 

0متصلة في النقطة  1x =.   
  :التمرين الثالث 

  : الدالة العددية المعرفة بما يلي f    لتكن
2

2

2

( ) 2 3 ; 1
( ) 4 ; 1 1

( ) 1 2 ; 1

f x x x x
f x x x

f x x x

⎧ = − < −
⎪

= + − ≤ <⎨
⎪

= + + ≥⎩

  

   .1 و 0 و - 1  في fاتصال الدالةأدرس . 1
   . متصلة على fهل . 2

  :التمرين الرابع 
  :  الدالة العددية المعرفة بما يلي fلتكن

( )
1

xf x
x

=
−

  

   .f حيز تعريف الدالة fDحدد . 1

   .fD عند محدات fحدد نهايات. 2

[ على المجال f قصور الدالةgليكن . 3 [1,I = +∞.  

1g تقبل دالة عكسيةg بين أن الدالة-   أ    معرفة من −
   .I ، ينبغي تحديده ، نحو المجال J      مجال 

1gحدد الدالة العكسية   -  ب −.   
  :تمرين الخامس ال
3بين أن المعادلة . 1 1 0x x− + +    α تقبل حلا وحيدا =

[ ، ثم تحقق من أن     في [1, 2α ∈.  

3بين أن المعادلة . 2 3 1 0x x− +    تقبل بالضبط ثلاثة=
15 ، ثم أعط تأطيرا لكل منها إلىول في    حل 10−×.  

3بين أن للمعادلة. 3 26 6 0x x− +    حلان بالضبط في =
]    المجال  ]2, 4−.   

  :أحسب النهايات التالية . 4

3

1

1lim
1x

xA
x→

−
=

−
    و    

4

1

1lim
1x

xB
x→

−
=

−
  

44lim           و  1 3
x

C x x x
→+∞

= + + − −  

  :التمرين السادس
] الدالة العددية المعرفة على fلتكن   : بما يلي∞+,0]

[ [ ( ) 20, : 1 2x f x x x∀ ∈ +∞ = + +  

]ا على المجال رتيبة قطعfبين أن . 1 [0,+∞.  

1f تقبل دالة عكسيةfبين أن الدالة. 2    ، معرفة من −
] ، ينبغي تحديده ، نحو المجال J      مجال  [0,+∞.   

)حدد . 3 )1f x− لكل x من المجال J.   

)بين أن المعادلة. 4 ) 3f x x=تقبل على الأقل حلا في   

]    المجال ]1, 2.  

  :التمرين السابع 
   :ة التاليالأعدادبسط . 1

3 34

5

9. 3. 9

81. 3
A   و  =

( )2
53

3

4. 8. 2

4
B    و=

( )

2 1 3
3 2 4

2
5

27 .49 .16

9 3
C

−

=  

  : المعرفة بما يلي gنعتبر الدالة العددية. 2

( )

( )

3 2 1 11 ; 0

0 1

xg x x
x

g

⎧ + −
= + ≠⎪

⎨
⎪ =⎩

  

   .g حيز تعريف الدالة gD حدد-   أ

) أحسب -   ب )lim
x

g x
→+∞

.  

  .0 في النقطة g أدرس اتصال الدالة-   جـ
  :التمرين الثامن 

  : الدالة العددية المعرفة بما يلي fلتكن

( )
3

3

1
1

xf x
x

−
=

+
  

)ة  وأحسب النهايfDحدد . 1 )lim
x

f x
→+∞

.   

1f تقبل دالة عكسيةfبين أن. 2   ، معرفة من مجال−
   J ينبغي تحديده ، نحو ، fD.   

)حدد . 3 )1f x− لكل x من المجال J.  

)بين أن المعادلة.4 )f x x= تقبل حلا وحيدا في   

]   المجال  ]0,1.   

   
 

تمارين  



 

 

I- الاشتقـاق في نقطــة : 
  : ـةـأنشط

 :   في الحالات التالية0x في f حدد العدد المشتق للدالة -1

a-  ( ) 2

1xf =0 1x     
x

=  

)         : لدينا ) ( ) 2

1 1

1  1  1
m    lim  

  1   1x x

f x f x
x x→ →

−
li

−
=

− −

( )

  

         
2

21

1   lim  
1x

x
x x→

−
=  

−

( )(     )
( )21

1 1
 lim  

1x

x x
x x→

− +
=

−
  

     ( )x
21

 1
 lim  

x

−
x→

+
=

 2

  

   = −  

0 في  f العدد المشتق للدالة إذن 1x    .−2   هـو  =
)  ونكتب  )' 1 2f = −

)
  

b-(    f x x=0 2x     =  

2 2

  2 1lim    lim  
  2  2x x

x
x x→ →

−
=

− +
  

     1 
2 2

=  

)  : إذن ) f  1    و2 قابلة للاشتقاق في' 2
2 2

f =  

          

 :  في الحالات التالية 0x في fأدرس قابلية اشتقاق  -2

a-  ( ) 2 3 2x x= − +0 1x f x    =  

)     : لدينا )
2

2

3 2          1   2
  

3 2             1 2
x x x أو x

f x
x x x

⎧ − +⎪= ⎨
− + − ≤ ≤⎪⎩

≺ ;

( ) )       : لدينا ) 2

1 1
1 1

  1 3 2lim    lim  
  1   1x x

x x

f x f x x
x x→ →

− − + −
=

− −≺ ;

  

       ( )( )
1

1

1 2
 lim  

  1x
x

x x
x→

− − −
=

−;

  

      ( )
1

1

lim  2
x
x

x
→

= − −
;

  

الاشتـقـــــــــاق   



 

 

1   =  
)    : ونكتب )' 1 1df =

( ) )      : ولدينا ) 2

1 1
1 1

  1 3 2m    lim  
  1   1x x

x x

f x f x x
x x→ →

− −li +
=

− −≺ ≺

1
1

lim  2    1
x
x

x
→

  

        = − = −
≺

  

)   : ومنه )' 1 1gf = −

  : ن

  

)بما أ ) ( )' 1     ' 1d gf f≠  

   .1 غير قابلة للاشتقاق في f  : فإن
  

b-   ( )
tan    ;     0  

2  
sin    ;      0

2

x x

x x

π

f x
π

⎧
⎪⎪= ⎨ −⎪ ≤
⎪⎩

≺ ≺

≺
0 0x     =  

)       : لدينا ) ( )
0 0

  0 tan  lim    lim    1
x x

f x f x
x x+ +→ →

−
  = =

( ) ( )
0 0

  0 sin  lim    lim    1
x x

f x f x
x x− −→ →

−
= =  

)    : إذن ) ( )0     ' 0   1f'd gf = =    

0 قابلة للاشتقاق في  f  : إذن 0x =  

)    و )' 0 1f =

)

.  

c-  (       ;     1   
1   ;      1

x x
x x

⎧ ≥⎪= ⎨
+⎪⎩ ≺0 0x f x    =  

)                    : لدينا )
1 1

1 1

lim    lim  1  2
x x
x x

f x x
→ →

= + =
≺ ≺

( )            
1 1

1

m    lim    1
x x
x

f x x
+→ →

= =
;

li  

   .1 غير متصلة في  f   : إذن

   .1 غير قابلة للاشتقاق في  f : ومنه

( )A حدد معادلة المماس للمنحنى -3  للدالةالممثل ff  لم متعامد ممنظم في النقطة  ذات    في المستوى المنسوب إلى مع

 .0xالأفصول 

a-  ( )  3 1x= +0 0x f x  =  

)   : لدينا )0 1f =

( )
  

)        : و ) 3

0 0

  0 1  1m    lim  
x x

f x f x
x x→ →

− +li −
=  



 

 

      
( )

3

0 3

1 1 lim  
1  1x

x

x x→

+ −
=

+ +
  

        
( )

2

0 3
 lim  

1  1x

x

x→ + +
=  

          ( )0  ' 0f= =  

)وبما أن  معادلة المماس لــ  )A  هـي0 في   :  f

( ) ( ) ( ) ' 0 0   0y f x f= − +

 1y

  

  :   هــي0فإن معادلة المماس في  
=  

b-(    )f 3x x=0 1x     =  

)     : لدينا )1 1f =

 ( ) ( )         : لدينا
3

1 1

  1  1lim    lim  
  1  1x x

f x f x
x x→ →

− −
=

− −
  

      
( )( )

3

1 3 23 3

  1 lim  
1     x

x

x x x→

−

− + + 1
=  

 
3 21 3

1 1lim   
3    1x x x→

 = =
+ +

( )

  

'1    : إذن 1
3

f =  

  : ومنه معادلة المماس هــي

( )1  1  
3

y x  1= − +  

       1 2    
3 3

y x= +  

  : ةــخلاص

 : الاشتقاق في نقطة -1

D0 لتكن   ،  fx  دالة عددية حيز تعريفهاf يحتوي على مجال مفتوح مرآزه 
    :  إذا وفقط إذا آان0x قابلة للاشتقاق في f : نقول أن

      ( ) ( )   
0

0

0

  
lim       

  x x

f x f x
l

x x→

−
= ∈

−
\  

)    : ونكتب )f 0' x l=  

)العدد   )0'f x للدالة العدد المشتق  يسمى f  0 فيx.  
  

  : الاشتقاق على اليمين -2

] يحتوي على مجال مفتوح دالة عددية حيز تعريفها f لتكن [0 0 ,  x x0α α  حيث  +  .;



 

 

f  0نقول أن  قابلة للاشتقاق فيxعلى اليمين إذا وفقط إذا آان  :    
)  : نكتبو )0'df x l=

( )0'd

  

fالعدد  x للدالة  العدد المشتق على اليمين  يسمى f 0 فيx.  
  

 : الاشتقاق على اليسار -3

[ لتكن ] f 0 مجال مفتوحيحتوي على  دالة عددية حيز تعريفها 0,  x xα−.  
  :  على اليسار إذا وفقط إذا آان0x قابلة للاشتقاق في fنقول أن 

( ) ( )
0

0

0

0

  
lim       

  x x
x x

f x f x
l

x x→

−
= ∈

−
;

\

 

  

) : ونكتب )0'gf x l=

)د   )0'g

   

fالعد xللدالة العدد المشتق على اليسار  ى   يسمf 0 فيx.  
  

  : اصيــةخ

          0xفي  وقابلة للاشتقاق   على اليمين 0x قابلة للاشتقاق في f إذا وفقط إذا آانت 0x قابلة للاشتقاق في fتكون 
)   و    على اليسار  ) (  )0 0'     'd gf x f x=

 

  
      

 : التأويل الهندسي -4

)ليكن )f م.م. المنسوب إلى م في المستوى            Aالمنحنى الممثل للدالة  P fy  

)و   ))0 0 ,  (0M x f.                    ( ),M xx y

( )Δ

( )0

  
 

                             

                           f x  
                 

          x                  0x  

)    : لدينا ) ( )0

0

f x f x
x x
−
−

)    هو ميل المستقيم   )0MM.  

  .0M مــن Mعندما تقترب 

)فإن المستقيم  )0M M يقترب من ( )Δ.  

)  ميل المستقيم : إذن )Δ هـو  

          ( ) ( ) ( )
0

0
0

0

lim   '
x x

f x f x
 f x

x x→

−
=

−

( )Δ

  

ة   :  تكون على شكل  معادل: إذن

( )0 '   f x xy p= +          

)           :  أنوبما )( ) ( )0 0 0 ,    f xM x ∈ Δ  

)      : فإن ) ( )0 0 0'    f x f x x p= +  



 

 

( ) ( 0(      : إذن 0    ' 0p f x f x= − x  

)   : ومنه ) ( ) ( )0 0 0 0  '     'y f x x f x f x x= + −  

       : أو
        ( )( ) ( )0 0 0  '   y f x x x f x= − +  

  
)وهذه هي معادلة المماس لــ  )fAفي   ( ( ))0 0 0 ,  M x f x.  

  : ةــنصف مماس لمنحنى دال

 .  على اليمين 0x  قابلة للاشتقاق في f إذا آانت -1

( )A0 fفإن معادلة نصف المماس لــ     :  على اليمين هيx في 

( )( ) ( )0 0 0

0

  '   
                    

dy f x x x f x
x x

= − +⎧

≥⎪⎩

⎪
⎨  

 . على اليسار0x قابلة للاشتقاق في f آانت إذا -2

( ) A0فإن معادلة نصف المماس لــ  في   fxعلى اليسار هي  :  

         
( )( ) ( )0 0 0

0

  '   

                    
gy f x x x f x

x x

= − +⎧

≤⎪⎩

⎪
⎨  

  : ةـــأمثل

1-  (( )0 1x f)0  و  = 2x'df =      
   

                                y

( )0

                
 

                          2   

                      f      x  
               1         

                 x           0x  

2-  ( )0' 2df x = −  

( )0
3'
2gf x =  

( )0' 2gf x = −  

( ) ( )0 0' 1 ;    ' 1g df x f x= − =  

( )'df( 0x = 2    )0' 1gf x = −  

  
  
  
  

       
               M  0



 

 

  بــنصف مماس مواز لمحور الأراتي

)      : إذا آانت ) ( )
0

0

0

lim   
x x

f x f x
x x+→

−
 = ±∞

−

  

  

)     : أو ) ( )
0

0

0

lim    
x x

f x f x
x x−→

−
= ±∞

−
  

) فإن ) :  A0   .fx يقبل نصف مماس مواز لمحور الأراتيب في 
  

               ( )( ) ( ) ( )
0

0

0

 +
x x

f x f x
x x→

−
=

−
lim

+
∞           

0

0

0

 lim  +
x x

f x f x
x x−→

−
=

−
∞  

                       
  
  
  

  

             ( ) ( )
0

0

0

  
x x

f x f x
x x→

−
=

−
lim

+
−∞

( ) ( )          
0

0

0

lim   
x x

f x f x
x x−→

−
=

−
−∞  

  
  

  

  

         ( ) ( )
0

0

0

+ 
x x

f x f x
x x→

−
=

−
lim ∞         ( ) ( )

0

0

0

m   li
x x

f x f x
x x→

−
=

−
−∞  

  

  

  
  

  
  
  
  

II- ةـــة المشتقــالدال : 
  

  :  في الحالات التاليةf للدالة f' المشتقة حدد الدالة
1-  ) ( )( 2 1f x x x= +

( )

  

2-          xf x 2 1x
=

+
  

3-          ( ) 2 1f x x= −

     

  

4-  ( ) ( )5tanf x x=  
    : تصحيـح

)        : نالدي   -1 )( ) 2'   1  'f x x x⎡ ⎤= +  ⎣ ⎦



 

 

             ( ) ( )( )2 21 '    1x 'x x+ + x= +  

       ( )2 1 2    1  
2

x x x
x

= + +  

         
( )2 1  

 2    
2

x x
x x

x
+

( )

= +  

xf    : لدينا   -2 x = 2 1x +
  

      : إذن
( ) ( )

( )
( )

2 2

22

' 1   1 '
'   

1

x x x x
f x

x

+ − +
=

+

( )

   

    
2 2

22

1  2

1
 x x

x

+ −

+

( )

=          

2

22

1 
1

x

x

− +
=

+

( )
2

2

1     ;    1    1
  

1      ;   1 1
x x أو x

f x
x x

⎧ − −⎪= ⎨
− − ≤ ≤⎪⎩

≺ ;

( ) 2         ;    1    1
'   

2      ;   1 1
x x أو x

f x
x x

⎧ −
= ⎨

− − ≤ ≤⎩

≺ ;

  

  

3-        

  

      : إذن

4-    ( ) (5tan )f x x=

( )
  

(( ) ( ))4'   5 tan  tan 'f x x= x  

       ( ( ))4 2 5 tan  1  tanx x= +

( )

  

       
4

2

5 tan 
cos

x
x

=  

 

 

  : ةــخلاص

( ) '   '   u v u v uv⋅ = + '  

2

'   '   u u v
v v

−⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

'uv  

( ) '   '   u v u v '+ = +  

      ( ) '   '  /  ku k u k= ⋅ ∈\  

( ) 1'   '  /  n nu nu u n−= ⋅ ∈`  



 

 

  : جدول مشتقات الدوال الاعتيادية

f    الدالــة'   ملاحظــات  fالدالــة  

a0a∈\       
a    ax b+  

x  1    
nx  1nn x⋅  −*n∈`  

1
x

  2

1
x
−  0x ≠  

x  1
2 x

  0x ;  

ax b
cx d

+
+

  
( ) '
ad bc
cx d

−
+

  dx
c
−

≠  

( )cosx−    sin x  

( )sincos x    x  

( )sina ax b ( )cos ax b+  − +    

( )cosa ax b ( )sin ax b  ++    

( )tan x  ( ) ( )
2

2

11 tan
cos

xπx kπ  
x

+ =
2

≠ +  

( )'af ax b ( )+    f ax b+  
  

  : الــالاشتقاق على مج
  

I. I إذا وفقط إذا آانت قابلة للاشتقاق في آل نقطة من المجال  ، f نقول أن   قابلة للاشتقاق على المجال

[ [0 0 ,  x x αإذا آان حيز تعريف الدالة يحتوي على مجال من نوع   +

] [ [ [ 0    : وآان 0 0 0   ,     ,  fD x x x xα α α= − + = +  

  .0x  قابلة للاشتقاق فيf  :  على اليمين فإننا نقول أن0x قابلة للاشتقاق في fو

( ) ( 0(    : ونكتب 0' 'df x f= x  

 
 
 

  : ةــالمشتقات المتتالي

  
I.  f تكون معرفة على I فإن دالتها المشتقة   ،' f إذا آانت  قابلة للاشتقاق على المجال

( )2f.  f  أو  f  وتكتب I للدالة المشتقة الثانية  ،  فإن دالتها المشتقة تسمى' f وإذا آانت  قابلة للاشتقاق على'"
( ) ( )( ) 1  : وبصفة عامة 'n nf f+ =  

  
  : ةــملاحظ

( )n   .nI مرة على   قابلة للاشتقاق f ،  نقول أن الدالة I وآانت معرفة على fإذا وجدت 
III- ةــة تآلفيــالتقريب المحلي لدالة بدال : 



 

 

)    : الــمث ) ( )31 2f x x= +

( ) ( )2'   3 1 2   2f x x

  

=          : لدينا + ⋅

( )26 1 2

  

      x= +  

)      : إذن )' 0   6f =  

)      : ولدينا )0   1f =  

)      : ولدينا ) ( ) ( ) ( )2 3  1  3 2   3 2   2f x x x x= + + +

  2 31  6   12   8

  

x x x= + + +

 

   

         ( )21  6   12   8x x x x+ +

 

= +  

( ) ( )( ) ( )( )20   ' 0 0   0 12   8f f x x x x= + − + − +

2

0
lim  12   8   0
x

x x
→

  

+    : نلاحظ أن =  

   .0 قريبة من xندما تكون ع  : إذن
12قيمة      : فإن 2x  8x+

  ر صفر
  .    تكون  مهملة 

)بجوا  : إذن )  1  6f x x+�.  

)  : نضع )   1  6x= +

u
u x.  

0 في  fلدالة لالدالة التآلفية المماسة   تسمى الدالة  0x =.  
  : فــخاصية وتعري

)  0x دالة عددية معرفة في مجال مفتوح مرآزه f لتكن )I.  
xتكون  fقاق إذا وفقط إذا وجدت دالة  قابلة للاشتf 0 معرفة على مجال مفتوح مرآزهx   بحيث  I

( )
∀ ∈.  

( )( ) ( ) 2
0       /  ,f x ax b x x x a bϕ= + + − ∈\  

)      : مع )
0

lim 0
x x

xϕ
→

=  

\u  :  بــ  المعرفة علىالدالة 

       
( )
( ) ( )( ) ( )0 0 0'

u x ax b

u x f x x x f x

= +

= − +
  

  .0x في  fللدالة الدالة التآلفية المماسة تسمى 
  : ةــملاحظ

)u هو المماس لــ المنحنى الممثل للدالة  )A0 x.  f في النقطة ذات الأفصول 

IV- ةــمشتقة الدالة العكسي : 
 : مشتقة دالة مرآبة -1

  : تمهيــد

)    : لدينا )( )  
'   

d f x
f x

dx
=

( )

  

           : إذن
( ( )) 

  
d fog x

fog x
dx

′ =  

)  : نضع )g x y=  



 

 

( )( )         : نإذ
 

  
d f y dyfog x

dy dx
′ = ⋅    

         
( ) ( )( ) ( ) 

   
d f y d g x

dy dx
= ⋅  

( ) ( )'   'f y g x= ⋅  

     ( )( ) ( )'   'f g x g x= ×  
      : وبالتالي

( ) ( ) ( )( ) ( )'  '   'fog x f g x g x= ×  

( )( ) ( ) ( ) ( )'  '   'gof x g f x f x= ×  

   : ةــخاصي

I  ، 0xفة على مجال  دالة معرfلتكن  I∈بحي  دالة معرفة على مجال  و g( ) J   ثf I J⊂.  

( )f 0 قابلة للاشتقاق في  g  و0x قابلة للاشتقاق في fإذا آانت   0x y=.  
  .gof0x  قابلة للاشتقاق في   : فإن

)  : ولدينا ( )) ( ) ( ) ( )'  '   'gof x g f x f x= ×  
  

Iقابلة للاشتقاق على   و . fشتقاق على  قابلة للا gJإذا آانت  
gof   .I  قابلة للاشتقاق على   : فإن

))  : ولدينا ) ( ) ( )  ) ( )  ;    '  '   'x I gof x g f x f x= ×

( )

∀ ∈  
  : اتـــتطبيق

  : أحسب مشتقة الدوال التالية

1-  cos 2
2

f x x π⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )

  

;       : لدينا    '  cos' 2   2 '
2 2

x f x x xπ π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + × +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

\∀ ∈  

      2 sin 2
2

x π⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ( ) ( )

  

2-  ( ) ( ) ( )          '   cos'   co 's f x ax b ax bf x ax b ⇒ = − + ⋅ += +  

    ( )  sina ax b= − +  

3-  ( ) ( )g x f ax b= +

( )

  

        ( ) ( )'   '   'g x f ax b ax b= + ⋅ +  

( )   'a f ax b= ⋅ +

( ) ( )
  

4-  f x v x=  

)  : نضع )u x  x=

)      : إذن ) ( )  f x      uov x=



 

 

)    : وبما أن ) 1'   
2

u x
x

=

 

  

)       : و )( ) ( ) ( )'   '   'f x u v x v x= ×

( )

  

( )1   '
2

v x
v x

= ×  

   ( )
( )

'
 

2

v x

v x
=  

  : ةــمشتقة الدالة العكسي

  : تمهيــد

)لتكن  ) f دالة متصلة ورتيبة قطعا على J.      وf I J=.  
Jل من  تقابf  . نحو I  : لدينا

1 f  : ولتكن   .f التقابل العكسي  للدالة −
( )1  ;        x J    : لدينا f o f x x−∀ ∈ =  

1إذا آانت  f قابلة للاشتقاق على I و  f J  . قابلة للاشتقاق على −

)  : فإن ) ( )1  ;      '    1x J f o f x−∀ ∈ =

( )

  

( ) ( )( ) ( )11'  '   '  1f f x f x−−   × =

( )

  

)  : إذن ) ( )
( )( )

1
1

1   ;  '    
'  

x J f x
f f x

−

−
∀ ∈ =  

  : ملاحظـــة

( ) ( )1
0 0 0 0       ;   f y f x y−x = =

( ) ( ) ( )

  

           1
0

0

  1'  
'

f y
f x

− =  

  : خاصيـــة

 دالة متصلة ورتيبة قطعا على مجال I.  fلتكن 
f 0 قابلة للاشتقاق فيx  و  ( )0' 0f x 0x ،   ≠إذا آانت   ∈.  I

( 1 f  الدالة : فإن 0( قابلة للاشتقاق في  − 0y f x=

( ) ( )

.  

)   : ولدينا )  1
0

0

1'    
'

f y
f x

− =  

I ، Iفي  بحيث دالتها المشتقة لا تنعدم f إذا آانت   قابلة للاشتقاق على
( )'f 1fفإن الدالة العكسية  I  :  قابلة للاشتقاق على− J=.  

  :  لديناI  من  xولكل 

     ( )  ( )
( )( )

1
1

1'    
'  

f x
f f x

−
−

=

n

  

  : اتـــتطبيق

  .شتقة دالة الجذر من الدرجة   م: 1



 

 

( ) nf x    :  بــ\+ x=  

        

f  نعتبر الدالة  المعرفة على

( )1 nf x x− =  

)      : و ) 1'    nf x n x −=

( )
( )( )

  

)       : ولدينا )  1
1

1'    
'  

f x
f f x

−
−

=  

    
( ) 1

1 
 

n
nn x

−=  

)    : إذن ) 1
1'   

 
n

nn
x

n x
= −  

  : ةــملاحظ

( ) 11

1'   

 

n
n

n

x

n x

  −=
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

    
1 1 1

1
1 1 1       

 

n
n n

n
n

x x
n nn x

−
−

−= = ⋅ =  

  : ةـــخلاص

( )
1 1 11'   '     n n nx x x

n
−⎛ ⎞

= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  : الـــمث
  1-  ( )f  x x=  

 
1
2 x=

( )

  
1

* 21   ;    '     
2

x f x x
−

+ = ⋅\∀ ∈  

           1
2

1 1   
2 2 xx

( )

= =  

2-  
1

3 3   f x x= =

( )

x  

1 21* 3 31 1   ;    '         
3 3

x f x x x
−

−

+ = =\∀ ∈  

2 3 2
3

1 1  
3 3 

  
xx

= =

*r∀ ∈_

  

  : اجـــاستنت

a-            

             ( )* 1    '    r rx x r x+∀ ∈ =\  −



 

 

I  .   f دالة قابلة للاشتقاق على b-  لتكن
x من I،   ( ) 0;r f x  ولكل   و∈_.  

       ( ) ( ) ( )1'      'r rf r f x f x−= ×

( ) ( )

  
  : ةـــــلأمث

  1-    
223 1f x x= +

  ( )

  
2

2 31x= +

( )

  

( ) ( )
2 12 32'    1   2

3
x x x

−
= + ⋅

( )

f  

  1
2 3

4   
3 1

x

x +

( )

=  

  

2-  ( )2
2f x x= −

( )

  

( )* 1  ;    '   2 2   
2 

x f x x+ = − ×\∀ ∈  

       

x

 2 x
x
−

( )

=  

3-  21      1f x x x x= + + + +

( )

  

   
2

2   1'   1  
2 1

xf x +
= +

x x+ +

( )

  

4-  2   1
2 1
xf x x
x
+

=
−

( )

  

          

( )2
2

3      
2 11'   2     

2 1 12
2 1

xxf x x x
x x

x

−
−+

= +
− +

−

  

)  تدآير                           ) ''   
2 

uu
u

=

              

    

                      
( )2'   ax b ad bc

cx d cx d
+ −⎛ ⎞ =⎜ ⎟+⎝ ⎠ +

  



 دراســـة الــــــدوال 
  

I- أنــشـطــــة :  
 

[ [2, ∞+   العددية المعرفة علىالدالة fلتكن  -1

( )
  

2f   3    1   2  : بــ x x x x  = − + − +

( )fم.م. في المستوى المنسوب إلى م .( ) , هــو المنحنى الممثل للدالة  ,O i j
G G

) ب )2f

.  A f

( )lim
x

f x
→+∞

       وأحس -1 

( (    : أحسب    -أ -2 ( )
2

2

 2
lim  

  2x
x

f x f
x→

−
−;

)ب  )'

 .   ثـم اعط تأويلا هندسيا للنتيجة المحصل عليها

f  أحس-ب x لكل xمن   ] [2,+∞

( )

  . ،   واعـط جدول تغيراتها

   : بين أن -3
5lim    2     0
2x

f x x
→+∞

⎛ ⎞  − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  .وأول النتيجة هندسيا
 

  : الجـــواب
1-          ( ) 22   2  1  2   3 2  2f = − + − × +

 

 

      2  1  4  6  2= − + − +
1

( )

  
      =  

  
2lim    lim    1    3   2f x x x x

→+∞ →+∞x x
= − + − +

   1  x

  

lim            : لدينا
x→+∞

  − = +∞      

2        : و 2lim    3   2   lim  
x x

x x x
→+∞ →+∞

− + =  

  = +∞  
( lim(               : ومنه    

x
f x

→+∞
= +∞  

  
( ) ( )

       -أ -2
2

2 2
2 2

  2  1  3 2  1lim    lim  
  2   2x x

x x

f x f x x x
x x→ →

− − + − + −
=

− −; ;

 

 
2

2
2

 2    3   2 lim  
  2x

x

x x x
x→

− + − +
=

−;

  

        
2

2
2

 3   2 lim   1  
  2x

x

x x
x→

− +
−;

( )

= +    

        
2

22
2

 3   2 lim   1  
  2x

x

x x
x→

− +
= +

−;

  



( ) ( )

  

( ) (
( )

)
22 2

2 2

  2 2  
m    lim   1  

  2   2x x
x x

f x f x x
x x→ →

− − −
= +

− −; ;

1
li  

2
2

 1 lim   1  
 2x

x

x
x→

−
= +

;

  
−

(   ) 1  +∞= +  

= +  ∞
  

  : اجــ استنت
Aعلى اليمين   2في  

( )

f  .يقبل نصف مماس موازي لمحور الأراتيب وموجه نحو الأعلى  

  
2f   3    1   2    : لدينا  - ب x x x x= − + − +

] [ ( )

 

       : إذن
2

2   32,             '   1  
2   3   2

xx f x
x x

−
∀ ∈ +∞ = +

− +

 2x ;

2   3  0x

  

    : وبما أن

−  ;

] [ ( ,2(    : ومنه                    '   0x f+∞ ;x∀ ∈  

f :   جــدول تغيـرات

+∞                                                  2  x  

                    +                             +∞( )'   f x  

( ) +∞  

                                                        1  
f x  

  

)  : ن أنيلنب -3 )  5lim    2     0
2x

f x x
→+∞

⎛ ⎞− − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

( ) 25    : لدينا 5lim    2       lim     1   3 2   2   
2 2

f x x x x x x
→+∞ →+∞

⎛ ⎞− − = − + − + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

       

x x
  

      2 3  lim    3 2     
2x

x x x
→+∞

+ − += −  

         2 3  lim    3 2     
2x

x x x
→+∞

⎛ ⎞= − + − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )

−  

         

2 2

2

9 3   2      3   
4  lim   3 3 2     

2
x

x x x x

x x x
→+∞

⎛ ⎞− + − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

− + + −
=  



      
2

1 
4  lim   

33 2     
2

x
x x x

→+∞

−

⎛ ⎞− + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )

=  

            

1   5 4lim    2         0
2x

f x x
→+∞

−⎛ ⎞− − = =⎜ ⎟ +∞⎝ ⎠

 ( )

  

5lim           : إذن    2      0
2x

f x x
→+∞

⎛ ⎞− − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

   2 5    المستقيم ذو المعادلة: وبالتالي
2

y xfA  بجوار  .  +∞ =    مقارب مائل لــ −

           5
2

2
y x= −  

  
  

          fA
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  : 2 ــنـتمري

fلتكن   :  الدالة المعرفة بــ

( )
2

1  
4   

f x       
x x

=
−

  

D.  1(   حددf

D.  2(  أحسب النهايات عند محداتf

[ من  xبين أن لكل  )3 [ :   0,4

( )
( )

        
2 2

  2'   
4    4   

xf x −

x x x x
=

− −
    

f.   اعط جدول تغيرات
A

 2x
fأنشئ   )4 .

fبين أن المستقيم ذو المعادلة    )A. 5   محور تماثل لــ =

  
  : الجـــواب

 : تحديد مجموعة التعريف )1
      { }   2      /    4     0fD x x x= ∈ −\ ;  

 
 
 
  



+∞−∞                    4                        0                    x  
+            0             − +                    x             

           −          0        +                           +4  x−  

           −          0        +            0             − 24  x x− 

  
] [ 0 ,  4fD =

( )

    : إذن  

2(          
20 0

1lim    lim  
4   x x

f x
x x+ +→ →

=
−

 

=                    +∞

( )

  
  

        
24 4

1lim    lim  
4   x x

f x  
x x+ +→ →

=
−

=                   +∞
)ب  )'

  
x  من ] [ fحسا )3 x 0,4 لكل

   ( )

 :   

( )        
1

2 2
2

1    4   
4   

f x x x
x x

−
= = −

−

   ( )

  

( )        ( )
3

2 21'    4    4  2  
2

x x x x
−

= − − −

( )

f  

                   3
2 2

 2 
4   

x

x x

−
=  

−

( )
                      

( )
2 1

2 22 2

  2 
4     4   

x −

x x x x
=

− × −

( )
( )

  

        : ومنه
2 2

  2'   
4    4   

xf x −

x x x x
=

− −
  

  : جـدول التغيرات -

  4                               2                             0  x  
              −               +                 0             ( )'f x  

  +∞( )                                                     +∞  
  

                                  ½                       

f x  

  
A

y
fإنشاء   )4  .

           
  
  
  
  
  

                          1  
                          ½  

  
           x          4          3        2        1       0  



 

x    : لدينا )5 ;       4   

( )f x  

f fD x D∀ ∈ −

( )
( ) ( )

∈ 

      : ولدينا  
2

1  ;      4   
4 4   4

fx D f x
x x

− =
− − −

( )

∀ ∈  

        
2

1  ;      4   
16  4   16  8   

fx D f x
x x x

− =
− − + −

∀ ∈  

                  
2

1 
4   x x

=
−

  

( ) f                   x
 2x

=  
fومنه المستقيم ذو المعادلة    .A   محور تماثل لــ =

  : رتـذآـيـــ

Aل ــور تماثــمح -1 : 

  

f

)نقول أن المستقيم )D x a= محور تماثل  ( )fA
  ;       2   

  :  إذا وفقط إذا آان
  x f fD a x D∀ ∈ − ∈  

( (    و ( )2     f a x f x− =       
    

               x a=               y

//

            
  

            //    
  

                                   
             

  
                x               x        a        1x  
1    : لدينا    2 x x a+ =

1  2    
  
x a    : إذن x= − 

( ) ( )1   f       x f x=  

( ) ( )2     f a    : ومنه x f x− =  
fA ل ــ تماثـزمرآ -2

( ),

 

Iلتكن  a b
y

( )1

.  
                                
            
                          f x  
                
             I         b
                                   
                                    

  
                x           

                                 1x     a  x  
      1    2 x x a+ =  



( ) (       )1    2 f x f x+ =

1  2    
b  

x            a x= −  

( ) ( )1   2   f       x b f x= −  

( (  : ومنه (2     2   )f a x b f− = − x  
  : خاصيــة

( ),I a b مرآز تماثل لــ  fAتكون النقطة      :  إذا وفقط إذا آان
        ;       2   x f fD a x D∀ ∈ − ∈

   

  

( ) ( ) ;       2     2   fx D f a x b f x− = −∀ ∈  
  
  

  : مـلـخـــص

  : ةــة دالــابـاق ورتــة الاشتقـقابلي -1

  .I دالة قابلة للاشتقاق على fلتكن 
) : إذا آان  لكل     x من I) 0x'ff فإن  = ثابتــة على :  I.  

)إذا آان  لكل     x   ، '(I من  0f x   ). أن تنعدم في عدد منته من النقط f'يمكن لــ   ( ;
  .I تزايدية قطعا على f : فإن  

)إذا آان  لكل     x   ، '(I من  0f x   ). أن تنعدم في عدد منته من النقط f'يمكن لــ   ( ≻
  .I تناقصية قطعا على f : فإن  
  

                         y
  

                                
            
                            
                
                            
                                            
                   

  
                x           

                                      2x     1x1x  
  
  
  

        
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



a- القيــم القصــوى  

0xلتكن   I∈و       I fD⊂  

)نقول أن  )0f x للدالة  قيمة قصوى f على Iإذا وفقط إذا آان  :  

    ( ) ( )0  ;         x I f x f x≤∀ ∈  

]   إذا آانت  ],I a b=0 x      و fقابلة للاشتقاق على  :  I∈

( )0

  

fالعدد  x هو قيمة قصوى للدالة f على Iإذا وفقط إذا آان  :  

    [ [ ( )0 0,     ;     '   0x a x f x ;∀ ∈  

[    و ] ( )0 0,     ;     '   0x x b f x ≺
 

∀ ∈  

)   و )f 0'   x a=  
  

x  b                                0x                            a 
                 −              0             +               ( )'f x  

                                ( )0f x( )                     
  

                                                        

f x  

  

b- اــم الدنيــالقي 

0x I∈    ،  I fD⊂  

)نقول أن  )0f x للدالة  دنيـا قيمة Iإذا وفقط إذا آان   :  f على 

( ) ( 0  ;         )x I f x f≥ x∀ ∈  
  
  : خاصيــة

   ،0xى مجال  قابلة للاشتقاق علf مرآزه Iإذا آانت   
)ن يكو   )f x إذا وفقط إذا آانت الدالة المشتقة مطرافــا  'f 0 تنعدم فيxوتغير إشارتها .  

  
  

 : الــة ونقـط الانعطــافتقعــر منحنـى د -3

  : تعريــف

)  و I قابلة للاشتقاق على مجال f لتكن )fAالمنحنى الممثل لها .  

)نقول أن المنحنى  )A إذا وفقط إذا آان ) ب الموجبة أو تقعر المنحنى موجه نحو الأراتي ( دبـمح ffA فوق  
  .جميع مماساته

)ونقول أن المنحنى  Af إذا وفقط إذا آان رـمقع ( fA  جميع مماساتهتحت .  
  
  

  مقعـــر                  محـدب    
    

  
  

  
  

  : خاصيــة

    .I دالة قابلة للاشتقاق مرتين على fلتكن 

  
  : مطــارف دالــة -2



( )A
"

fو   . المنحنى الممثل لها

I فإن  f إذا آانت   موجبة علىfA
"

  . محدب 

fA مقعــر .  I فإن  f ت إذا آان  سالبة على

0x)  0x في f"إذا انعدمت   I∈  (قطة  وتغير إشارتها  فإن الن( )( )I 0 0  ,  x f x انعطـاف  نقطة.  
  

 B r a n c h e s    i n f i n i e s    ةــيـروع اللانهائــالف -4

  المنحنى الممثل للدالة f.  fAليكن 

)نقول أن  )( ) A يقبل فرعا لانهائيا إذا وفقط إذا آلت  x أو f fx

    ( )
  .∞ إلى 

{ }( )  ,     /      Mf fx f x x D= ∈A  

  
a- المستقيمـات المقاربــة لمنحنـى :  

)    إذا آانت  -1 )
0

l
x x
im    f x

−→
= +∞ ( )     أو  

0

lim    
x x

f x
+→

= +∞ 

( ) ( )0x x= فإن المستقيم   مقارب عمودي لــfA

 

.  

( )lim    
x

f x b
→∞

   إذا آانت  -2 =

)فإن  المستقيم  )y b= مقارب أفقــي  لــ  ( )fA∞

     آانت

  .  بجوار 
  

)إذا -3 ) ( ) ( )0     lim          0
x

a f x a x b
→∞

≠ − + =

   y ax b

  

=المستقيم ذو المعادلةفإن   )لــ + ) ∞fA   مقارب  

  

  .  بجوار 
  

( ) ( )       f xتإذا آان -4 a x b h x= + + ( )m    0
x

h x
→∞

=

y ax b

  li حيث  

=فإن  المستقيم ذو المعادلة    )لــ + ) ∞fAمقارب     

y ax b

  .  بجوار 
  

=المعادلة   يكون المستقيم ذو  -5 )لــ + ) f  :  إذا وفقط إذا آان∞  بجوار A   مقاربا  

( )       lim
x

f x a x b
→∞

− =
( ) lim  و          

x

f x
a

x→∞
=  

( )*   ,      b\ \a )  أو     ∋ ∈) 2 ,    a b ∈ \  
  

b- ةـــاربـات المقــاهــالاتج : 
       (  )lim    

x
f x

→+∞
= ∞  

( ) lim      إذا آانت  -1    
x

f x
x→+∞

 = ∞

)  : فإن )fA+∞   .محور الأراتيب بجوار  يقبل فرعا شلجميا اتجاهه 
  

( )li m      إذا آانت  -2    0
f x

x+∞
=  

)  : فإن )fA∞   . يقبل فرعا شلجميا اتجاهه محور الأفاصيل بجوار
  

( ) lim*    إذا آانت -3     
x

f x
a

x→∞
= ∈ \ 



( m(  : و      f x a xli  − = ∞  

)  : فإن )fAy ax=

y
y ax

  .∞   بجوار يقبل فرعا شلجميا اتجاهه المستقيم ذو المعادلة   
  
  
  

  
  
  

                         
          =  

                   b = +∞                 
            
                            
             b = −∞        
                            
                                            
                   

  
                x           

                                             
  

  : خــلاصــــة

( )lim    
x

f x
→∞

= ∞  

( )lim    
x

f x
a

x→∞
=

  

  
 a 0=      a ∈       

* \   a = ∞

( )lim       

  
  
  

f x a x b− =

 

  

  
  

  
 b = ±∞    b ∈ \     

  
  
  
  
  
  
  
  

  

  
  

  

fA يقبل فرعا شلجميا 
 اتجاهه محور الأفاصيل

∞بجوار 

fA يقبل فرعا شلجميا 
 راتيباتجاهه محور الأ

∞ بجوار 

fAا شلجميا  يقبل فرع
اتجاهه المستقيم  

∞

yالمستقيم   ax b= +  
∞fAمقارب لــ    بجوار 

y ax= بجوار



        
  :1تمرين 

2:   المعرفة بمايلي fنعتبر الدالة العددية  2( ) 1f x x x x    
  .f حيز تعريف الدالة Dأ حدد ­1

lim أحسب ­ب ( )
x

f x


limو  ( )
x

f x


)و  )lim
x

f x
x

  .تم أعط تأويلا هندسيا للنتائج

:  برهن أن–أ .2
2 2

2

( 1 ): '( )
1

x xx f x
x
 

  


  

  .fأعط جدول تغيرات الدالة ­ب
:: أ بين أن­3 ( )x f x x  تم أول هندسيا النتيجة .  
) أنشى ­ب )fC م   في م م( , , )o i j

 
.  

  . يتم تحديدهJ تقبل دالة عكسية معرفة على مجال f بين أن ­أ­4

:1:  بين أن­ب ( )
1 2

xx J f x
x

  


   

)1 أنشى ­ج )
f

C في نفس المعلم .   

  
   :2 تمرين
  :  المعرفة كمايلي fالة نعتبر الد

 fDحدد  )1
  0 في fأدرس اتصال  )2
 . و أول النتائج هندسيا0 اليسار في و علىعلى اليمين   fأدرس قابلية اشتقاق  )3
 fD عند محدات fأحسب نهايات  )4
) ل ةأدرس الفروع اللانهائي )5 )fC 
)'أحسب  )6 )f x لكل x من * تم ضع جدول تغيرات  f علىfD 

: ن برهن أ) أ )7
2

3 5/3

6 20 : ''( )
9( )

xx f x
x x


 


 تم استنتج نقطة إنعطاف ( )fC 

)أرسم  )8 )fC في م م م  , ,o i j


. 

 على f قصور gليكن  )9 ,0I   
   يتم تحديدهJ نحو مجال I   تقابل من gبين أن  )   أ
)1أحسب )ب )g x لكل x J  
)1أنشئ ) ج )

g
C في نفس المعلم    

)1أحسب ) د ) '(2)g .  

 بحيث f نعتبر الدالة  :3تمرين 
2

( ) 1
1

xf x x
x

  


   

  fD عند محدات f و أحسب نهايات fDحدد  )1
)'أحسب  )2 )f x أجل   منx عدد حقيقي  

2: برهن أنه  )3 2:1 (1 ) 1 0x x x      
 fضع جدول تغيرات الدالة  )4




2

3 3

( ) 1 ; 0

( ) 1; 0

f x x x x

f x x x x

   

   

تمارين   
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)برهن أن المعادلة  )5 ) 0f x  تقبل حلا وحيدا   بحيث 
7 2
4

  

) ل ةرس الفروع اللانهائياد )6 )fC 

)  أدرس الوضع النسبي ل )7 )fC و: 2y x   
) مركز تماثل لI(0,1)بين أن  )8 )fC 
)حدد تقاطع  )9 )fC مع ( )Oy 

) و ارسم  I بالنسبة لحدد إحداثيات مماثلة النقطة ذات الأفصول )10 )fC في م م م  , ,o i j


 

2ادلة  عدد حلول المعm رالبار متحدد حسب قيم  )11 2( ) 1 1x m x x x    . 
   :4تمرين 

):    بحيث fلتكن الدالة  ) 3 sin( ) cos( ) 1f x x x    
 على fبرهن أنه تكفي دراسة الدالة ) 1 ,ED     

)لتكن ) 2 ) 3 cos( ) sin( )g x x x  . ارة أدرس إشg على ED  

)أحسب ) 3 )
6

f 
 و 

5( )
6

f 
  

)حدد مماسات ) 4 )fC عند ( , 1)
6

A 
  و 

5( , 1)
6

B 
  

) و تقعر انعطاف نقط EDأدرس في ) 5 )fC  
)حل المعادلة ) 6 ) 0f x   
)أرسم ) 7 )fC على ED في م م م .  

  :5تمرين 
3: ي  المعرفة بمايلfنعتبر الدالة العددية  2 3( ) 2f x x x  و ( )fC منحناها في م م م( , , )o i j

 
.  

lim تم أحسب fDحدد  ­1 ( )
x

f x


  

)حدد المقارب المائل ل  ­2 )fC بجوار   
 . ٬ تم أول النتائج هندسيا0 و عند 2 على يسار f أدرس قابلية اشتقاق الدالة ­أ ­3

 قابلة للاشتقاق على f بين أن ­ب 0,2fD  و أن  :  2

(4 3 )0,2 : '( )
3( ( ))f
x xx D f x

f x


     

  .ا و استنتج مطا رفهfأنشى جدول تغيرات ) ج
) أننشى ­ ­4 )fC  في م م م ( , , )o i j

 
.  

,40 على المجال f قصور الدالة g ليكن ­5
3

I     
  

  . يتم تحديدهJ نحو مجال I تقابل من g بين أن ­أ
1g بين أن ­ب  1 و حدد 1 قابلة للاشتقاق عند( ) '(1)g  تم أكتب معادلة المماس ( ') 1 ل( )

g
C  عند النقطة 

(1,1)A 
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I-تعاريف و خاصيات:  المتتاليات  
     تعريف- 1

  ` من ء جزIليكن                
  \ نحو I               المتتالية العددية هي تطبيق من 

  اصطلاحات     
*    -  :u I →     متتالية عددية\

) عوض nu بواسطة n      يرمز لصورة  )u n .  العددnuية ذا المدل  يسمى حد المتتالnويسمى أيضا الحد العام   .  

)  يرمز للمتتالية بـ      )n n Iu   .u  عوض ∋

        { }/nu n I∈هي مجموعة قيم المتتالية  ( )n n Iu ∈.   

Iآان  ذا     ا-    * = ) فانه يرمز للمتتالية بـ ` ) 0n nu )  أو ≤ )nu  

I*ا آان ذا  = ) فانه يرمز للمتتالية بـ ` ) 1n nu ≥    

}ا آان ذ ا  }0/I n n n= ∈ )الية أيضا بـ  فانه يرمز للمتت`≤ )
0

n n nu
≥

   

   المتتالية المصغورة – المتتالية المكبورة -2    
  تعريف       

)   تكون المتتالية             )n n Iu nnبحيث Mا وجد عدد حقيقي ذا وفقط اذ مكبورة ا∋ I u M∀ ∈ ≤  

)             تكون المتتالية   )n n Iu nnبحيث mا وجد عدد حقيقي ذا وفقط اذ مصغورة ا∋ I u m∀ ∈ ≥  

)              تكون المتتالية  )n n Iu )ا آانتذا وفقط اذ محدودة ا∋ )n n Iu    مكبورة و مصغورة ∋

) ملاحظة     )n n I
u

∈
* محدودة  

nk n I u k+∃ ∈ ∀ ∈ ≤ ⇔\  

  رتابة متتالية     

)                     لتكن )n n Iu } متتالية حيث ∋ }0/I n n n= ∈ ≥`  

             ( )n n Iu 1n تزايدية  متتالية∋ nn I u u+∀ ∈ ≥ ⇔     

             ( )n n Iu 1n متتالية تزايدية  قطعا∋ nn I u u+∀ ∈ ⇔;       

             ( )n n Iu 1n متتالية تناقصية  ∋ nn I u u+∀ ∈ ≤ ⇔    

             ( )n n Iu 1n متتالية تناقصية قطعا ∋ nn I u u+∀ ∈ ⇔≺    

             ( )n n Iu 1n متتالية ثابتة∋ nn I u u+∀ ∈ = ⇔     

   المتتالية الحسابية -3  
   تعريف      

) تكون متتالية              )
0

n n n
u

0 بحيث r عدد حقيقي ا آان يوجدذ حسابية ا≤ 1n nn n u u r+∀ ≥ = +  

  . يسمى أساس المتتالية r العدد            
  الخاصية المميزة  

)             تكون متتالية   )
0

n n n
u

1ا آان ذا وفقط اذ حسابية ا≤ 1
0 2

n n
n
u un n u − ++

∀ =;  

  صيغة الحد العام  



      خاصية  

)ا آان   ذا           )
0

n n nu )  فان r متتالية حسابية  أساسها ≤ )00 0n nn n u u n n r∀ ≥ = + −  

)ا آان   ذ  ا-     ملاحظة   )nu متتالية حسابية  أساسها r 0  فانnn u u nr∀ ∈ = +`  

)ا آان   ذ  ا-                  ) 1n n
u

≥
)  فان r متتالية حسابية  أساسها  )11 1nn u u n r∀ ≥ = + −  

)ا آان   ذ  ا-                  )
0

n n n
u

≥
)  فان rمتتالية حسابية  أساسها   )0 n pn p n u u n p r∀ ≥ ≥ = + −  

  مجموع حدود متتابعة لمتتالية حسابية  

)          لتكن  )
0

n n nu    متتالية حسابية  ≤

1ا آان ذ         ا 1................n p p nS u u u+ −= +          فان       +
( )( )1

2
p n

n
n p u u

S −− +
=  

        n p− هو عدد حدود المجموع   nS  و  pu هو الحد الأول للمجموع nS1    وnu    هو الحد الأخير−

  nS للمجموع         
  ملاحظة  

)ا آان   ذ    ا-                )nu  متتالية حسابية  فان nS مجموع nحدا أولا منها هو   

                                                                    
( )0 1

0 1 1................
2

n
n n

n u u
S u u u −

−
+

= + + =  

)ا آان   ذ    ا-                ) 1n nu    حدا أولا منها هوn مجموع nS متتالية حسابية  فان  ≤

                                                                        
( )1

1 2................ 2
n

n n
n u u

S u u u
+

= + + =  

   المتتالية الهندسية-4 
    تعريف   

)  تكون متتالية   )
0n n nu 0 بحيث qا آان يوجد عدد حقيقي ذ هندسية ا≤ 1n nn n u qu+∀ ≥ =  

  .أساس المتتالية   يسمى q                 العدد 
  الخاصية المميزة  

)تكون متتالية                  )
0n n nu 2ا وفقط ادا آان ذ هندسية ا≤

0 1 1n n nn n u u u+ −∀ = ⋅;  

  صيغة الحد العام   
     خاصية  

)ا آان   ذ     ا )
0n n nu 0 فان qهندسية أساسها  متتالية ≤

00
n n

n nn n u u q −∀ ≥ =  

)ا آان   ذ  ا-      ملاحظة      )nu هندسية أساسها  متتاليةq   0فان
n

nn u u q∀ ∈ =`  

)ا آان   ذ  ا-                     ) 1n n
u

≥
1   فان  q هندسية أساسها  متتالية

11 n
nn u u q −∀ ≥ =  

)ا آان   ذ  ا-                    )
0n n nu 0 فان  q هندسية أساسها  متتالية≤

n p
n pn p n u u q −∀ ≥ ≥ =  

  ية مجموع حدود متتابعة لمتتالية هندس   
)          لتكن  )

0n n nu   1 يخالف qهندسية أساسها  متتالية ≤

1ا آان ذ         ا 1................n p p nS u u u+ −= +   فان  +
1
1

n p

n p
qS u
q

− −
=  − 

  

        n p− هو عدد حدود المجموع   nS  و pu هو الحد الأول للمجموع nS  

  ملاحظة



  
VII- اتـــــيـالـتـتـات المـــايــنه : 

 
 : تـمهـيـــد -1

) نعتبر المتتالية n  المعرفة ( n I
u

∈
)بــ     )  f nn I∀ ∈

f

 nu =    

  .عـدديــة دالة حيث 
 .معنــى لحساب النهاية  منتهية فلا Iإذا آانت  -
) غير منتهية فهنا يمكن حساب نهاية Iإذا آانت  - )nu+∞

  

 . عندما تؤول إلى 

)  : ولدينا )lim   limnn n
u f n

→+∞ →+∞
=  

    : تـذآـيـــر

  ( ) ( ) ( ) ( )lim            0  0  fx
f x A B

→+∞
= +∞ ⇔ ∀ ∃ ∀ ∈; ;

      ( )             B x A f x⇒≺ ≺

      ( )

x D  

    

    ( ) ( )lim            0  
n

f n A N
→+∞

= +∞ ⇔ ∀ ∃ ∈; `

      ( )             N n A f n⇒≺ ≺

  

    

      ( ) ( )lim            0  nn
u A N

→+∞
= +∞ ⇔ ∀ ∃ ∈; `

                        nN n A u⇒≺ ≺

  

  
  

  :أمثـلـــة

  : ة إذا آانت المتتاليــةأحسب نهاية المتتالي

)ا آان   ذ    ا-         )nu هندسية أساسها  متتاليةq فان  1 يخالف nS مجموع nحدا أولا منها هو   

                                                                    0 1 1 0
1................
1

n

n n
qS u u u u
q−

 −
= + + =  − 

  

)ا آان   ذ    ا-        ) 1n n
u

≥
   حدا أولا منها هوn مجموع nSnS    فان  1 يخالف q هندسية أساسها  متتالية

                                                                        1 2 1
1................
1

n

n n
qS u u u u
q

 −
= + + =  − 

 

  حالة خاصة 
)        اذا آانت )

0
n n nu ) فان 1هندسية أساسها  متتالية ≤ )1 1................n p p n pS u u u u n p+ −= + + = −  

 



1(    3  n  1u n= +  

    3lim   lim   1  nu n
→+∞ →+∞n n

= + = +∞

  tan  n Arc n

  

  
2(   u n  =  

    lim   lim   tan      
2nn n

u n Arc n π
→+∞ →+∞

= = +∞ ⋅  

            = +∞  
  

  : مـلاحـظـــة

    ( ) ( )im                0  nu A N= −∞ ⇔ ∀ ∃ ∈; `

            nN n u⇒ −≺ ≺

l  

  A  

    ( )lim                lim    n nn n
u u

→+∞ →+∞
= −∞ ⇔ − = +∞  

  
  

        : تـذآـيـــر

  ( ) ( ) ( ) ( )lim            0  0  fx
f x l B x Dε

→+∞
= ⇔ ∀ ∃ ∀ ∈; ;

( )

  

                  f x lB x ε⇒ −≺ ≺

( )nq

qnq

  

  
  

 ة ـــ : ايـهـن -2

   .  نهاية نــاقش حسب قيم العدد الحقيقي 

≻1   1:  ةـلحالا q

)     : نضع )0    /     1  qα α= +;

( ) 1  nn

  

q    : لدينا  α= +

( )  ;        1        1   nn n

  

α    : بين بالترجع أن α+ ≥ +`∀ ∈  

  

n  : لــمن أج    0=  

)ديل ) ;        1    01     : نا       1  0   1α α+ = + =

01      1  0 

  

)       : إذن )  α α+ ≥ +  

=n   1  : لــمن أج  

)   : لدينا  1    11 )α α+ = +

11    1  

  

)    : إذن )α α+ ≥ +  

2n   : من أجــل   =  



( )2 α   : لدينا   2  1    21 α α+ = + +

21    1  2 

  

)   : إذن )  α α+ ≥ +

1    1   n n

  

)   : نفترض أن )  α α+ ≥ +

( )11    1  1  n n

  

)   : ونبين أن )  α α++ ≥ + +

1    1   n n

  

)    : لدينا )  α α+ ≥ +

  ( ) ( )11    1   1   n n

  

)   : إذن )  α α α++ ≥ + +

         1 21    1        n n n

  

)   : إذن )  α α α α++ ≥ + + +

( )11    1  1    n n n

  

)     : إذن )  α α α++ ≥ + + +

( )11    1  1n n

  

)      : ومنه )  α α++ ≥ + +

( ) ;    1    1   nn n

  

α      : وبالتالي α+ ≥ +`

lim  1       n

∀ ∈  

     : ولدينا
n

 α
→+∞

+ = +∞

( )lim  1      n

n
α

→+∞

  

+               : إذن = +∞

lim      n

n
q

→+∞

  

=                 : ومنه +∞  

  
1q   2:  ةـالحال =

lim     lim  1     n n

n n
q

→+∞ →+∞
             1= =  

  
0 3:  ةـالحال 1q≺ ≺  

1     : لدينا
q

≺1    

1lim      : إذن    
n

n q→+∞

⎛ ⎞
= +∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

1lim          : إذن    nn q→+∞
= +∞

lim    0n

n
q

→+∞

  

  =               : ومنه

  
0q   4:  ةـالحال =

lim    0n

n
q

→+∞
        =  

  
1  5:  ةـالحال 0q− ≺ ≺

      ( )lim    0n

n
q

→+∞

  

−     : لدينا =

( )lim  1     0n n

n
q

→+∞

  

−        : إذن =



lim    0nq
→+∞

        : إذن
n

=  

  
1q     6:  ةـالحال ≤ −

nq   .  غيـر موجــودةنهاية 
  
  : ةــــلاصـخ

    

                                        1  
                1                             1  

lim        
                0                      
                غѧѧير موجѧѧودة          

n

n

q
q

q
→+∞

+
=

=

∞ ≺

    1        q

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪ ≤ −⎩

1 1    q− ≺ ≺

  
  
  : اتـــيقـتطب

)أحسب نهاية  nu  :  في الحالات التالية(

1(    1  2  
1  2

n

nu
⎛ ⎞−

= ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

  

  

2    1    : لدينا       1  2− +≺

2    1        : إذن      1
1  2
−
+

≺

2    1      : لدينا 1  2   1  2  1    
1  2 1  2
− − + +

+ =
+ +

               2     0
1  2

=
+

;

   

  

2  1      : إذن    1
1  2
−

−
+

;

   

  

1        21  1      : ومنه
1  2
−

− +
+

≺ ≺

lim   0nn
u

→+∞

  

  =    : وبالتالي

  
  

2(    2   3  
2   3

n n

n n nu +
=

−
  

          2   3lim   lim  
2   3

n n

n n nn n
u

→+∞ →+∞

+
=

−
  

                 

2  1
3 lim  
2  1
3

n

nn→+∞

⎛ ⎞ +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞

  =
−⎜ ⎟

⎝ ⎠



1   
1

                    1= = −
−

  

  
  ةــاليـتـتـمصاديــق تقــارب م

.  

)  : نعتبر المتتاليات )
0

n n n≥
u،        ( )

0
n n n≥( )

0
n n n

w
≥

Nn N

vو         .  

  
∀   :   حيثإذا وجد عدد صحيح طبيعي  )1 ;

   n n nw≺ ≺

  m   lim   n nu w l

  

     u v   

li : و  = =

lim   nv l

  

  =    : فإن

  
N  :   حيثوجد عدد صحيح طبيعي إذا  )2

              n nn N u v       ∀ ; ≺

m   nu

  

li      : و = +∞

m   nv

  

li      : فإن = +∞

            n nn N u

  

  
3(      v∀ ; ≺

m   nv

 

li      : و = −∞

m   nu

  

=  li      : فإن −∞

N`

  

 : حيث    من إذا وجد  )4

                  n nn N u v; ≺

m   0nv

∀  

li     : و  =  

li     : فإن  m   0nu =  

  
`N : حيث    من إذا وجد  )5

                        n nn N u l v; ≺

m   0nv

∀ −  

li     : و  =  

li     : فإن   m   nu l=  

  
  

`N : حيث    من إذا وجد  )6

                       n
kn N u l
n

; ≺

m   nu l

∀ −  

li     : فإن  =  

  
  : ـعـريـــفت

)نقول أن المتتالية  )nu ةـإذا وفقط إذا آانت لها نهاية منتهي متقاربة  

  . آانت غير متقاربةإذا دةـونقول أنها متبـاع



  
  

  : اتــخاصي

li     وli    آانت إذا  m   nv l=  m   nu l '=  

li   : فإن  m      'n nu v l l+ = +

   lim      'n nu v l l

  

      ⋅ = ⋅

     

  

    ( )im       '   0
'

n

n

u l l
v l

= ≠l  

  
  : مبـرهـنــة

  .آل متتالية متقاربة وموجبة تكون نهايتها موجبة  
  
  

  : مبـرهـنــة

u      ،   آان لكإذا    v   N n≺n n≺
m   'nv l=m   nu l

 
li       وli و      =  

l   : فإن   l   '≺
  

  : مبـرهـنــة

  .آل متتالية تزايدية ومكبورة هــي متتالية متقاربة  
  .ية متقاربةلآل متتالية تناقصية ومصغورة هـي متتا  

  
  : استـنـتــــاج

  .هــي متتالية متقاربة وتناقصية موجبةآل متتالية  -
 .ية متقاربةلهـي متتاتزايدية وسالبة آل متتالية  -

  
 
 
 
 
 
  

  

  

        

                     

)لتكن  :  المتتالية المعرفة بــ(

  

nu
 

[ ]
( )

0

1

   ,  

  ;      n n

u a b

n u f+

⎧ ∈⎪
⎨
∀ ∈ =⎪⎩ ` u

  



         

]    : نلاحظ أن ] ( ) [ ]   ,       ;         ,  x a b f x a b∈∀ ∈    

]  : يعني أن     ]( ) [ ],     ,  f a b a b⊂  

)  : وبما أن )fAيوجد  فوق المنصف .  

]    : فإن     ] ( ),      ;      x a b f x x∀ ∈ ≥  

  
)لنبين بالترجع أن  )nu

0   a u b

  . مكبـورة

0n من أجل  - =     ≤ ≤

   n b a   : نفترض أن u  ≤ ≤

1   na u b+

  

≥    : أنبين ون ≤  

]x من نعلم أن  لكل  ],a،    b ( ) [ ]   ,  f x a b∈

0   b

  

a   : وبما أن u  ≤ ≤  

)  : فإن )   nf u ba ≤ ≤1    n b+≤ ≤

  ;            nn a u b

a إذن     u  :  

∀  : ومنه ∈ ≤ ≤`

( )nu

 :    

  1  

  
    . تزايديــة: ولنبين أن

]لدينا ] ( ),               x a b f x x∀ ∈ ≥

                        nn a

  

u      : و b∀ ∈ ≤ ≤`  

)     : إذن )                      n nn f u ≥`

1                      n nn u +

u∀ ∈  

∀u        : إذن ∈ ≥`

( )nu

  

   .2    تزايديــة : وبالتالي
  

)  : نستنتج أن  2  و 1ومن  )nu

  

  . متقاربــة

)ث  حيlإذن لـهـا نهاية منتهية  ) l=

( )nu

l f  

ـة   :  هــي حــل المعـادلــةيـومنه نها

          ( )      ;           b f x x≤ ≤ =a x  

  



  

)لتكن  nu  :  المتتالية المعرفة بــ(

          
[ ]

( )
0

1

   ,  

  ;      n n

u a b

n u f+

⎧ ∈⎪
⎨
∀ ∈ =⎪⎩ ` u

  

]    : لدينا ] ( ) [ ]   ,       ;         ,  x a b f x a b∈∀ ∈    

)  : يعني أن )                   b a f x ba x  ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤

]      : دينا ] ( ),      ;      x a b f x x∀ ∈ ≤   ول
  
) : نبين بالترجع أنل )nu

0   a u b
  .ورةصغــ م

0n من أجل  - =     ≤ ≤

   n b a   : نفترض أن u  ≤ ≤

1   na u b+

  

≥    : أننبين و ≤  

]x من نعلم أن  لكل  ],a،    b ( ) [ ]   ,  f x a b∈

0   b

  

a   : وبما أن u  ≤ ≤  

)    : فإن )   nf u ba ≤ ≤

1   na u b+

    

≥    : إذن ≤

  ;            nn a u b

  

∀  : ومنه ∈ ≤ ≤`

( )nu

 :    

  1  
  

   .يــةناقص ت : لنبين أن

]لدينا ] ( ),               x a b f x x∀ ∈ ≤

                        nn a

  

u      : و b∀ ∈ ≤ ≤`

     

  

  ( )                      n nn f u u≤`

1                      n nn u +

∀ ∈  

∀u        : إذن ∈ ≤`

( )nu

  

   .2  يــةناقص  ت : وبالتالي



)  : نستنتج أن  2  و 1ومن  )nu

  

  . متقاربــة

)ث  حيlهـا نهاية منتهية إذن لـ ) l=

( )nu

  

l f  

  :  هــي حــل المعـادلــةومنه نهايــة 

        ( )      ;           b f x xa x≤ ≤ =  
  

  : خـلاصــة وخـاصيــة

)إذا آانت  عرفة بالعلامتتالية م ( nuقــة  ( )1   n nu+ =
f

u f   
  I متصلة على مجــال  و 

)  : مـــع )   f I I⊂0 u   و    I   ∈  

)إذا آانت  nu  .  متقاربــة(

)ةالمعـادلــفــإن نهـايتـهــا هـي  حــل    )       ،     x I f x x∈ =  
  
  

  : مثــال

      
0

1

  1
1 ;         1
2n n

u

n u u+

=⎧
⎪
⎨
∀ ∈ = +⎪⎩

`

)

  

 : مثل مبيانيــا الدالة المعرفة بـــ )1

         (  1    1
2

x xf      = +

]   : بين أن )2 ] ( ) [ ]  0 ,  2             ،     0 ,  2x f x∀ ∈ ∈ 

]            : بين أن )3 ] ( )  0 ,  2             ،     x f x x∀ ∈ ≥

( )nu

( )nu

 

    .  مكبــورة: بين أن )4

    . تـزايـديـة: بين أن )5

( )nu  .استنتج نهاية  )6

 
]f  متصلة  وتزايديـة على بما أن  )1 ]0,2. 

]    : فإن ]( ) [ ] [ ]0, 2   1, 2   0, 2f = ⊂

  

  

]  : ومنه ] ( ) [ ]  0 ,  2             ،     0 ,  2x f x ∈∀ ∈  
  

[ ] ( )  0 ,  2             ،     x f x ∀ x  : لنبين )2 ∈ ≥



]على المجال    ]0,2   ، fAيوجد فوق المنصف .  

]    : ومنه   ] ( )  0 ,  2             ،     x f x x∀ ∈ ≥

0=00    2u

  
  
≥    : لدينا  n من أجل  )3 ≤

  2nu
 

≥   0 : لنفترض أن ≤  
]    : بما أن ] ( ) [ ]  0 ,  2             ،     0 ,  2x f x ∈∀ ∈  

)    : فإن )   2nf u0  ≤ ≤

10    2nu +

  
≥    : أي ≤  

]    : ومنه ]  0 ,  2             ،  0    2nx u≤ ≤

( )nu

  

∀ ∈  

   .  مكبــورة : إذن
  

]  : لدينا )4 ] ( ) [ ]  0 ,  2             ،     0 ,  2x f x∀ ∈ ∈ 

)    : و )  f x x≥  

]  :  أنوبما ]            ،     0 ,  2nn u ∈`∀ ∈  

)      : فإن )            ،     n nn f u ≥`

1  n n+ ≥

( )nu

( )nu

u∀ ∈  
u   : ومنه u   
     .  تزايديــة : إذن

  
  : . تزايديــة ومكبورة  بما أن )5

  .فإنها متقاربــة
  : ةونهايتها هــي حــل المعادلـ

      [ ] ( )  0 ,  2   ،               x f x∈ =

( )

x  

  1           1      : لدينا
2

f x x x x= ⇔ + =

    2x

  

        ⇔ =  

]  : وبما أن ]2    0 ,  2∈

  2nu lim   : فإن  =    

  
  : تمـريــن تطبـيـقــي

)لتكن  nu  :  المتتالية المعرفة بــ(

          
0

1

  1
2    3  ;      

 2
n

n
n

u
un u

u+

= −⎧
⎪

⋅ +⎨∀ ∈ =⎪ +⎩
`

f( )

  

  3   2    :  المعرفة بــ أدرس تغيرات الدالة )1
 2

xf x
x

+
=

+
 

)ثم أنشئ  )fAfnu

 :    

)ى للمتتال،  ثم انشئ الحدود الأول في معلم متعامد ممنظم  المنحنى الممثل للدالة  ية  .(

3nn    1             ; أنبين  )2 u∀ ∈ − ≤ ≤`

nu
 

)استنتج رتا )3 )0uبة  .   ،  ( )nuمتقاربة . 



( )nu ية  .حدد نها )4
  

 
 
3nn    1             ;     : ن أنلنبي )1 u∈ − ≤ ≤`

0  1

∀   

0n  من أجل  u : لدينا    ،=  = −  

      01    3u ≤

1  1

− ≤  
  

1n  من أجل  u  : لدينا    ،= =  

−3u    11    : إذن ≤ ≤  

−3nu    1  : نفترض أن ≤ ≤  

3nu    11   : ونبين أن + ≤− ≤  
  

3nu    1      : لدينا ≤

( ) ( )

− ≤  

)    : إذن )1     3nf f u f− ≤ ≤  

)          : إذن )1      3nf u≤ ≤

1             : إذن   3nu +≤ ≤1    

3nu    11            : ومنه + ≤− ≤  

3nu    1             : ليوبالتا ≤− ≤  



                                                          

  صبعبد الرحيم الأ:الأستاذ من اقتراح  

  

)تينلتكن  المتتالي )1تمرين )nuو ( )nvبحيث : 
0

1

2
1 2 n

n
n

u
uu

u+

=


− + =


1و   
1n

n

v
u

=
−

  

)بين أن )1 )nv متتالية حسابية .  
  .n بدلالة nu ثم nvعبر عن ) 2     

  
))2تمرين    )n n

u
):متتالية حيث `∋ )0 1 2 1

10; 1;
2n n nu u u u u+ += = = +      

1n:نضع n nv u u+=   .` منnلكل−
)بين أن ) أ )nvوحدها الأول أساسها وحددهندسية متتالية.  
  .n بدلالة nu ثم nvعبر عن ) ب

 
) )3تمرين )nu 2: حيثهندسيةمتتالية 2u 5 و=

2
27

u =.  

) المتتاليةحدد أساس  )1 )nu.  
2( ( )nv3: متتالية حيثnn nv u n=  .`∗منnلكل −

)بين أن )         أ )nvوحدها الأول أساسها وحددة متتالية حسابي. 
1     :  المجموع nبدلالة احسب)  )       ب 2 3

1 2 33 3 3 .... 3n nS u u u u= + + + + 
                                                                                                          

  

)ية نعتبر المتتالية العدد )4تمرين )nu المعرفة ب  :
0

31 3

1

4 ;
2n n

n

u

u u n
u+

=

 = ∈Ν +

  .    

0nu: بين بالترجع أن  )1 :3  و< 2nn u∀ ∈Ν ≤.   
)بين أن  )2 )nu تزايدية ثم استنتج أنها متقاربة . 
)نعتبر المتتالية العددية  )3 )nv 3: المعرفة ب

2 1;n
n

v n
u

= − ∈Ν 

)بين أن )  أ             )nv1هندسية أساسها  متتالية
2

        

)حدد )ب             )nv ثم ( )nu بدلالة n.   
lim: احسب)ج             nx

u
→+∞

.   

     :  المجموع nبدلالة احسب) د        
3 33

0 1 1

1 1 12 ....
n

S
u u u −

     
 = + + +    
      

  

  
  

 
تمارين

 



  
] الدالة العددية المعرفة على f  لتكن )5تمرين ]2,3I 5:    ب = 2( )

3
xf x
x
+

=
+

.    

):  بين أن )ب          Iعلى fاعط جدول تغيرات )أ)1 )f I I⊂.   

)نعتبر المتتالية العددية  )2 )nu المعرفة ب  :
1

2
5 2 ;

3
n

n
n

u
uu n
u+

=


+ = ∈Ν +

   

: أن بين )أ 2 3nn u∀ ∈Ν ≤ ≤  
) أن بين )ب )nu متتالية تزايدية .  
) استنتج أن)ج )nu متقاربة و حدد نهايتها . 

)نعتبر المتتالية ) 6تمرين )nu 0:  المعرفة ب 1u   و  =
2

1
2 3:
1 3

n
n

n

un u
u+

+
∀ ∈Ν =

+
  

1: بين أن ) أ )1
3: 2 (2 )

1 3
n

n n
n

un u u
u+∀ ∈Ν − = −

+
  

:: بين بالترجع أن ) ب 0 2nn u∀ ∈Ν ≺ ≺  
)بين أن )ج )nu تزايدية ثم استنتج أنها متقاربة .  
3: بين أن ) أ )2 6:

1 3 7
n

n

un
u

∀ ∈Ν
+

≺.   

:6: استنتج أن )         ب 2
7

n

nn u  ∀ ∈Ν −  
 

≺  

lim: احسب )     ج     nn
u

→+∞
. 

  
                                                                                                       

:  ب R+على  الدالة العددية المعرفة f  لتكن)7تمرين
3

( )
1

xf x
x

=
+

 .   

   .R+ نحو R+ تقابل من fبين أن ) أ )1
:: بين أن ) ب ( )x f x x+∀ ∈ ≤R.   
]حدد صورة المجال ) ج     .f بالدالة 0,1[

)لتكن )2 )nu 0:  المتتالية العددية المعرفة ب

1

1
2

( ),n n

u

u f u n+

 =

 = ∈ `

.  

:: تحقق أن   ) أ 0 1nn u∀ ∈Ν ≤ ≤.   
)استنتج أن  ) ب )nu متقاربة ثم احسب lim nx

u
→+∞

.  
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 الــــــدوال  الأصـليـــــة  
 : تعريـــف -1

  
FfI على  دالة أصلية للدالة نقول أن الدالة .   عددية معرفة على  مجال دالة  لتكن I fإذا وفقط إذا آان  :  

F على المجال للاشتقاق دالة قابلة I.  
)  : xI من  ولكل ) ( )'   f x=F x  

  
  : مثــــال

)    لتكن  -1 ) 2     1F x x x= + + 

)    : إذن )'   2   1F x x= +

F ( )   2   1f x x= +

  

f   :  المعرفة بــ هي دالة أصلية للدالة الدالة  : إذن
  

 : حدد دالة أصلية لكل دالة من الدوال التالية -2
a-    ( )   2f x = 

    ( )  2   C   /   C  x= + ∈

 

F x  
  
b-    ( )   f x x=

( )

  

21    
2

F x x C= +  

  
c-    ( ) 3  f x x=

( )

  

41    
4

F x x C= +  

  
d-    ( ) *    /      nf x x n= ∈

( )

 

11   
1

nx
n

+  CF x = +
+

  

 
e-     ( ) { }*    ;      1rf x x r= ∈ − −

( )

 

11   
1

rF x x
r

+   C= +
+
( ) f-      f x x= 

1
2  x=

( )

  
3
22    Cte

3
x= +

( )

F x  

 
g-     ( ) ( )32   1  2 f x x x= +

( )

 

( )421    1   Ct
4

F x x= + + e  

  
11   C

1
ru

r
+ +

+
  '  :ru u⋅   الأصليــة        



 : خـاصيـــة -2

f  . دالة عدديةلتكن 
Ff   :   هــيfI على   فإن مجموعة الدالة الأصلية للدالة I على مجال  دالة أصلية للدالة إذا آانت 

 F λ+  حيث   λ ∈.  

  

  : بـرهــــان

  . عدد حقيقيλ   و FfI على  دالة أصلية للدالة لتكن 
)    : لدينا ) '   '   F F fλ+ = =

  F
  

λ+f  : إذن    .I على   هـي أيضـا دالة أصلية  للدالة 
F    هــيfI على ال الأصلية للدالة و  مجموعة الد: ومنه λ+.  

 : خـاصيـــة -3

  .fI دالة عددية تقبل دالة أصلية على لتكن 
0y0y عنصر حقيقي    و I من ليكن  ∈

Ff
0x.  

   .I على  للدالة توجد دالة أصلية وحيدة 
)    : حيث )0 0  F x y=

  
  : أمـثـلـــة

) f    والتي تحقق الشرطحدد الدالة الأصلية للدالة  )0 0 F x y=.  

1-    ( ) ( )2   1                       1F f x x= = + 

)     : لدينا ) 21        1
2

F x x x C= + + =  

)    : وبما أن )2   1F =  

21      : فإن       1
2

x x C+ + =

2    1C

  

       2   + + =
 3= −

  
   C  : ومنه

  

2-    ( ) ( ) 2

20   0                     
  1

F f x
x

= =
+

  

)     : لدينا )  2  tan    F x Arc x C= +  

)    : وبما أن )0   0F =  
C      : فإن  0=  
)    : إذن )  2  tan  Arc x=F x  

  

3-    ( ) 0                     cos  2 
2

F f x xπ⎛ ⎞ = =

( )

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

)     : لدينا )1  sin  2   
2

F x x C= +  

0     : وبما أن
2

F π⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 0

  

C      : فإن =  



 

( ) 1  sin  2
2

   F x x=

 : خـاصيـــة -4

   .FfI على  دالة أصلية للدالة إذا آانت 
   .I على g دالة أصلية للدالة G   و   

F      دالة أصلية للدال  الدالة: فإن G+f g      .I على +ة  
  
  

 : خـاصيـــة -5

    .أصلية  تقبل دالة Iآل دالة متصلة على مجال 
  

  
  : ملاحـظــة وخـاصيـــة

   λيوجد عدد حقيقي  ،  فإنه FfI على  دالتين أصليتين للدالة G و إذا آانت 
F    : حيث G   λ− =  

  
 : جــدول الــدوال الأصليــة الاعتيـاديـــة -6

fF  ة ــالدال   اتـــلاحظـم  )ة ــالأصلي ( ة ــالدال

1  x C+  

x
C∈

21
2

x C+     
  

nx11
1

nx C
n

+ +
+

    n∈  

rx  11
1

rx C+{ }1∈ − −   +
+r

r  

'11
1

nu C
n

+ +
+

n   ∈   nu u⋅  

'  11
1

ru C+

r
+

+
{ }1∈ − −   ru u⋅r  

2

1
1x +

tan  Arc x C   +    

cos xsin  x C   +    

sin x cos x C− +       

( )cos ax b+  ( )1  sin ax b C
a

+ +0a   ≠  

( )sin ax b+  ( )1 s  co ax b C
a
−

+ +0a   ≠  

( )2
2

1an
cos

x 
2

x kπ π≠ +  1 t
x

+ =tan  x C   +  

  



  : تطبيـقـــــات

f  :  في الحالات التاليةحدد دالة أصلية للدالة 

( ) 1-      
2

2

 1  
 1

xf x
x

−
=

+
  

           
2

2

 1  2 
 1

x
x
+ −
+

=  

   2

 2   
 1x

−
= +

+
  1

( )    2 tan   F x x Arc x =  C    : إذن − +
  

2-    ( ) 3 2    1f x x x= +  

)     : لدينا ) 3 21  2    1
2

f x x x= +  

     ( ) ( )
1

2 31    1  2 
2

x x

( )

= +  

)   : ومنه )
1

2 31 1     112   1  
3

F x x
+

= +
+

1
  

        ( )
4

2 31 3     1
3 4

x += ×  

     ( )
4

2 33    1
8

x

( )

= +  

      : إذن
4

3 23    1
8

F x x= +  

  
3-    ( ) ( ) 2 2   1      3f x x x x= + + +  

         ( ) ( )
1

2 2    3  2   x x x 1= + + +

( )

  

( )
3

2 22      3
3

x x= + +F x  

  

( ) 4-    
3

5

sin  
cos

xf x
x

=  

           ( ) 3
2

1 tan   
cos

x   
x

F x = ⋅

41  tan
4

x=          

  

)    : لدينا  -5 ) ( )223   1  f x x x= +  



( ) ( )
2

2 31    1  2
2

 f x x= +

( )

x  

)        : إذن )
5

2 31 3     1   
2 5

F x x  C= + +

       ( )
5

2 33    1   
10

x C= + +  



 
 تمارين حول الاشتقاق

  1تمرين  
 A - أحسب الدالة المشتقة  'fللدالة f بعد تحديد  fD و'fDفي آل حالة من الحالات التالية :  

  -1     ( )
( )

2

2

2
1

x xf x
x
−

=
+

         2- ( ) 1cos2
sin

−
= x

xxf   3- ( ) ( )3cos 6f x x x= −   4- ( ) 2 4f x x x= −  

     5- ( ) ( )23 2 1f x x= +     6- ( ) 23 2 1f x x= +      

      

] المعرفة على f نعتبر الدالة  [+∞− ) بـ 1; ) 3 1f x x= +

                 

    0 بدالة تالفية بجوار fحدد تقريبا للدالة  -1

33  أعط قيمة مقربة لكل من -2    003,1998,0   و

  

  3تمرين 
حدد مجموعة الدوال الأصلية ومجالات تعريفها لكل دالة من  الدوال  التالية 

    

  

  

1- ( ) 2
2

13 5f x x
x

= + −                    2- ( )
( )3
2 2

1
xf x
x

+
=

+
  

  

3-( ) 3 2f x x= −                          4- ( ) ( )2 2f x x x x= −  

  

5- ( ) ( )2cos 3f x x x= +                   6-( ) ( )3cosf x x=  

  

 7- ( )
1
12
+
+=
x
xxf                              

    4تمرين  

الة عددية معرفة ب                            دf             لتكن
( )
( )

2 2 1
3 2 1

f x x x
f x x x

 = − + ≥
 = − <

                        

            

  

]تقبل دالة أصلية على fبين أن  -1 ]0;2  

] على fحدد مجموعة الدوال الأصلية لـ  -2 ]0;2 

  

  5تمرين 

لتكن

           

f                              دالة عددية معرفة بـ  
( )

( )

2 1sin 0

0 0

f x x x
x

f

 = ≠

 =

      

بين أن 

     

f و أن نهاية 0 قابلة للاشتقاق في 'f ة     غير موجود0  عند  

  6تمرين  
   دالتين عدديتين معرفتين بـF و f                لتكن

                                                                
( )

( )

12 sin cos 0

0 0

f x x x x
x

f

 = − ≠

 =

       

                                                                          
( )

( )

2 1sin 0

0 0

F x x x
x

F

 = ≠

 =

      

  0 غير متصلة في f بين أن   -1     

   علىf دالة أصلية لـ  F  بين أن -2
  7تمرين

         

 

)ددية لمتغير حقيقي حيث  دالة عfنعتبر  ) ( )( )( )1 2 3f x x x x x= + + +

)بين أن المعادلة  )' 0f x    تقبل ثلاث حلول مختلفة في=

1تمرين 

2تمرين 

الأصـليـــــةالــــــدوال &



اللـوغـاريـتـمـيــــة
 

  

I- دالــة اللـوغـاريتــم النبيـــري :  
 

 : تمهيــــد -1

  .I  ،  تقبل دالة أصلية على المجالIأن آل دالة متصلة على مجال نعلم 
)ونعلم ان الدالة الأصلية للدالة   )r{ }

 

x x6على المجال    *
1r   بحيث  \+ Q∈ − :    هي الدالة−

1

    
1

rxx C
r

+⎛ ⎞
+

+⎝ ⎠
6

  الدالة :

⎜ ⎟.  

1x ولدينا
x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
6*   .  إذن هذه الدالة تقبل دالة أصلية\+  متصلة على  

11  : وبما أن  x−=

 1= −

x
    

   r   : فإن

  .فإنه لايمكن استعمال التقنية السابقة لتحديد دالة أصلية لهذه الدالة 
  

 : فـــتعري -2

1x للدالة   دالة الأصليةال
x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
6* \+   على  

( )Log

  ونرمز لها بــدالـة اللـوغـاريتــم النبــري    تسمى  1  والتي تنعدم في  

   .  ln   أو 
  

  : استنتــاج

( ) 1-      ln 1   0=

  ( )

 

2-    * 1  ;      ln'   x x +∀ ∈ =\

*

x

   النبري متصلة على اللوغاريتم  دالة -3 .\+

*دالة اللوغاريتم النبري تزايدية قطعا على   -4
+\

*,x y

. 

5-            +∀ ∈\

  ln   ln           

 

   x y x y= ⇔ =

           ln   ln

  

   x y x y⇔; ;

ln1  0=

  

   : لدينا -6

   
  

الــــــدوال



 

          ln   0x x 1  : إذن ⇔≺ ;

    1        ln   0x x

  

    0 ⇔≺ ≺ ≺  
  
  : تطبيـــق

  :  في الحالات التاليةfحدد مجموعة تعريف الدالة 

( ) ( 1-    ) (  ln 1   ln 3 )f x x x= − + − 

     { }3−      0x /     و;  1  0fD x x= ∈ −\ ;  

}  : إذن } 3x /           و  ≻    1x x\ ;= ∈  

                      ] [  1 ,  3fD =

2-    

  
  

( ) ( )  ln 1f x x= −

 {
 

          }   /  1   0f x= ∈ −\ ;D x  

                     ] [  ,  1∞

( )

= −  

3-      
1

xf x
x

=
−

 

  
  

[    : إذن [ ] [   ,  0   1 ,  fD = −∞ ∪ +∞  
  

   : اتـــخاصي -3

3-1 :    ( )*,    ;      ln   ln   lnx y xy x+∀ ∈ = +\ y  

   : برهــان   

y    : نضع    a=  

)    :   دالة حيثuو     ) ( )  ln ax=u x  

)      : لدينا    ) ( )'    ln'a ax=u x  

         1  a
ax x

( )

= =  

'1    : وبما أن      xln
x

=

ln

  

1x    دالتين أصليتين للدالةx  و u  : فإن   
x

⎛ ⎞
⎜ ⎟  
⎝ ⎠
6

 ( )   ln   x C u  : بحيث C   يوجد عدد حقيقي : إذن    x = +  



 

)    : إذن    ) ( ) ln   ln   ax x Cu x = = +

 :  

  

)نوبما أ    )1   ln   0  Cu a= = +
  a C

  
ln   : فإن     =  
)   : إذن     )  ln   lnx a x= +u a  

  
)    : ومنه    )*,    ;      ln   ln   lnx y xy x y+∀ ∈ = +\  

3-2 :    * 1  ;      ln   lnx x
x+∀ ∈ = −\  

   : برهــان   

x          : الدين    *
+∀ ∈    \

 0  ln1  ln x
x

= =  

1ln   x
x

⎛ ⎞= ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

 1ln   lnx
x

= +  

*    : إذن    1  ;      ln   lnx x
x+∀ ∈ = −\  

  

3-3 :    
*,    ;      ln   ln   lnxx y x y

y+∀ ∈ = −\  

  
3-4 : n∀    *,     ;      ln    lnnx x n x+∈ ∀ ∈ =` \    

   : برهــان   

0n =
0   ln1  0x

من أجل       
        ln  = =

0 ln
  

           x=  

1=
 1 ln

من أجل     n  
         1ln  x x=    

2=
2   ln   ln

من أجل     n  
        ln  x x x= +

2 ln
  

                  x=  
  

ln   : نفترض أن       lnnx n x=  

)    : ونبين أن    )1   1  lnnln x n x+ = +

1   ln   n n

  

ln     : لدينا     x x+x = ×

ln   lnn

  

              x x= +

 ln   lnn x x

  

             = +  



 

                ( )1  lnn x= +

  *,     ;      ln    lnrr x x r x+∀ ∈ ∀ ∈ =_ \

  

,*   :   وبالتالي        ;      ln    lnnn x x n x+∀ ∈ ∀ ∈ =` \
         

  
:   3-5  

   : برهــان   

   pr    : نضع   
q

=

 r y    : و    x=  

     : إذن   
p
qy x=

 q p

  

y    : إذن    x=

  lnq p

  

       ln y x=

 ln    lnp x

  

      q y =  

       ln    lnpy x
q

=  

    : إذن   
       ln    lnrx r x=  

  
   
    : حــالات خــاصـــة   

\*  من xلكل       + :  

           1ln    ln
2

x x=  

           3 1   ln
3

xln x=  

           1   lnxln n x
n

=    

  

( ) lnf x    المعرفة بــfدراسة الدالة  -4 x= 

  : فــة التعريـع  مجمو: 4-1

    ] [ * 0 ,    fD += +∞ = \

  ;      ln 2    ln 2nn n=`
lim  2   n

n→+∞

  
  
  :   النهــايـــات: 4-2

  : تمهيـــد  
  ∀     : لدينا  ∋
      = +∞

2  0;

lim   ln2  
n

n
→+∞

  

   ln   : و  

=    : إذن   +∞  

    : ومنه  



      lim  ln   
x

x
→+∞

= +∞  

    

x  لنحسب -
0

lim  ln
x +→

 

x 1    : نضع
t

=  

      ( )  ( )  0         x t+→ ⇔ → +∞  

         
0 0

1lim  ln   lim  ln
x t

x
t+ +→ →

=

        lim   ln   
t

t
→+∞

  

     = − = −∞  

    : إذن
     

0
lim   ln   
x

x
+→

= −∞  

  
  

  :   الفرعيــن الانهـائييــن: 4-3

li    : دينال  
0

m   ln   
x

x
+→

= −∞  

  .fA  محور الأراتيب مقرب لــ  : إذن  

lim    : ولدينا     ln   
x

x
→+∞

= +∞  

xlnlim  لنحسب  -   
x x→+∞

*

 

u :   بــ\+  الدالة المعرفة على  u  : لتكن   x   ( )    lnx x= −

( ) 1    : لدينا   1'   1    x −u x
x x

= − = 

  
         ( )1   1u =  

)    : إذن )*                           1u x+x∀ ∈      ≥\
)    : إذن )*                           0x u+\ ;

*                     ln   0x x+ −\ ;
 ln

x∀ ∈  

∀x    : إذن ∈  
x     : إذن  x;*x            +∀ ∈  \

     : إذن

 

 lnx x*x ;           +∀ ∈  \

1    : إذن ln   
2

x x≺*x        ;         +∀ ∈  \



ln    : إذن x x2  

 

x x
≺*x         ;          +∀ ∈  \

ln    : إذن 2  x
x

[ [ 0  
x

≺ ≺ ;         1,x +∞

 

∀ ∈  

2lim    : وبما أن    0
x x→+∞

=  

lnlim    : فإن    0
x

x
=

x→+∞
  

lnlim      : إذن    0
x

x
x→+∞

=  

  

) : إذن )  fA

)    : لدينا   )

  . يقبل فرعا شلجميا اتجاهه محور الأفاصيل
  
  

  : ةــالرتاب   : 4-4
* 1    ,                   ln'     0x x

x+ =\ ;∀ ∈  

* متصلة وتزايدية قطعا على  f  الدالة : إذن  
+\.  

* تقابل من f  : إذن  
+\\   .  نحو 

\∋1  : وبما أن  
*

  
1e   \+فإنه يوجد عدد حقيقي وحيد من    =

 2,718e �
  .ln   حيثe  ونرمز له بــ 

      : بحيث  
    
  : fرات ــدول التغيــج  

  

  
  : تقعــــرال   : 4-5

)    : لدينا   ) 2

1  'f x −
=*x    ;  +∀ ∈  

x
\

)    : إذن   )   0x ≺*x ''f    ;  +∀ ∈  \

)  : إذن     )fA

( )

  .مقعـــر 
    

   .1ة ــاس في النقطــة الممــادلـمع   : 4-6

  
'1    : لدينا   1     1

1
ln = =

  
      : إذن

1

lnm    1
1x

xli =
x→ −

  

A   هــي1فـي    معادلة المماس لــ  : إذن  f:  

      
( ) 1 1   0

    1
y x
y x
= − +

= −
  



    

 

    

    

1x       :  نضع  -5  لــبالنسبة  t= −

  

  

     ( )  ( ) 0           1x t→ ⇔ →

  

  

      ( )
0 1

ln 1 lnm    lim    1
1x t

x t
x t→ →

+
li = =

−

  

  

x 1    : نضع   -6  بالنسبة لــ
t

=  

     ( )  (   )  0           x t+→ ⇔ → +∞

  

 lnlim    0
x

x
x→+∞

=   
n

=   

 

0 -8

-7

0
lim   ln   n

x
x x

+→
  

n من أجل =،     2lnlim  nx

x
x→+∞

  

      
2

2 2

ln 1 lnlim       
2x

x x
x x→+∞

=

       1 lnlim      0
2X

X
=

X→+∞
=  

7-بالنسبة لــ

( )
0

1

0
 limlim   ln     lnn

x

n

x
x xx x x

+ +

−

→→
=

 0      =  

: نضعبالنسبة لــ -8



          : إذن
0

1 1lim   ln   lim   ln
tx

x x
t t+ →+∞→

=

 

  

           ln lim  
t

t
t→+∞

0

= −  

                =  
 : مـــتعمي -5

)نعتبر الدالة المعرفة بــ

 

 :  ( ) ( ))  lnf x U x=  

  : fمجموعة تعريف الدالة 
        { }( )   /   0f fD U x= ∈ ;

( )

D x  
  

  : النهايــات

      

( )

( )
( )

0

0

0

lim  ln   

lim            ln
lim    0

x x

x x

x x

U x

U x U x
U x

→

→

→

=⎧ +∞
⎪⎪
⎨= +∞ ⇒

=⎪
⎪⎩

( )

    

              

( )( )
( ) ( )

( )( )
( )

0

0 0

0

lim  ln   

lim    0          lim   ln   0

ln 1  
lim   1

x x

x x x x

x x

U x

U x U x U x

U x
U x

→

+

→ →

→

= −∞

=

 

⇒ =

+
=

⎧
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

( )

    

  

          
( ( ))
( )0 0

ln
lim    1         lim    1

  1x x x x

U x
U x

U x→ →
⇒ =

−

⎧⎪
⎨
⎪⎩

=      

  
  : fة ـالدال ةـمشتق

  .I  قابلة للاشتقاق وموجبة قطعا على U إذا آانت

( ) ( )( ) ( )3
  ;    '   ln'    'x I f x U x U∈ = × x∀      

            ( )
( )
'

 
U x
U x

=  

  
    

)    -1  : مثــال )( ) 2 ln 1f x x= +

( )

  

      2

2'   
1

xf x =
x +

  

  
  2-  ( )   f   lnx x=  

     1طـ  
( )

( )
'

'   
x

f x  =
x



                 1
2x

=  

  
       2طـ

)    : لدينا     )

 

1  ln
2

f x x=

( )

  

              1'   
2

f x
x

=

( )

  

  
3-    ( )24 ln 1f x x= +

        

  

    ( )21  ln 1
4

x= +

( )

  

2    : إذن  

1 2'    
4 1

xf x =
x +

  

              
( )2

 
2 1

x
x

=
+

  

  
  

  : فــتعري

uuقابلة للاشتقاق على دالة    .  ولا تنعدم 

u'الدالة  
u

u.   للدالة  المشتقة اللوغاريتمية  تسمى     على  I

  
  

  : اجــاستنت

)الأصلية لل الدوال )
( )

 دالة  
'

  
u x

x
u x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

)   دوالـهــي ال  6 ) ⎜ ⎟         ln   u x C∈ +\ 6C x  

  
    : ملاحظــة  

        
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

0             ln  

'
                        '   

u x f x u x

u x
f x

u x

⇒ =

⇒ =

;

    
( )

  

  

  
( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( )

0             ln  

' '
                        '     

u x f x u x

u x u x
f x

u x u x

⇒ = −
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⇒ = =
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)  : تــ  إذا آان: إذن ) ( )f   ln  x u=

( )

x  

)      : فإن   )
( )
'

'   
u x

f x
u x

=  

  



( )       2 ln  3 1f x x x= − +

( )

  

       2

2   3    '   
 3   

xf x
1x x

−
⇒ =

− +
  

  : تطبيقــات

  : 1تمريــــن 

  :  في الحالات التاليــةfحدد مجموعة تعريف الدالة 
1-    ( ) ( ) ln 2 1f x x= −

 

  

       { }  /  2 1  0fD x x= ∈ −\ ;  

             

 

1 /    
2

x x⎧ ⎫= ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

\ ;  

                1   ,  
2fD ⎤ ⎡= +∞⎥ ⎢⎦ ⎣

( )

  

  

2-    1  
ln

f x
x

=

      

  

   { }   / ln  و  0  0f x xD x= ∈ ≠\ ;  

          { }1x /     و   ≠  0x x= ∈\ ;

    

  

[     : إذن   [ ] [  0 ,  1   1 ,  fD = ∪ +∞

  

  

3-  ( )f  lnx x=  

      {  fD    }ln 0     وx ≥     /  0x x= ∈\ ;
              { }1x / و       ≤  0x x= ∈\ ;  

             [ [  1 ,  fD = +∞

( )
  

4-    2 1  lnf x x= −

1e

  
  : ملاحظــة    

ln    : لدينــا =  
\a  .  مــن   لكل : إذن

ln   a      a e  =  
ln   : إذن    ae a=  

  
  
}    : لدينــا }* 2   /  1 ln   0fD x x+= ∈ − ≥\

  

  

) : ولدينا )  ( )( )21  ln   1  ln 1  lnx x x− = − +

  ln   0          ln   1  ln
                                 

  

    
1 x x e

x e
− = ⇔ = =

⇔ =
  

  

        

11  ln   0          ln   1  ln
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x x e

x
e

−+ = ⇔ = − =

⇔ =
  

  : مثــال



 
  

        

 

  1  ,  fD e
e
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

 ( )

  

  

5-   ln   1  
ln   1

xf x
x
+

=
−

  

  
  

[      : إذن [1  0 ,     ,  fD e
e

⎤ ⎤= +∞⎥ ⎥⎦ ⎦
∪  

  : 2تمريــــن 

1-    ( )ln   ln 1   ln 6x x+ + =  

      }1x /  }    و     ;−  0x x\ ;fD = ∈    

                   ] [ 0 ,  = +∞  
  

    ( )1  ;               ln(   1 )  ln 6fx D E x x⇔ ⇔ × + =
2      6x x

∀ ∈  

          ⇔ + =
2      6  0x x

  
           ⇔ + − =

 25

  
  

Δ    : لدينا   =
 3

  
1x   : إذن    = −2  2x   =  و  
0x     : وبما أن   ;
}    : فإن   } 2S =  

  
2-    2ln   3 ln    2  0x x− + =  

[    : لدينا   [  0 ,  fD = +∞

 lnX x

  

  =    : نضع  

)    : إذن   ) 2
2       3   2  0E X X⇔ − + =  



 

 9  8  1Δ =    : لدينا   − =  

1x    : إذن   3  1   1
2
−

= 2أ    و=
3  1    2

2
x +

= =

  1

  

ln    : إذن    x ln     2x    أو    = =

x     : إذن   e=     2    أو  x e=  

}    : إذن   }2  ,  S e e=   

  
3-   ( )  3  :   ln   ln    2  0E x x+ − =

 

  

       { }*  /  ln   0fD x x+= ∈ ≥\

        

  

        { }*  /  1x x+= ∈ ≥\  

                  [ [ 1 ,  = +∞  

ln  : نضع     x X= 0X ≥

 2    2  0X X

    حيث   

+   : إذن   − =

 1  8  9

  

Δ    : لدينا   = + =  

3  1    : إذن  
2

  X − +
  3  1  أو  =

2
X − −

=

 1

  

        X 2X    أو  = = −

2  0

  

−  : وبما أن   ≺

 1

  

X    : فإن   =  

ln    : إذن     1x =  

      ln   1x =  

ex     : أي   =  

}    : إذن   } S e=  
  : 3تمريــــن 

  : لنحسب النهايــات

1-    
( )2ln 1

 
x
lim

x
x→+∞

+

  

    

    

2 2
2 2

1 1ln  1 ln   ln 1
lim      lim  
x x

x x
x x

x x→+∞ →+∞

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠=  

             
2

1ln 1
ln  lim   2   

x

x x
x x→+∞

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠= +

 0

  

               =  



( ) ( )
( )

 

2-       
ln 1 1lim

ln 1
lim         

1x x

x x
x x

x
x →+→+∞ ∞

+ +
⋅

+
+

=

 1X x

  

=    : نضع   +

( )
  

      : إذن  
ln 1 lnlim      lim    0

1x X

x X
x X→+∞ →+∞

+
= =

+
  

1lim                    : و      1
x

x
x→+∞

+
=  

)             : إذن   )ln 1
lim    0
x

x
x→+∞

+
=  

  

 :  3-     ( )
0

2

0

2l  lim   ln    im   ln
xx

x x x x
+ +→→

=  

          ( )22

0
  lim   ln

x
x x

+→
=  

       ( )22

0
  lim  2   ln

x
x x

+→
=  

        ( )2

0
  lim  4  ln

x
x x

+→

 0

=  

                  =  

        

      

 :  4-   n∈  ،  `(( ) )0 0
 lim   lim   ln  n  ln

x

nnn n

x
x xx x

++→ →
=  

n     : نضع     x X=  

)    : إذن     ) ( )
0

lim   ln       ln nn n

x
x x n X X

+→
=

 0

  

                  =  
  : مثـــال

3  : لنحسب

0
lim   ln
x

x x
+→

  

X    : نضع 3 x=

3 

  

x    : إذن X=
3 3

0 0
lim    ln     lim    ln
x X

  

3      : لدينا 3x x X
+ +→ →

=

     

X  

        ( )33 3

0
  lim    3 ln

X
X X

+→

      ( )3

0
  lim   27  ln

X

=  

      X X
+→

=  
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    ( )2lim   ln 1
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x x
→−∞
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)        :  1طـ   ) ( )2
2

ln 1
lim      ln 1     lim   1  
x x

x
x x

x→−∞ →−∞

⎛ ⎞+
⎜ ⎟+ + = +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                  

  

              ( )xln
  lim    1  2 

x
x

x→−∞

−⎛ ⎞
= −⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

  

)x   : نضع   ) t− =             
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  lim    1  2 
x

t
t

t→−∞

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠

  ∞

  

                      = −     

  

)              : 2طـ )2 2
2
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x x

x x x x
x→−∞ →−∞
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      ( )
2

ln 1  lim    1  2   ln 1
x

x
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−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠
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                       = −     
  : 4تمريــــن 

  : تذآيـــر

) لكل   ) x  من *
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      ( )
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U x

f x U x f x
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    : 2طـ
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=
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=    : ومنه   \

( )

  

      : ولدينا  
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  : 5تمريــــن 
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    : ومنه  
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)هــي معادلــة ديكارتيــة للممــاس للمنحنى      )A 1 ذات الأفصول.   A فــي النقطة f
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aللأســاس دالــة اللـوغـاريتــم                     

a
{

  :  
  : عريــــفت

  .1  عددا حقيقيا موجبا قطعا ومخالفا للعدد لتكن 
    }*  1 a +∈ −\  

  lnالدالة   
ln

xx
a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

6aloga

( )

  .ونرمز لها بــ  .   اســم للأســاريتـوغـة اللـدال   تسمى  

xlnlog    : أي أن   
lna x

a
=  

  : مثـــال

1-       ( )2
lng   
ln 2

xlo x =

( )

  

2-    lnlog     ln
lne

xx x
e

= =

( )

  

3-      10
lnlog   
ln10

xx =  

  : ملاحظـــة
   (  )g   1a a =lo  
  : خاصيــات

\  من  وxل لك -1

( )
 : y*

+

( ) ( )g   log   loga alo axy x= + y  

( ) (g   log   loga a a
x )lo x y
y

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

    ( )1g    loga alo
x

⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  x

x لكل  -2 :   من*
+\

n`
r_

   ، من ولكل 
   ، من ولكل 



( ) (       )g    logn
a alo x n x=  

       ( ) ( )log    logr
a ax r x=

loga

a

  
  

    ةــــة الدالــدراس

)لتكن  ) (

 

fالدالة المعرفة بــ   :  )  loga af x x=  

  : مجموعة التعريــف
      ] [  0 , aD = +∞  

  
  : النهـايـــات

1a    : 1الحالـة  ;
( )lim  log   ax
x

→+∞
= +∞  

( )
0

lim  log   a
x

x
+→

= −∞
  

0  : 2 لـةالحا 1a≺ ≺  
          

( )lim  log   ax
x

→+∞
= −∞

  
( )

0
lim  log   a
x

x
+→

= +∞
  

  
  
  
  

  : راتـــالتغي

*   مــن x لكل
+\

 ( )      ( )  ln 1log '   '   
ln  lna

xx
a x a

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

 

 
 



 

( )     : لدينا
0

lim  log   ax
x

+→
= +∞

 :  0x

  

)إذن )ـارب لــ   مقـ=( )fA.  

)    : ولدينا )log ln 1lim    lim    0
ln

a

x x

x x
x x a→+∞ →+∞

= ⋅ =  

) إذن ) :  + A يقبل فرعا شلجميا اتجاهه محور الأفاصيل بجوار f∞.  
  
 

 : يــل المبيانــالتمثي

  
  : حالــة خاصــة    

10a  إذا آانت  =
10loglog   .   ونرمز لها بــدالـة اللوغــاريتــم العشــري،    تسمى  فإن الدالة  

  
  : اجــاستنت

1-   lo   10g   1=
2-    

10
                    log   xx x∀ ∈ =\  

3-    ( )*,   ;    log   log   logx y xy x+ = +\ y∀ ∈  

4-    log   log   logx x y
y

= −  

  

  : ملاحظــة
   *   ;   x y+  ∀ ∈ ∀ ∈\ \

log             10yx y x= ⇔ =

  
 

 
  : ةــائيـروع اللانهــالف



 
 تمارين حول الدوال اللوغاريتمية

     

 

    1 تمرين 

  حدد -1 

               

( ) ( )( ) 32

00
lim ln 1 ; lim lnlim sin ln
x xx

x x x xx x
++ →−∞ →→

+ +
  

   

) أدرس قابلية الاشتقاق  و حدد -2 )'f x   

           

             
( ) ( )( ) 2

ln 2 1 (ln (
1 (ln )

f x x x axf x b
x

= − +=
−

  
  

   المعادلتين  \ل في  ح-3

         

         

 
( ) ( )( ) ( )

3 2

2 4
ln 2 ln 3ln 0 (32 3 (

2
x x x aLog x Log x b − + =+ + + =

  

   2تمرين   

  

fحدد مجموعة تعريف الدالة 

    

 في الحالات التالية

( ) 3 (
1 ln
xf x a
x

=
−

  

    

(b  ( ) ( )2ln 2 3f x x x= − +    ( ) ( )ln ln (f x x c=    (d( ) ( )21 lnf x x= −
  

تمرين3

  

 

         

 المعادلات\ حل في -1

                     

( ) ( )( )( ) ln 2 3 ln 1 ln3ln 2 3 1 ln3 x xx x − + + =− + =
 

( ) ( ) ln 2 3 ln 1 ln32ln 2 1 3ln 1 0 x xx x − + + =
− − − =

  

        

   المتراجحات               \ في حل -2

            

           

( )2 2ln 3 2 0 ln 0
1

xx x
x
+ − + + ≥  − 

;    , ln 1 ln 3 5x x+ − +≺  

       

) المعادلة                \ حل في -3 )2 4 4
1 2 5 2
2

Log x Log x Log= + + +  

      

 النظمة                                \2 حل في -4

3
2

3ln
2

x yLog e Log e

xy

 + =

 =


  

 
 
 

   
4تمرين
  

               أحسب النهايات التاليات

    
2

*
20

2lim (ln ) ; lim ln
3

n
x x

x xx x n
x+→ →−∞

−
∈

+
`  ( )2 3lim ln lim ln

x x

xx x x
x→+∞ →+∞

− −  
 

  

          
( )2ln 2

lim
2x

x

x→+∞

+

+
                  

  5تمرين    
   في الحالات التاليةfحدد مشتقة الدالة              

         ( ) ( ) ( ) 3ln 1 ln ( ; ln (
4
xf x x b f x a
x

+
= − =

−
     

( )

( )

1 ln 0
(1 ln

1 0

xf x x
cx

f x x x

+ = −
 = − ≤

;
  

  
      6تمرين

     
) المعرفة بـ  f نعتبر الدالة  ) ln 1f x x= −  

    
)  أحسب fD حدد -1 ) ( )

1
lim ; lim
x x

f x f x
→+∞ →

  

    
) أحسب -2 )'f x لكل x من { }0fD    fتغيرات الدالة    و أعط جدول −

    
  هندسيا   و أول النتيجة 0 على يمين f أدرس اشتقاق  -3

    
  fC أدرس الفروع اللانهائية لـ -4

    
   Aالمماس عند النقطة    تحديد إحداثيتيها و أحسب معادلة A بقبل نقطة انعطاف  fC بين أن -5

     
   و محور الأفاصيل التي تختلف عن الأصلfCطع المنحنى  حدد نقطة تقا-6

  
ln        نأخذ  fC أنشئ  -7    2 0,7�      



 

 

  
I- تمهيـــــــد : 

  
3  : المعادلة حل في  -1 0x + = 

3x  : لدينا = − ∉  

S  : إذن =∅ .  

}  : حل هذه المعادلة هو وفي  }3S = −.  
  

2  : المعادلة حل في  -2 1 0x − = 

1  : لدينا
2

x = ∉  

S  : إذن =∅  

1  : الحل هو وفي 
2

S ⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

  

2  : المعادلة حل في  -3 2 0x − = 

2x  : لدينا = 2x    أو    − =  

S  : إذن =∅  

}  : الحل هو وفي  }2, 2S = −  

2  : المعادلة حل في  -4 1 0x + = 

2  : لدينا 1x = −  

S  : إذن =∅ 

2  : في البداية آتب حل المعادلة 1 0x + =  

}  : على شكل }1, 1S = − − −  

  .iالرمز   Eulerه التناقضات وضع الرياضي   ولتفادي هذ

2   : للتعبير عن العدد غير الحقيقي الذي يحقق 1i = −.  
}  : الحل هو فأصبح في   },S i i= −  

  
لوضع  Gauchy   و   Gaussوبعده جاء العالمان الرياضيان  

  
3المعادلة حل في -5 15 4x x= في البداية وضع الرياضي بومبلي العدد الغير  +

3عادي 32 121 2 121 4− − + + −   بين ذلك ؟  حل لهده المعادلة 4وبدلك بين أن  =
II - اتـــــيـعموم : 

 : فـيتعر -1

  : وتحقق ما يلي تتضمن  توجد مجموعة 
2ويحقق    iتحتوي على عنصر غير حقيقي  المجموعة  -1 1i = − .  
a   : يكتب على شكل وحيد آل عنصر من  -2 ib+    حيثa∈     وb∈. 
 .اتولهما نفس الخاصي مزودة بعمليتي الجمع والضرب تمددان نفس العمليتين في  المجموعة  -3
  

العقدية     الأعداد 



 

 

 : اتـف ومصطلحـتعاري -2

 .مجموعة الأعداد العقدية هي المجموعة  -1
}  : حيث }   /   ;  a ib a b= + ∈ ∈    

  
 : الشكل الجبري لعدد عقدي -2

  .عددا عقديا zليكن 
zالكتابة   a ib=   .zالشكل الجبري للعدد العقدي تسمى    ∋a∈  ;  bحيث    +

  
 : الجزء التخيلي –الجزء الحقيقي  -3

zعددا عقديا حيث   z ليكن a ib= +     ،b∈    ،a∈  
  .zللعدد العقدي الجزء الحقيقي  يسمى    aالعدد 
)  : ونكتب رمزه آالتالي   )ea z= ℜ  

  
  .zللعدد العقدي الجزء التخيلي  يسمى   bوالعدد 

)    : ونرمز له بــ   )b Im z=  
  استنتــاج 

( ) ( )    ;           Imz z e z i z= ℜ +∀ ∈  
        

 : نــتساوي عددين عقديي -4

  .2zو    1zنعتبر العددين 
)  : حيث ) 2,a b 1z  و    ∋ a ib= +  

)  و   ) 2,c d 2z  و    ∋ c id= +  
     b d=     1   و 2           z z a c= ⇔ =  

  استنتــاج 

( ) ( )
( ) ( )

1 2
1 2

1 2

    
         

Im     Im
  

e z e z
z z

z z

ℜ = ℜ
= ⇔

=

⎧⎪
⎨
⎪⎩

  

  
 :   العمليات في -5

a- الجمــع : 

  : عملية عملية الجمع في 
)      : تبادلية � ) 2

1 2 + 1 2 2 1,           z z z z z z∀ ∈ + = + 
 .تجميعية  �
 .لكل عنصر مقابل �
 . 0العنصر المحايد هو   �
  

b- ربــالض : 

  : عملية عملية الضرب في 
       : تبادلية �
 .تجميعية  �
 .لكل عنصر مقابل �
 . 1العنصر المحايد هو �
 

  



 

 

c - دمــدي غير منعمقلوب عدد عق : 

      : ليكن
( ) 2

0   ;      
,   

z z a ib
a b
≠ = +⎧⎪

⎨ ∈⎪⎩
  

1        : لدينا 1  
z a ib

=
−

  

      
( ) ( )

   
 

a ib
a ib a ib

+
=

− +
  

     
( )22

  a ib
a ib

−
=

−
  

       2 2

  
 

a ib
a b

−
=

+
  

   2 2 2 2      a bi
a b a b

−
= +

+ +
  

  : مثــال

  : الأعداد العقدية التالية أآتب على الشكل الجبري

1-  1 2
3

i
i

+
+

  

        ( ) ( )
( ) ( )
1 2  31 2   

3 3  3
i ii

i i i
+ −+

=
+ + −

    

     
2

2

3  6     2 
9  
i i i

i
+ − −

=
−

  

5  5 
10

i+
=  

    1 1   
2 2

i= +  

2-  2
1 2

i
i

−
+

  

  : 1طـ 

   ( ) ( )2  1 22  2  2  4         
1  2 1  4 5

i ii i i i
i

− −− − − −
= = = −

+ +
  

  : 2طـ 

    
( )2

2  2  2  1          
1  2    2  2  1

i i i i i
i i i i i i

− − −
= = = = = −

+ − + − −
  

 
 : ديــالتمثيل الهندسي لعدد عق -3

 Affixe d’un point صورة عدد عقدي لحق نقطة  -1

)المستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم    )1 2, ,O e e.  
    : نعتبر التطبيق  



 

 

          ( )
:                

        ,
f P

z a ib M a b
→

= + →
  

  .Pنحو    من  تقابـل  fالتطبيق 
  

  : تعريــف

)النقطة      ),M a b   صورة العدد العقدي  تسمىz a ib= + .  

zوالعدد العقدي       a ib= )حيث    + ) 2,a b )لحق النقطة  يسمى    ∋ ),M a b.  

)    ويكتب      )aff M z=  
  
  

 : ةــلحق متجه -2

  .2Vنحو المستوى المتجهي    المعرف من من  gنعتبر تطبيق 

        
( )
2 :                

        ,
g V

z a ib u a b
→

= + →
  

  .2Vنحو    من تقابل g : لدينا
  

a- تعريــف : 

)المتجهة  ),u a b    صورة العدد العقدي  تسمىz a ib= +   ،  

zوالعدد العقدي      a ib= )حيث   + ) 2,a b   . uلحق المتجهـة  يسمى    ∋

)   : ونكتـب     )aff u z=  
 

  
b- نـلحق مجموع متجهتي : 

)نعتبر المتجهتين   ),u a b     ،( ),v c d.  

)    : لدينا )    aff u a ib= +  

)    : و )    aff v c id= +  

  

)      : لدينا ) ( ) ( )    aff u v a c b d+ = + + +  

         ( ) ( )   a ib c id= + + +  

( ) ( )   aff u aff v= +  

    : وبالتالي



 

 

      ( ) ( ) ( )    aff u v aff u aff v+ = +  
  

  
c -  جداء المتجهة في عدد حقيقـيلحق : 

) نعتبر المتجهة  ),u a b       وλ∈.  

)هما     uλإحداثيتي    : لدينا ),a bλ λ.  

)      : إذن )     aff u a i bλ λ λ= +  

                  ( )   a ibλ= +  

 ( )   aff uλ=  
    : وبالتالي

( ) ( )   aff u aff uλ λ=  
  
  
d-  لحق المتجهة AB : 

)    : لتكن )     A Aaff A x i y= +  

)    : و )     B Baff B x i y= +  

)      : لدينا     ) ( )    aff AB aff OA OB= − +  

   ( ) ( )   aff OA aff OB= − +  

  ( ) ( )   aff OA aff OB= − +   

                  A A B Bx i y x i y= − + + +  

( ) ( )    B A B Ax x i y y= − + −  

) : وبالتالي ) ( ) ( )    aff AB aff B aff A= −  

  

      
e - ةـلحق منتصف قطع : 

  .على التوالي   Bzو   Azنقطتان لحقاهما    Bو    Aلتكن 
]منتصف القطعة   Iو  ]AB    لحقهاIz.  

AI       : لدينا IB=  

)    : إذن ) ( )  aff AI aff IB=  

I         : إذن A B Iz z z z− = −  

   2     I A Bz z z= +  
  : ومنه

     
2

A B
I

z zz +
=      

      



 

 

  : ةــخاصي    

]لحق منتصف قطعة     ]AB     هـــو   
2

A B
I

z zz +
= .  

  
  استقامية ثلاث نقط

  . Czو   Bzو   Az  : ثلاث نقط من المستوى العقدي ألحاقها على التوالي  Cو  Bو Aلتكن 
  .ثلاث نقط  مستقيمية  Cو  Bو A  : لدينا

( )       /      AC ABα α⇔ ∃ ∈ =  

      ( ) ( ) ( )       /      aff AC aff ABα α⇔ ∃ ∈ =  

          ( )       /      C A

B A

z z
z z

α α−
⇔ ∃ ∈ =

−
  

                 C A

B A

z z
z z
−

⇔ ∈
−

  

  
   : ةــخلاصة وخاصي

Aحيث     على التوالي   Czو   Bzو   Azثلاث نقط ألحاقها    Cو  Bو Aلتكن  Bz z≠.  

Cمستقيمية إذا وفق إذا آان العدد    A  ،B  ،Cتكون النقط       A

B A

z z
z z
−
−

  .حقيقيــا    

  

  : اتـــتطبيق

1Az  : على التوالي التي ألحاقها  Dو   A  ،B  ،Cأنشئ النقط    -1 i= +      ،3 2Bz i= +   
،2Cz i= −      

2Dzو  i= − .  
  .متوازي الأضلاع  ABCDتحقق أن الرباعي  

                   y  

)      : لدينا )    C Daff DC z z= −  

        2   2i i= − +  

)      : و )    B Aaff AB z z= −  

        3 2   1i i= + − −  

)    : إذن ) ( )  aff AB aff DC=  



 

 

AB       : إذن DC=  

  .وازي الأضلاع مت  ABCD  وبالتالي الرباعي 
1izو     z،    1   : ثلاث نقط  ألحاقها على التوالي هــي  Cو  Bو Aلتكن    -2 +.  

)موعة النقط  مج  E حدد   )B z   من المستوى بحيث تكون النقط  A  ،B  وC   مستقيمية.  
  : الجـــواب

A    1 الحالة B=  

       1A B z= ⇔ =  

A      : إذن E∈  
A    2 الحالة C=  

1iz  1     : لدينا + =  
     0i z =  

0z        : إذن =  
O  : إذن E∈  

B    3 الحالة C=  

z 1       : لدينا iz= +  
)    : إذن )1    1 i z− =  

  1    : إذن
1  

z
i

=
−

  

     1    : إذن
2

iz +
=  

1    : ومنه 1,    
2 2

B E⎛ ⎞ ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  4 الحالة

  .مختلفة مثنى مثنى  Cو  A  ،B النقط 
  .مستقيمية  Cو  A  ،B  : لدينا

         
  

B A

C A

z z
z z

−
⇔ ∈

−
  

    

  1       
 

z
i z
−

⇔ ∈  

  

          
 

i z i
z
−

⇔ ∈
−

  

  
          i i z

z
−

⇔ ∈  

z      : نضع x i y= +  

        ( )     
       

   
i i x iy

x i y
− +

⇔ ∈
+

  



 

 

 ( )   1  
       

   
y i x

x i y
+ −

⇔ ∈
+

  

  
( )( ) ( )

2 2

   1       
       

  
y i x x i y

x y
+ − −

⇔ ∈
+

  

                  
( )( ) ( )2 2

2 2

   1          
       

  
x y x y i x x y

x y
+ − + − −

⇔ ∈
+

  

  

2      : إذن 2      0x x y− − =  

2 21  2      0
2

x x y− + =  

2 21 1 1  2          0
2 4 4

x x y− + − + =  

2
21 1      

2 4
x y⎛ ⎞− + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

1    : إذن 1      ,  0   ;   
2 2

E ⎛ ⎞⎛ ⎞= Ω ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
  

  النقط المتداورة
  خاصية

    d,c,b,aالتي ألحاقها على التوالي هي  D,C,B,Aفي المستوى العقدي نعتبر النقط

d متداورة اذا وفقط اذا آان D,C,B,Aتكون النقط  a d c
b a b c
− −

× ∈
− −

d أو a b c
b a d c
− −

× ∈
− −

  

  ملاحظة و تدآير
  نقطة من المستوى العقدي فانDوABCهي الدائرة المحيطة بالمثلث ℓاذا آانت 

( ) ( ), ,AB AD CB CD π+ ) أو = ) ( ), ,M AB AD CB CD∈ ⇔ =    

  مثال
  متداورة d=1-3iو  i     =   c+1-  و b =2وa =  -2التي ألحاقها على التواليD,C,B,A أثبث أن النقط

III- ديــــقـدد عــق عــمراف : 
 : تعريــف -1

مرافق العدد العقدي   
z a ib

M BAD BCD π

= +

∈ ⇔ + =
)  حيث    ) 2,a b ∈  

z   والمعرف بــ   zهو العدد العقدي الذي يرمز له بــ   a ib= −  
a           : أي i b a i b+ = −  
  

  : ملاحظــات

z    ;   من  zلكل  )1 z=. 
 
z  إذا آانت   )2 a ib= + 

2  : فإن 2    z z a b= +  
)النقطتان  )3 )M z   و  ( )'M z   متماثلتان بالنسبة لمحور الأفاصيل. 



 

 

 : اتـــخاصي              

z  إذا آانت  -1 a ib= )حيث       + ) 2,a b ∈ 
z 2         : فإن z a+ =  
         2  z z i b− =  

  : اجــاستنت
          z∀ ∈  

   ( )    2 z z e z+ = ℜ  

( )    2  Imz z i z− =  
 .عددا عقديا z ليكن -2

         z z z= ⇔ ∈  
  z  0      تخيلي صرف   z z+ = ⇔  
  

 .عددان عقديان  2zو   1zليكن  -3

�        1 2 1 2     z z z z+ = + 

�        1 2 1 2     z z z z× = × 

�    1 1
2

2 2

        /      0z z z
z z

⎛ ⎞
= ≠⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 .من  αولكل   من  zلكل  �
   z zα α=  

  
 .من   nولكل   من  zلكل  -4

( )  nnz z=  
  

5-            1 2 ,   ,  ...   nz z z∀ ∈ 

1 2 1 2   .......       ........ n nz z z z z z⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  
  

1 1
      

n n

k kk k
z zπ π

= =
=  

  
  : تطبيــق

)  : المعادلــة حل في  -1 )1
  2 :      3 

  1
z iE i
i z
+

=
−

  



 

 

{ }    /    1  0D z i z= ∈ − ≠  

1   1  0        i z z
i

− ≠ ⇔ ≠  

          z i⇔ ≠ −  

     z i⇔ ≠  

}  : إذن }   /     D z z i= ∈ ≠  

∀z  : لدينا ∈  

( ) ( )1        2        1  3 E z i i z i⇔ + = −  

      2     3   3 z i z i⇔ + = − −  

            3   5    0z z i⇔ + − =  

z    : نضع x iy= +  

)    : إذن ) ( ) ( )1           3      5   0E x i y x i y i⇔ + + − + =    

       ( ) ( )     3      3   5   0x x i y y⇔ + + − + =  

              ( )   4    5  2   0x i y⇔ + − =  

               4   5  2   0x y⇔ = − =  

                     5 
2

y ⇔0x     و         = =  

  5    : ومنه
2

z i=  

  5    : وعليه
2

S i⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

  

  
)  : المعادلــة حل في  -2 ) 2

2  :      4   5  0E z z+ − = 
z  : نضع x iy= +  

)      : لدينا ) ( ) ( )2
2           4      5  0E x i y x i y⇔ + + − − =  

 2 2     2       4   4    5  0x i x y y x i y⇔ + − + − − =  

      ( ) ( )2 2       4   5    2    4   0x y x i x y y⇔ − + − + − =  

      
( )

2 2    4   5  0
   

2    2   0  
x y x

y x
⎧ − + − =⎪⇔ ⎨

− =⎪⎩
  

    
2 2    4   5  0

   
0     2

x y x
y أو x

⎧ − + − =⎪⇔ ⎨
= =⎪⎩

  

0y   : إذا آانت � = 

2    : فإن  4   5  0x x+ − =  



 

 

2    : إذن  1x = 2  و    
1  6           5x∆ = ⇒ = −  

}  : ومنه }1  5 ;  1S = −  
  

2x  : إذا آانت � = 
4       24      : فإن 2    5    0y− + × − =  

      2   4       8    5    0y⇔ − + − =  

               2        7y⇔ − = −  

           2       7y⇔ =  

  7y = 7y   أو               − =    

}  : ومنه }2   2  7    ;    2  7S i i= − +  

}  : وبالتالي } 5   ;    1   ;    2  7    ;    2  7S i i= − − +  

  
IV- دي ـــقـدد عــار عــمعي    Module d’un nombre complexe 

  
  : عددا عقديا حيث z ليكن

( ) 2      /     ,    z a ib a b= + ∈  
z      : لدينا a i b= −  
2  : إذن 2       0z z a b⋅ = + ≥  
;    : إذن         0z z z∀ ∈ ≥  

  
 : فــتعري -1

zالعدد الحقيقي   z   معيــار العدد العقـدي يسمىz .  
  .zونرمز له بــ   

( ) 2     /     ,    z a ib a b= + ∈  

     2 2      z z z a b= = +  
  
  : ــالأمث

      2    4  1  5i− = + =  

        3  2   9  4   13i+ = + =  

       2  3   4  9   13i− = + =  
   : ملاحظــة

           ;          z z z z∀ ∈ = − =  
      

 : ديــدد عقـار عـالتمثيل الهندسي لمعي -2

)المستوى العقدي منسوب إلى معلم متعامد ممنظم   )1 2, ,O e e.  

)لتكن  ),M a b    صورة العدد العقديz a ib= +.  



 

 

               
                 

2    : لدينا 2   z a b= +  

2  : ولدينا 2   OM a b= +  
z      : إذن OM=  

  
  : خاصيــة

  .u المتجهية وصورته  M عددا عقـديـا صورته z ليكن
z       : لدينا OM u= =  

  
 : ديــقـوى العـن في المستـمسافة نقطتي -3

  .على التوالي   Bzو   Azحقاهما نقطتان ل  Bو  Aلتكن 

)    : لدينا )    B Aaff AB z z= −  

B         : إذن AAB AB z z= = −  

  : خاصيــة

  . Bzو   Azنقطتان لحقاهما   Bو  Aلتكن   

           B AAB AB z z= = −  

  
  

  : تطبيقـــات

A  وB  1     : نقطتان حيث  Az i= 2Bz  3   و      + i= − +    
  AB  : أحسب المسافة

  
B           : لدينا AAB z z= −  

         3 2   1i i= − + − −  

     4    16  1  17i= − + = + =  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



 

 

 : خاصيـــات -4

1-    ;        0          0z z z∀ ∈ = ⇔ = 
  

 : من  zلكل  -2
( )   e z zℜ ≤  

( )Im   z z≤  
  

 : من   2zو   1zلكل  -3

1 2 1 2     z z z z+ ≤ +  
  

 : من   2zو   1zلكل  -4

1 2 1 2      z z z z⋅ = ⋅  
  

 : *من   nولكل   من  zلكل  -5
  nnz z=  
  

 : *من   2zولكل   من   1zلكل  -6

11

2 2

  
zz

z z
=  

  
 : *من   zلكل  -7

1 1  
z z

=  

  

  : قـــتطبي

)مجموعة النقط  حدد )M z  التي لحقهاz يحقق ما يلي :  

1-       z z i= −  

2-     2   z z i= −  
  : الجـــواب

  . iذات اللحق  النقطة A لتكن   -1  : 1-طـ
z                  : إذن   z i OM AM= − ⇔ =  

]هــي واسط القطعــة  Mمجموعة النقط    : إذن   ]OA.  
  

z   : نضع    : 2-طـ x iy= +  

)      : إذن   ) 22                  1z z i x i y x i y= − ⇔ + = + −  

              ( )22 2 2         1x y x y⇔ + = + −  

             2 2       2   1y y y⇔ = − +  

                         2   1y⇔ =  



 

 

                       1     
2

y⇔ =  

z   2     : لدينا    -2 z i= −  
z  : نضع   x iy= +  

)        : إذن   )( )22 2 2    2   1x y x y+ = + −  

          ( )( )22 2 2    4   1x y x y+ = + −  

2      : إذن   2 2 24   4  8   4      0x y y x y+ − + − − =  

        2 23   3  8   4  0x y y+ − + =  

        2 2 8 4        0
3 3

x y y+ − + =  

        2 2 4 16 16 4   2           0
3 9 9 3

x y y+ − ⋅ + − + =  

        
2

2 4 4      
3 9

x y⎛ ⎞+ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  
    

, 0 4هي الدائرة التي مرآزها  Mوبالتالي مجموعة النقط   
3

⎛ ⎞Ω ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2وشعاعها    
3

r =.  

  
V - دمعمـدة عـدد عقــدي غيـر منعـــ.  

L’argument d’un nombre complexe non nul.    

      

 : فـتعري -1

  .zغير المنعدم  صورة العدد العقدي M لتكن

)هو آل قياس الزاوية الموجهة  zالعدد العقدي  عمـدة )1,e OM ونرمز لـه بــ  ،( )arg z.  

  
  : ـةـملاحظ

/  ،   فإن آل عدد يكتب على شكل    zهو عمدة العقدي  θإذا آان  -1     2k kθ π∈ هو أيضا    +
 .zعمدة العدد العقدي 



 

 

)    : ونكتب   )arg     2   /  z k kθ π= + ∈  

)      : أو   ) [ ]arg    2z θ π=  
 .لــه لا عمدة   0العدد  -2
  : ةــلـأمث

 : النقط التي ألحاقها أنشئ  
 4Az =      ، 3Bz = −       ، 3 Cz i=      ،  2 Dz i= −      ،  2  2 Ez i= +                           
Fz 2  2 و    i= − +  

     

  : استنتـــاج
  -      ( ) [ ]  0 2AArg z π=  

  -      ( ) [ ]   2BArg z π π=  

  -              ( ) [ ]   2
2CArg z π π=  

  -            ( ) [ ]   2
2DArg z π π−

=  

  -              ( ) [ ]   2
4EArg z π π=  

  -            ( ) [ ]3   2
4FArg z π π=  

 .دمــدي غير منعـدد عقـل المثلثي لعــالشك -2

  : تمهيــد  

Ez 2  2         : لدينا   i= +  

        2 2 8     
2 2

i
⎛ ⎞

= × +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

               2 2  cos    sin
4 4

iπ π⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

Ez 2  2  للعدد العقدي  الشكـل المثلـثــي   هذه الكتابة تسـمـى  i= +.  
  
  
  



 

 

    : ـف وخاصيــةتعري

)يكتب بكيفية وحيدة على الشكــل      zآل عدد عقدي غير منعدم    )   cos   sinz z θ θ= +  

)  : حيث   ) [ ] arg  2zθ π=  

  .z للعـدد العقـديالشكـل المثلـثــي  وتسمــى هذه الكتابة بــ  
]    : ب آذلكونكت   ]  ,  z r θ=  

)  : حيث   ) [ ] arg  2zθ π≡     و    r z=  

  : مثــال

      3 ,    3 cos    sin
6 6 6

z iπ π π− ⎛ − − ⎞⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
  

              3 cos     sin  
6 6

iπ π⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

cos 3                     : لدينا       sin  
6 6

z iπ π⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

                            3 ,  
6
π⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

  

  . 1عددا عقديا معياره يساوي   zليكن 
]        : حيث ]  1 ,    cos    sinz iθ θ θ= = +  

             cos    sinz iθ θ= −  

          ( ) ( ) cos    siniθ θ= − + −  

                      [ ] 1 ,  θ= −  

  
 : دمـدي غير منعـدد عقـتحديد الشكل المثلثي لع -3

)  ليكن   ) 2,               a b z a i b∈ ↔ = +  

2  : لدينا   2   z a b= +  

2  : إذن   2

2 2 2 2
        

    
a bz a b i

a b a b

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟

+ +⎝ ⎠
  

[من   θليكن    ],  π π−.  



 

 

  : حيث  
2 2

cos   
 

a
a b

θ =
+

  

      
2 2

sin   
 

b
a b

θ =
+

  

      ( )  cos    sinz r iθ θ= +  

r   : حيث   z=  

      [ ] arg   2 zθ π≡  

  : قــتطبي

  : أآتب على الشكل المثلثي الأعداد التالية
1-  1  1   3z i= +  

2z  3  1   : لدينا   = + =  

1  : إذن   3  2     
2 2

z i
⎛ ⎞

= × +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

                                         2 cos     sin 
3 3

iπ π⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

    1   2 ,  
3

z π⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
  

2-  2  3   z i= −  

    2
3 1 2    

2 2
z i

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

              2 cos    sin
6 6

iπ π⎛ − − ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
  

           2  ;   
6
π−⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

  

3-  3  2  2  z i= +  

3  : لدينا    8  2 2z = =  

3  : إذن  
2 2  2 2     

2 2
z i

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

                             2 2  cos     sin  
4 4

iπ π⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

    

       2 2  ; 
4
π⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

  

4-      4  3   z i= − −  



 

 

                        3 12    
2 2

i
⎛ ⎞−

= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

    

        5 2  ,  
6
π−⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

      5 5 2 cos    sin
6 6

iπ π⎛ − − ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
                           

  : اتـــخاصي  

1-  [ ]* 1  ,     arg    arg   2 z z
z

π∀ ∈ ≡ −  

]  : نضع   ] 1 ,  z θ=  

    1 1  
cos    sinz iθ θ

=
+

  

    cos    sin 
1

iθ θ−
=  

   ( ) ( ) cos    siniθ θ= − + −  

       [ ] 1 , θ= −  

]  : إذن   ]* 1  ,     arg    arg   2 z z
z

π∀ ∈ ≡ −  

  : *من  2zو  1zلكل   -2-
    [ ]1 2 1 2arg    arg   arg  2 z z z z π⋅ ≡ +  

  : برهــان  

]  : نضع     ]1  1 ,  z θ=      

      [ ]2  1 ,  z α=  

)             : لدينا     ) ( )1 2   cos    sin  cos    sinz z i iθ θ α α⋅ = + +  

                ( ) ( ) cos  cos   sin  sin    cos  sin   sin  cosiθ α θ α θ α θ α= − + +  

                     ( ) ( ) cos    siniθ α θ α= + + +  

                           [ ] 1 ,  θ α= +  

]  : إذن     ]1 2 1 2arg    arg   arg  2 z z z z π⋅ ≡ +  
  

  : *من  2zو  1zلكل -3

[ ]1
1 2

2

arg    arg   arg  2 z z z
z

π≡ −  

  : برهــان  

1      : لدينا    
1

2 2

1arg    arg    z z
z z

⎛ ⎞
= ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

      [ ]1
2

1arg    arg  2 z
z

π= +  



 

 

]     : إذن     ]1
1 2

2

arg    arg   arg  2 z z z
z

π≡ −  

 *من  z ولكل   من   n لكل  -4
  ( ) [ ]arg     arg  2 nz n z π=  

  : برهــان  
  .الترجع بان ــالبره    

  : ةـخلاصــ

       
[ ]

1 1   , 
 ,  R R

θ
θ

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦
  

    [ ] [ ] [ ] ,     ,     ; R r R rθ α θ α⋅ = × +  

    [ ]
[ ]

 ,  
   ; 

 ,  
R R
r r

θ
θ α

α
⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦

  

    [ ] ,     ;  n nR R nθ α⎡ ⎤= ⎣ ⎦  
  : تطبيــــق

    1    : أآتب على الشكل المثلثي وعلى الشكل الجبري العدد
1   3

iZ
i
+

=
+

  

cosثم استنتج قيمتي     
12
π     و  sin  

12
π  

  : الجـــواب

  : لدينا
2 ,  

1  24       ,  
2 121   3 2 ,  

3

iZ
i

π
π

π

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤+ −⎣ ⎦= = = ⎢ ⎥⎡ ⎤+ ⎣ ⎦
⎢ ⎥⎣ ⎦

      

                
( ) ( )1   1   31      

41   3

i iiZ
i

+ −+
= =

+
  

          1  3     3 
4

i i+ + −
=  

      1  3 1  3      
4 4

i+ −
= +  

2  : إذن 1  3 1  3 cos       sin         
2 12 12 4 4

i iπ π− − + −⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

6  2     : أي 2   6 cos       sin         
12 12 4 4

i iπ π + −
− = +  

6sin  2  : إذن    
12 4
π −

6cos  2  و    =    
12 4
π +

=  

 : ديـدد عقـن وعمدة عـزاوية متجهتي -4

 AB عمـدة لحــق المتجـهــة -1

  .على  التوالي  Bzو  Az لحقاهما  P مستوى العقدينقطتين من ال  Bو A لتكن  



 

 

OM  : نقطة من المستوى حيث Mولتكن    AB=.  

         ( ) ( )1 1,   ,e AB e OM=          

    
) : إذن ) [ ]1,   arg   2 B Ae AB z z π≡ −      

  : ةـة خاصـحال

      ( ) [ ]1,   arg   2 Ae OA z π≡  

             ( ) [ ]1,   arg   2 Me OM z π≡  

  زاوية متجهتين وعمدة خارج لحقيهما -2

  .على  التوالي   Az   ،Bz    ،Czلحاقها أ نقط ثلاث Cو  Bو A لتكن  

)          : لدينا   ) ( ) ( )1 1,   ,   ,AB AC AB e e AC= +  

                ( ) ( )1 1 ,   ,e AB e AC= − +  

           ( ) ( ) arg   argB A C Az z z z= − − + −  

                      arg  
 

C A

B A

z z
z z

−
=

−
  

  : ةــخاصي

  Az   ،Bz    ،Czمختلفة مثنى مثنى من المستوى العقدي ،  ألحاقها  نقط ثلاث Cو   A  ،Bلتكن   

  .على  التوالي 

    ( ) [ ]  ,   arg   2 
  

C A

B A

z zAB AC
z z

π−
≡

−
  

  
  : اجــاستنت

  ( ) [ ]  ,   arg   2 
  

D C

B A

z zAB CD
z z

π−
≡

−
  

      

a 2  2   : لدينا 7ن ــتمري i= −  ،    4  2 b i= − −    

   4  2 c i= + +    1 5     
2 2

e i= +  

    : إذن

1 5  4  2          2 2  1 5  2  2      
2 2

i ic e
a e i i

+ − −−
=

− − − −
  

                               

7 1          7    2 2   3 9 3  9    
2 2

i i
ii

− −
= =

−−
  



 

 

                ( ) ( )7   3  9 i
 

9  81
i− +

=
+

  

          ( )21  9   63  3
 

90
i+ + −

=  

      1 2   
3 3

i= +      

    : ولدينا

1 5   2  2          2 2  1 5  4  2      
2 2

i ia e
b e i i

− − −−
=

− − − − −
  

        

3 9     
2 2 9 9   
2 2

i

i

−
=

−
−

  

       3  9    1  3      
9  9 3  3 

i i
i i

− −
= =

− − − −
  

    1  3    
3  3 

i
i

− +
=

+
  

      ( ) ( )1  3  3  3  
 

18
i i− + −

=  

     3  3   9   9  6  12     
18 18
i i i− + + + +

= =  

       1 2   
3 3

i= +  

                : إذن
   

c e a e
a e b e
− −

=
− −

  

)    : إذن ) ( ) [ ] ;     ;   2 EA EC EB EA π≡  

  : مهمــةملاحظــة 

  على التوالي ، Cو   A  ،Bألحاق النقـط    Az   ،Bz    ،Czإذا آانت    

, 1           ⇔متســاوي الساقيـــن      ABCالمثلث   �  : فإن  
  2

C A

B A

z z
z z

π− ±⎡ ⎤= ⎢ ⎥− ⎣ ⎦
     

  وقائــم الــزاويــــة      
  

, 1           ⇔متساوي الأضلاع         ABCالمثلث  �  
  3

C A

B A

z z
z z

π− ±⎡ ⎤= ⎢ ⎥− ⎣ ⎦
 

 
 
 



 

 

 
    

 
 التمثيل العقدي للإزاحة

 
 المستوى العقدي منسوب الى معلم م م  م

          ( )0u z نعتبر الازاحة         t  ذات المنجهة    
( )ut M M MM u′ ′= ⇔ = لدينا       

aff MM aff u′ = اذن       
0z z z′ − = ومنه      
 خاصية

( )00 / zz u∈ المتجهة  التمثيل العقدي للازاحة ذات   
     0z z z′ = + هو           

 
لتمثيل العقدي للتحاآيا  
 

 المستوى العقدي منسوب الى معلم م م  م
                                k  ونسبته ( )0zΩ التحاآينعتبر          hالذي مرآزه       

( )h M M M k M′ ′= ⇔ Ω = Ω لدينا       
.aff M k aff M′Ω = Ω اذن       
( )0 0z z k z z′ − = − ومنه      

 
 خاصية

 
k ونسبته   ( )0zΩ مرآزه التمثيل العقدي للتحاآي الذي        

( )0 0z z k z z′ − = − هو       

 
 
 



  :1تمرين
  : المعادلتين حل في ­1

( 2 4 )(5 ) 5 7z i i i      
2 4 5z z i    

  : النظمة التالية2 في  حل­2
3 ' 2 5

' 2
z z i

z z i
  

    
  

  : للأعداد التاليةالجبري حدد الشكل – 3
271 3 2 1, , ( )

3 4 2 1
i i

i i i
 

  
  

1) :أن برهن ­4 ) (1 )n nz i i    عدد حقيقي و دلك لكل n من .  
  :2تمرين

         نضع         21 :
1

z iz i f z
z i


     

 
  

1 في المستوى العقدي المنسوب إلى م م م  2( , , )o e e
 

) نعتبر النقط 1 )A i  

1و 
2

B i 
 
 

 و  M z  

) المعادلة حل في ) 1       ) if z   

حدد مجموعة النقط ) 2       M zبحيث: ( ) 2f z   

zنضع  ) 3       x iy  2:   بحيث( . )x y   
 :برهن أن)        أ

2 2

2 2 2 2

2 2 2 3 1 2 1( )
( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

x y x y x yf z i
x y x y
     

 
     

  

حدد في المستوى مجموعة النقط)  ب M zبحيث( )f zعدد حقيقي  

حدد في المستوى العقدي مجموعة النقط)  ج M z  بحيث ( )f z i   

  :3تمرين
)في المستوى العقدي حدد مجموعة النقط  )M z كل حالةفي :  

1­ 1 3z i    

2­2 2z z i    

3­1 2 2z i    

4­ 0z z z z    
  

  :4تمرين
  :أكتب على الشكل المثلتي الأعداد العقدية التالية

1 3
2 2

i  ٬3 1
2 2

i  ٬1 3
2 2

i ٬  

3 3i ٬ 1 3i ٬24(1 3)i ٬41( )
3

i
i




  

2

2

(1 ) , 0
1 2

itgz a a et k
tg
  



  


  

1 cos sin , 2
1 cos sin

iz
i

    
 

 


 
   

  

  
(1 3)(sin cos )
(2 2 )(cos sin )

i iz
i i

 
 

 


 
  

 21 ( ) 2 1z t t Arg t et t       

  :5تمرين
) م م م إلىفي المستوى العقدي المنسوب  , , )O u v

 
 نعتبر 

  : على التوالي هيألحاقها التي C و B و A: النقط 
2(1 )i 2 و( 1 )i  2 و 2i.  

AC :أن تأكد ­1 BC  
)حدد قياسا للزاوية ­2 , )CA CB

 
  

  ABC:  استنتج طبيعة المثلث­3
  ADBCي  لكي يكون الرباعD أوجد لحق النقطة ­4

  .مربعا
  

  :6تمرين
2:نعتبر العددين  2u i  6 و 2v i   

  .v و u حدد الشكل المتلتي ل ­1

u:  حدد الكتابة الجبرية والمتلتية للعقدي­2
v

.  

7sinاستنتج قيم ­3
12
 7 وcos

12
.  

  
  :7تمرين

  
1نضع  2z i 2 و 3z i  3 و 2(1 )z i   

  2z و 1z حدد الشكل المتلتي ل ­1
12 :أن تحقق ­2 12

1 2z z  

3:حدد الشكل المتلتي و الجبري للعدد­3

2

z
z

.  

cos استنتج ­4
12
 و sin

12
  

 على 3z و 2z و 1z صور C و B و A لتكن ­5
  :التوالي

  .ABC هي مركز الدائرة المحيطة بالمتلت oبين أن ) أ
: حدد قياسا للزاوية ) ب ,OB OC

 
  

  
  :8تمرين

  
 و A و مثنى مثنى أعداد عقدية مختلفة c 3 وb و aلتكن 

B و Cى التوالي في المستوى العقدي  صورها عل  
)ARe قائم الزاوية فيABC: برهن أن­1 ) 0c a
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)      أحسب   )1g x− لكل x من J  

  7تمرين   

)    ـ            المعرفة بx    نعتبر الدالة العددية للمتغير الحقيقي ) 2
1

x

x
ef x x
e

= +
−

  

  fD محدات عندf و نهايات fDحدد  -1

  و أعط جدول تغيراتهاfأدرس تغيرات  -2
 fأدرس الفروع اللانهائية لمنحنى  -3

بين أن  -4
10;
2

A 
 
 

 fC مرآز تماثل للمنحنى 

 م.م. في مستوى منسوب إلى مfCأنشئ  -5

)حدد مبيانيا عدد حلول المعادلة      .\∋mلتكن  -6        )2 1 2 0x xxe m e x m− − − + =  

   تمرين8     

       -I نعتبر الدالة  f المعرفة على [ [ ] [0;1 1;D = ∪ )        بحيث ∞+ )
2

2
2
2 ln 1

1
xf x x

x
= + −

−
  

  .D عند محدات  fأحسب نهايات  -1

)بين أن  -2 )
( )

( )

2

22

2 3
'

1

x x
f x

x

−
=

−
  f  و أعط جدول تغيرات D من x لكل 

) استنتج مما سبق إشارة - 3 )f x  لكل xمن D  

    II- لتكن g الدالة المعرفة على Dـ ب                   ( ) 2ln 1g x x x= −  

  .D عند محدات  g أحسب نهايات - أ-1      

 أحسب -         ب
( )

lim
x

g x
x→+∞

  . للنتيجة المحصل عليها  و أعط تأويلا هندسيا 

)  D منx بين لكل -2       ) ( )'g x f x= و أعط جدول  تغيرات g.  

  gC نقطة انعطاف المنحنى I إحداثيتي f استنتج من دراسة الدالة- أ-3      

) المعادلة D حل في -         ب ) 0g x =  

  gC أنشئ -        ج

  9تمرين  

   الجزء الأول 

)         الدالة المعرفة بـ        f   لتكن  ) ( )21 4 1 2
2

x xf x x e x e = − − − − 
 

  

) أحسب -1  )lim
x

f x
→−∞

)      \ من xن لكل  و بي ) 2
2

1 4 4 21
2

x
x x xf x xe

x e xe xe
 = − − + − 
 

   

)ثم استنتج       )lim
x

f x
→+∞
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  f أدرس تغيرات -2   
  fC  أدرس الفروع اللانهائية لـ - أ-3  

]تنتمي  إلى  0xيقطع محور الأفاصيل في نقطة fC بين أن -ب      ]2; 1− −   

                                             4 2225 15 11; ;
4 2 4

e e e 
 
 

� � �  

fC    2i أنشئ -    ج j cm= =
G G

  

  الجزء الثاني

            الدالة المعرفة بـ g   لتكن 
( ) ( ) ( )
( )

2 214 ln 8 4 0
2

0 2

g x x x x x x x

g

 = − − − +

 = −

;
  

[بين أن  -1 [ ( ) ( )0; lnx g x f x∀ ∈ +∞ =  

 0 في يمين gأدرس اتصال و اشتقاق  -2
 gأدرس تغيرات -3
 gC أدرس الفروع اللانهائية لـ-أ -4

   ومحور الأفاصيلgC   تأطيرا  لأفصول نقطة تقاطع,  في الجزء الأول - ب-2 أستنتج من -       ب

  gCشئ ثم أن0 في النقطة ذات الأفصول gC حدد نصف المماس لـ-       ج

 
 
 
 



 
 التكامـــــل 

                                                                                                            
 

 
I-  تكامل دالة متصلة على مجال  

    1- تعريف و ترميز 
   .I عنصرين من b وa و I دالة متصلة على مجال f               لتكن 

  .F(b)-F(a)=G(b)-G(a) فان   I على f دالتين أصليتين للدالة G و Fآانت إذا            
          .Fة  غير مرتبط باختيار الدالة الأصليF(b)-F(a)          أي أن العدد الحقيقي  

  تعريف   
  .I عنصرين من b وa و I دالة متصلة على مجال fلتكن               

  bى  إلaمن fيسمى تكامل الدالة   , I علىf دالة أصلية للدالة F حيث F(b)-F(a)          العدد الحقيقي

)    ويكتب      )
b

a
f x dx∫ ويقرأ مجموع ( )f x dx من a إلى b أو تكامل من  a إلى bلـ ( )f x dx.  

    aو b يسميا محدا التكامل ( )
b

a
f x dx∫  

)    في الكتابة  )
b

a
f x dx∫ويض  يمكن تعx بمعنى أن     ، بأي حرف آخر 

( ) ( ) ( ) ........
b b b

a a a
f x dx f t dt f u du= = =∫ ∫ ∫  

) نكتبها على الشكل   F(b)-F(a)    من أجل تبسيط الكتابة  ) ( )
b b

aa
f x dx F x=  ∫  

  أمثلة   

  نحسب       *  
2

1

1 dx
x∫  

           الدالة 
1x
x

] متصلة على → lnx و دالة أصلية لها هي 2;1[ x→  

]ن  ذ            ا ]2 2
11

1 ln ln 2dx x
x

= =∫  

    أحسب   *       
1 0

4
2 20 1

2

1 1; ; cos
cos 1

dx dx xdx
x x

π

π
− +∫ ∫ ∫  

     خاصيات-2  
    خاصيات-أ   

   I عناصر منc وb وa و I مجال  دالة متصلة علىfلتكن                  

                  *         ( ) 0
a

a
f x dx =∫ *     ( ) ( )

b a

a b
f x dx f x dx= −∫ ∫    

                        *     ( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫   )علاقة شال    (∫

    أمثلة

أحسب    
1

1
I x dx

−
= ∫  

              
0 1

1 1 0 1 2 2
1 1 1 0

1 0

1 1 1
2 2

x dx x dx xdx xdx x x
− − −

−

−   = = − + = + =      ∫ ∫ ∫ ∫  

   I عنصرا من a و Iدالة متصلة على مجال f لتكن -) ب



                                                     
( )

:
x

a

I

x f t dt

ϕ →

→ ∫

\
  

)      لدينا   ) ( ) ( )x I x F x F aϕ∀ ∈ =   .I على f دالة أصلية لـF  حيث −

) و I قابلة للاشتقاق على ϕن ذ      ا ) 0 'a fϕ ϕ=  التي تنعدم Iعلى f دالة الأصلية للدالة ϕ  أي أن =

  aفي 
  خاصية 

  .I عنصرا من a و Iدالة متصلة على مجال f            لتكن 

) بما يلي I         الدالة المعرفة على  )
x

a
x f t dt→   a التي تنعدم في I على f هي الدالة الأصلية لـ∫

lnx    نعلم أن الدالة مثال x→هي الدالة الأصلية لـ  
1x
x

[ على →    .1 التي تنعدم في∞+;0]

                     ] [
1

10; ln
x

x x dt
t

∀ ∈ +∞ = ∫  

[على  f   حدد الدالة الأصلية لـ تمرين [ حيث      2 التي تنعدم في ∞+;0] [ ( ) 10; lnx f x x
x

∀ ∈ +∞ =  

   خاصية-)ج 
] دالتين متصلتين على gو f               لتكن  ];a b و λعدد حقيقي ثابت   

         ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
b b b b b

a a a a a
f x dx f x dx f x g x dx f x dx g x dxλ λ= + = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

)       حدد تمرين )14 2
0 0

cos ; 3 1xdx x x dx
π

− +∫ 4cosيمكن اخطاط   ( ∫ x(  

4       نعتبر   تمرين 4
0 0

sin cos
sin cos sin cos

x xJ dx I dx
x x x x

π π

= =
+ +∫ ∫  

I                  أحسب  J I J− J;   و استنتج + I  

)د التأوبل الهندسي للعدد )
b

a
f x dx∫  

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  خاصية
] دالة متصلة و موجبة على f آانت إذا        ];a b)  a b≺   (فان مساحة الحيز المحصور بين منحنى الدالةf  

xين على التوالي بالمعادلتين المعرفت و محور الأفاصيل و المستقيمين        a= و x b= هي   

         ( ) ( )
b

a
A f f x dx=    بوحدة قياس المساحات ∫

  OIJK آان المستوى منسوب إلى معلم متعامدين فان وحدة قياس المساحة هي مساحة المربع إذا    ملاحظة
   تمرين

)نعتبر              ) 2

1f x
x

=  

( ) ( )
b

a
A f f x dx= ∫



)    fC          أنشئ   )1 2i cm j cm= =
G G

  

  عادلتين  و محور الأفاصيل و المستقيمين المعرفين بالمfC مساحة الحيز المحصور بين 2cm          أحسب بـ 

        3 ; 1x x= =.  
II-تقنيات حساب التكاملات   

  الاستعمال المباشر لدوال الأصلية - 1
   أمثلة      

أحسب       *    
( )2

1

lne x
dx

x∫ نلاحظ أن       
( )2ln x
x

u'2 على شكل  u حيث  ( ) lnu x x=  

u'2     و نعلم أن الدالة الأصلية لـ u31 هي
3
u إذن  

( ) ( )
2

3 3
1

1 1

ln 1 1 1ln
3 3 3

e e
e x

dx u x x
x

   = = =      ∫    

أحسب       *    
1

0

2
1x dx

e    لدينا ∫+
2 2

1 1

x

x x
e

e e

−

−=
+ +

 التحويل نلاحظ أن ذا به
2

1 xe+
   يكتب على شكل

   
'2 u
u

)           حيث − ) 1 xu x e −= )  إذن   + ) ( ) 11 1

00 0

2 2ln ln 1
1

x
x dx u x e
e

−  = − = − +   +∫  

34      حدد -1     تمرين 
0

sin xdx
π

∫  

 حيث c وb وa    أوجد  - أ-2              
4 2

3 2
2 10

1
x x x b cx ax

xx x x
+ + −

∀ ≠ = + +
+ +

  

  استنتج قيمة   -                 ب
4 23

31

2 1x x x dx
x x
+ + −

+∫  

2  بين أن التعبير -3              
1
2 5x x− +

2 يكتب على شكل 
1 '
2 1
u
u +

  . دالة يجيب تحديدها u  حيث 

                   استنتج  قيمة 
1 2 3

21

1
2 5

dx
x x

+

− +∫  

  أحسب  -4              
( )( )

2 1

0

1
1 1 1;
ln ln ln 1 2

e

e
x dx dx

x x x x x x x

 
 

=  + +  
 

∫ ∫  

   المكاملة بالأجزاء- 2
] دالتين قابلتين للاشنقاق على g و f       لتكن  ];a b بحيث 'f  و'gمتصلتين على [ ];a b   

         نعلم أن

                  
[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

; ' ' '

; ' ' '

x a b fg x f x g x f x g x

x a b f x g x fg x f x g x

∀ ∈ = +

∀ ∈ = −
                  

 خاصية

          ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )' '
b bb

aa a
f x g x dx fg x f x g x dx= −  ∫ ∫            

2  أحسب   مثال
0

cosx xdx
π

)     نضع ∫ ) ( ); ' cosv x x u x x= =   

)         ومنه ) ( )' 1 ; sinv x u x x= =  



]                  إذن      ] [ ] [ ]2 2 22 2
0 0 00 0

cos sin sin sin cos 1
2

x xdx x x xdx x x x
π π ππ π π

= − = − − = −∫ ∫  

        تمرين

22   أحسب 
0 0 1

sin ; sin ; ln
exK e xdx J x xdx I xdx

π π
= = =∫ ∫ ∫  

 
  الحل             

           

2 2 22
00 0 0

2 2
0 0

sin cos sin cos

1 sin cos .........
2

x x x x

x x

K e x e xdx e x e x K

K e x e x

π π ππ

π π

     = − = − −     

 
   = − =     
 

∫
  

)    أحسب  -1   تمرين    )
1 1 3 22 2
0 0 0 1

2ln 3 1 ln
1

xx dx x x dx x e dx x xdx
x
+

+ −
+∫ ∫ ∫ ∫   

; على f   باستعمال المكاملة بالأجزاء أوجد الدوال الأصلية لـ -2              
2 2
π π −  

) حيث  ) 2cos
xf x
x

=  

2   أحسب   -3              
0

cos
x tI e tdt= 2يمكن اعتبار   ( ∫

0
sin

x tJ e tdt= ∫(  

III- التكامل و الترتيب   

 1- مقارنة تكاملين 
      (a لتكن f دالة متصلة على [a;b] و Fدالة  أصلية لـ f على[a;b]   

             [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ); '
b

a
x a b F x f x f x dx F b F a∀ ∈ = = −∫  

] موجبة على f  آانت إذا        ];a b فان Fتزايدية على [ ];a b   

a        وحيث أن  b≤ فان ( ) ( )F a F b≤ ادن   ( ) 0
b

a
f x dx ≥∫  

  خاصية  
] دالة متصلة على  fلتكن           ];a b) a b≤(  

] موجبة على f آانت إذا          ];a b فان ( ) 0
b

a
f x dx ≥∫  

b(خاصية   
] دالتين متصلتين على  gو f        لتكن  ];a b) a b≤(  

f آانت إذا        g≤ على  [ ];a b فان ( ) ( )
b b

a a
f x dx g x dx≤∫ ∫ 

      مثال

     نؤ طر 
21

0 1
xI dx
x

=
+∫  

]       لدينا     ]
2 2

20;1 1 1 2
2 1
x xx x x

x
∀ ∈ ≤ + ≤ ⇔ ≤ ≤

+
  ومنه 

21 1 2
0 02
x dx I x dx≤ ≤∫ ∫  

            إذن    
1 1
6 3

I≤ ≤  

c( خاصيات   



] دالة متصلة على  f    لتكن -                         أ ];a b) a b≤(  

] سالبة على f آانت                                 إذا ];a b فان ( ) 0
b

a
f x dx ≤∫  

)     - ب ) ( )
b b

a a
f x dx f x dx≤∫ ∫ 

] على f القيمة الدنوية للدالة mلقصوية و  القيمة اMلتكن   - ج ];a b 

                             ( ) ( ) ( )
b

a
m b a f x dx M b a− ≤ ≤ −∫  

      ملاحظة 

] موجبة على f آانت إذا              ];a b  فان المساحة ( ) ( )
b

a
A f f x dx=   م محصورة بين.  في معلم م∫

)وMي بعديه ذ مساحتي   المستطيل ال     )b a−ي بعديه ذ و المستطيل الm و ( )b a−.  

  
  
  
  
  
 
 
 

           
  

    مثال

نعتبر       
3

1 2

1

1
I dx

x x
=

+
0    نبين أن ∫ 2I≤ ≤  

      الدالة  
2

1
1

x
x x

→
+

[  موجبة و تناقصية على  )   ومنه  ∞+;0] )
[ ]

( )
1;3

2sup 1
2x

f x f
∈

= =  

)ن     ذ          ا                     ) 20 3 1
2

I≤ ≤ −  

   القيمة المتوسطة لدالة متصلة في قطعة- 2
] دالة متصلة على  fلتكن       ];a b) a b≺ (  وM القيمة القصوية و m القيمة الدنوية للدالة f على [ ];a b  

)             إذن )1 b

a
m f x dx M

b a
≤ ≤

− ] في c   ومنه حسب مبرهنة القيمة الوسطية يوجد على الأقل ∫ ];a b  

)      حيث        ) ( )1 b

a
f c f x dx

b a
=

− ∫  

  خاصية و تعريف
] دالة متصلة على  f           لتكن  ];a b) a b≠ (  

)        العدد الحقيقي  )1 b

a
f x dx

b a
µ =

− ] علىf يسمى القيمة المتوسطة للدالة ∫ ];a b.  

] في c        يوجد على الأقل  ];a b حيث ( ) ( )1 b

a
f c f x dx

b a
=

− ∫  

      ملاحظة

] موجبة على f آانت إذا              ];a b فان المساحة ( ) ( )
b

a
A f f x dx= م هي مساحة . في معلم م∫

  المستطيل
)ي بعداه ذ  ال            )b a− و ( )f c.  

( ) ( )
b

a
A f f x dx= ∫



   في الحالتين التاليتين I على fالقيمة المتوسطة للدالة   أحسب -1   تمرين

           [ ] ( ) [ ] ( ) ( )
3 25 30;1 ( ; 1;0 1 (

1
xx x xI f x b I f x x e a

x
+ + +

= = = − = −
+

  

] على f  أطر الدالة -2            )  حيث 1;0[ ) arctanf x x=  

]اق على قابلة للاشتقf    لدينا 2الجواب عن السؤال ] و 1;0[ ] ( ) 2

10;1 '
1

x f x
x

∀ ∈ =
+

و منه 

[ ] ( )10;1 ' 1
2

x f x∀ ∈ ≤ ]  ادن ≥ ] ( )
0 0 0

10;1 '
2

x x x
x dt f t dt dt∀ ∈ ≤ ≤∫ ∫ ∫ ( )

2
x f x x≤ ≤  

IV-حساب المساحات   

 1-  حساب المساحات الهندسية

)م .م.      المستوى منسوب إلى م ); ;o i j
G G

  

] دالة متصلة على f      لتكن  ];a b  و fC منحناها و ( )f∆ الحيز المحصور بين fC و محور الأفاصيل   

)      و المستقيمين   ) ( )2 1: :x b x a∆ = ∆ =  

  
  
  
  
 
 
 
  
  
  
  
  
  
  
  
 
  
  

] موجبة على f ا آانت إذ     * ];a b فان مساحة ( )f∆هي ( )
b

a
f x dx∫ بوحدة قياس المساحات     

] على  سالبةfا آان آانت إذ     * ];a b مساحة هي مساحة ( )f∆ −  

                            ( ) ( ) ( )
b b

a a
A f f x dx f x dx= − =∫ ∫   

] تغير إشارتها على fا آانت إذ    *  ];a b مثلا يوجد c من [ ];a b حيث f موجبة على [ ];a c و سالبة على  

         [ ];c b  

)    الحيز      )f∆ على [ ];a b هو اتحاد ( )f∆ على [ ];a c و ( )f∆ على [ ];c b  

                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
c b c b b

a c a c a
A f f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx= + − = + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

  خاصية
)م .م.      المستوى منسوب الى م ); ;o i j

G G
  

]ة متصلة على  دالf    لتكن  ];a b  و fC منحناها و ( )f∆ الحيز المحصور بين fC  و محور الأفاصيل   

( ) ( ) ( )
b b

a a
A f f x dx f x dx= − =∫ ∫

( )A f  



)  و المستقيمين    ) ( )2 1: :x b x a∆ = ∆ =  

)     مساحة الحيز  )f∆  هو ( )
b

a
f x dx∫بوحدة قياس المساحة 

    اصطلاحات

)               العدد الموجب  )
b

a
f x dx∫ يسمى المساحة الهندسية للحيز ( )f∆.  

)              العدد الحقيقي  )
b

a
f x dx∫ية للحيز  يسمى المساحة الجبر( )f∆.  

   مثال
)نعتبر  ) 3 1f x x= −  

ا المعادلتين ذ و محور الأفاصيل و المستقيمين fC        حدد مساحة الحيز المحصور بين المنحنى

2 ; 0x x= =  

     

( )

( ) ( )
( )

2

0
1 23 3
0 1

1 1

7
2

A f x dx

A x dx x dx

A u u i j

=

= − + −

= = ×

∫

∫ ∫
G G

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  مساحة حيز محصور بين منحنيين      - 2
] دالتين متصلتين على g و f     لتكن  ];a b   

) و المستقيمين gC و fC هو الحيز المحصور بين ∆و  ) ( )2 1: :x b x a∆ = ∆ )م .م.  في م= ); ;o i j
G G

  

  
  
  
  
  
  
  
 
  
  

( ) ( )
b

a
f x g x dx−∫  



 
  
  

0fا آان إذ      g≥ ) فان  ≤ ) ( ) ( )A A f A g∆ = −    

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
b b b b

a a a a
A f x dx g x dx f x g x dx f x g x dx∆ = − = − = −∫ ∫ ∫ ∫     

fا آانت إذ      g≤ و آيفما آانت إشارتي f و gو بإتباع نفس الطريقة نحصل على أن   

      ( ) ( ) ( )
b

a
A f x g x dx∆ = −∫  

  خاصية 
]ين على  دالتين متصلتg و f                 لتكن  ];a b   

) و المستقيمين gC و fC  المحصور بين ∆              مساحة الحيز  ) ( )2 1: :x b x a∆ = ∆ =    

)              هي  ) ( ) ( )
b

a
A f x g x dx∆ =   اس المساحات وحدة قي∫−

   

 ملاحظة
 
 

     
 

            
   

             
  
  
  
  
  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )c b

a c
A f x g x dx g x f x dx∆ = − + −∫ ∫  

V-حساب الحجوم في الفضاء   

)م .    الفضاء منسوب إلى معلم م ); ; ;o i j k
GG G

ي طول حرفه ذ نفترض أن وحدة قياس الحجم هي حجم المكعب ال

i
G

  

   حجم مجسم في الفضاء- 1
z مجسما محصورا بين المستويين المعرفين بالمعادلتين S ليكن          a= و z b=  
) نرمز بـ   )S t إلى مساحة مجموعة النقط ( ); ;M x y zمن S حيثz t=و بالرمز  ( )V tإلى حجم مجموعة   

z; المحصور بين المستويينS النقط من   t z a= =  
] من 0t ليكن   ];a b و h عددا موجبا حيث [ ]0 ;t h a b+ ∈        

  
  
  
  
  

( ) ( )
c

a
f x g x dx−∫

( ) ( )
b

c
g x f x dx−∫



  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

                                                   
  
  

                    
 
 
 

     
  
  
  
  
  
  
  

                                                                                                                     
)حجم مجموعة النقط      ); ;M x y z من S 0 المحصورة بينz t= 0 وz t h= ) هو + ) ( )0 0V t h V t+ −  

   و مساحتا قاعدتيهما hا الحجم محصور بين حجمي الأسطوانتين التي ارتفاعهما ذ هومن جهة ثانية   
)على التوالي     )0S t  و( )0S t h+ 

)   إذا افترضنا أن  ) ( )0 0S t S t h≤ )  فان + ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0h S t V t h V t h S t h⋅ ≤ + − ≤ ⋅ +  

)                                    و منه     ) ( ) ( ) ( )0 0
0 0

V t h V t
S t S t h

h
+ −

≤ ≤ +  

)   و إذا افترضنا أن التطبيق   )t S t→ متصل على [ ];a b فان 
( ) ( ) ( )0 0

00
lim
h

V t h V t
S t

h→

+ −
=  

)   إذن الدالة  )t V t→قابلة للاشتقاق على  [ ];a b و [ ] ( ) ( ); 't a b V t S t∀ ∈ =  

)   أي أن الدالة  )t V t→ دالة أصلية للدالة ( )t S t→على [ ];a b  

)   و بما أن  ) 0V a ] فان = ] ( ) ( );
t

a
t a b V t S x dx∀ ∈ = ∫  

) هو Sذن حجم المجسم    إ ) ( )
b

a
V V b S x dx= =   . وحدة قياس الحجم ∫

   خاصية
  م.    الفضاء منسوب إلى معلم م            

z مجسما محصورا بين المستويين المعرفين بالمعادلتين S            ليكن  a= و z b=  
)           نرمز بـ )S t الى مساحة مجموعة النقط ( ); ;M x y z من S حيثz t=  

)إذا آان أن التطبيق           )t S t→على متصلا [ ];a b فان حجم المجسم S هــو ( )
b

a
V S z dz=    وحدة قياس∫

  .            الحجم
  



  

 تمرين
  R  و شعاعها O  أحسب حجم الفلكة التي مرآزها

  .Oم أصله .م.ض أن الفضاء منسوب م نفتر:   الحل 
   الفلكة محصورة بين المستويين المعرفين على التوالي 

z;بالمعادلتين  R z R= − =  
  

) مجموعة النقط  ); ;M x y z من الفلكة حيث z t=     

 R t R− ≤ 2  هي قرص شعاعه   ≥ 2R t−   
)و مساحته    ) ( )2 2S t R tπ= −  

) بما أن التطبيق  )2 2t R tπ→ ] متصلة على − ];R R−   

)فان     )2 2 34
3

R

R
V R t dt Rπ π

−
= − =∫  

 2-  حجم مجسم الدوران 

] دالة متصلة على f   لتكن  ];a b و fCم .م. منحناها في م( ); ;O i j
G G

  

) حول المحور fC   إذا دار  );O i
G

  دورة آاملة فانه يولد مجسما يسمى مجسم الدوران 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)  في هذه الحالة لدينا مجموعة النقط  ); ;M x y z من الجسم بحيث x t= هي قرص مساحته 

( ) ( )2S t f tπ=  

)  التطبيق  )2t f tπ→ متصلة على [ ];a b   

)سم الدوراني هو  إذن حجم المج )2b

a
V f t dtπ= ∫  

 خاصية
] دالة متصلة على fو  , oم أصله .م.      الفضاء منسوب إلى م ];a b  

) حول المحور fC       حجم مجسم الدوران المولد عن دوران المنحنى  )OX هو ( )2b

a
V f t dtπ= ∫     

 .          بوحدة قياس الحجم 



   تمرين

)            نعتبر  ) 1 ln
2

f x x x=   

) حول المحور fC و حدد حجم مجسم الدوران الذي يولده دوران المنحنى fC     أنشئ  )OX في المجال [ ]1;e  

 



                                                                                                                    

 
 تمارين و حلول

   1تمرين    
       

تأآد أن  /  أ-1       
( )

1 1 1
2 2t t t t

− =
+ +

  

أحسب /           ب
( )

2

1 2
dt dt

t t +∫         

2 أحسب -2       
0

sinxe xdx
π

∫  

2 نضع -3        2 2 22 2
0 0

sin ; cosJ x xdx I x xdx
π π

= =∫ ∫  

I     أحسب  J+ و  I J−تج   ثم استنI و J    
  

تأآد أن  /  أ-1        
( )

1 1 1
2 2t t t t

− =
+ +

  

                  
( ) ( )

1 1 2 1
2 2 2

t t
t t t t t t

+ −
− = =

+ + +
                         

                 

حسب ن/     ب
( )

2

1 2
dt dt

t t +∫       

( ) ( )
2 2 2

11 1

1 1 1 3ln ln 2 ln 2 ln 4 ln3 ln
2 2 2
dt dt t t

t t t t
= − = − + = − + =  + +∫ ∫  

2 نحسب -2        
0

sinxA e xdx
π

= ∫  

2 2 22
00 0 0

2 2
0 0

sin cos sin cos

1 sin cos .........
2

x x x x

x x

A e x e xdx e x e x K

A e x e x

π π ππ

π π

     = − = − −     

 
   = − =     
 

∫
  

2     نضع -3          2 2 22 2
0 0

sin ; cosJ x xdx I x xdx
π π

= =∫ ∫  

I          نحسب  J+ 

 ( )
322 2 2 2 2 2 2 2 32 2 2 2

0 0 0 0
0

1sin cos cos sin
3 24

J I x xdx x xdx x x x dx x dx x
π

π π π π π + = + = + = = =  ∫ ∫ ∫ ∫  

I          نحسب  J− 



 

( )2 2 2 2 2 2 22 2 2
0 0 0

cos sin cos sinI J x xdx x xdx x x x dx
π π π

− = − = −∫ ∫ ∫  

                          
22 22 2

0 0
0

sin2cos2 sin2
2
xI J x xdx x x xdx

π
π π

 − = = −  ∫ ∫  

                   
2 22 2

0
0 0

sin 2 cos2 cos2
2 2 2
x x xI J x x dx

π π
π

   − = − − + −       ∫  

2 2 22

0 0 0

sin 2 cos2 sin 2
2 2 4
x x xI J x x

π π π
     − = − − + −          

  اذن       
4

I J π−
− =  

    J و Iنستنتج 

لدينا 
4

I J π−
−  و =

3

24
I J π
+  ومنه =

3

48 8
I π π
=   و −

3

48 8
J π π
= +  

  
      2تمرين    

) بـ    المعرفة على f            نعتبر الدالة  ) ( )1x xf x e e= −  

حدد  -1
( ) ( ) ( )lim ; lim ; lim

x x x

f x
f x f x

x→+∞ →+∞ →−∞
  

)أحسب  -2 )'f x و أعط جدول تغيرات f و أنشئ  fC 

 صيل و المستقيمين المعرفين  و محور الأفاfC المحصور بين kAحدد المساحة  -3

;بالمعادلتين  0x k x= xtيمكن اعتبار(   عدد حقيقي سالب k حيث = e=(  

lim  حدد    -4           kk
A

→−∞
  

      

            ( ) ( )1x xf x e e= −  

نحدد  -4
( ) ( ) ( )lim ; lim ; lim

x x x

f x
f x f x

x→+∞ →+∞ →−∞
 

     

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

lim lim 1 0 ; lim lim 1

lim lim 1 ;

x x x x

x x x x
x

x

x x

f x e e f x e e

f x e e
x x

→−∞ →−∞ →+∞ →+∞

→+∞ →−∞

= − = = − = −∞

= − = −∞
  

)أنسب  -5 )'f x و نعطي جدول تغيرات f و أنشئ  fC 

    ( ) ( )2 2' ' 2 1 2x x x x x xf x e e e e e e = − = − = −   

      جدول التغيرات
   



 

  
  kAنحدد المساحة  -6
 

( )0 0 2

0
2 21 1 1

2 2 2

x x
k k k

x x k k
k

k

A f x dx e e dx

A e e e e

= = −

 = − = − +  

∫ ∫
 

lim  حدد    -4           kk
A

→−∞
  

21 1 1lim lim
2 2 2

k k
kk k
A e e

→−∞ →−∞
= − + =  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

+∞                     ln 2−                         −∞  x 
           -                 0               +      ( )'f x  

                            
1
4

  

 −∞                                                           0  

  
f  

  



 

3sinxحدد الدالة الأصلية لـ  -2 x→32 ثم أحسب   على 0 التي تنعدم   في
0

sinx dx
π

∫   

   

   3تمرين

        

نعتبر 
1

0
n x

nI x e dx= ∫  

 1Iأحسب  -1
)بين  -2 )*

1 1n nn I e n I+∀ ∈ = −   . باستعمال المكاملة بالأجزاء+

3أحسب  -3 2I I  

)أستنتج   -4 )1 3 2
0

2 2 xx x x e dx+ −∫ 

 

  

   4تمرين 

بين أن  -1
11 1

1
x x

x
+∀ ∈ − ≤ ≤

+
  

)استنتج  -2 )
2

ln 1
2
xx x x x+∀ ∈ − ≤ + ≤ 

         

)استنتج تأطيرا لـ  -3 )1 2
0
ln 1 x dx+∫ 0,1 إلى.  

     

  9تمرين

 تحقق  أن -1
( )

*
22

2 2 2
11

xx
x xx x

∀ ∈ = −
++

  

]  نعتبر -2 ]0;1k ∈ .   

باستعمال المكاملة بالأجزاء   أحسب 
( )

1

22

2 ln

1
k k

x xA dx
x

=
+

∫   

            

    حدد 
0

lim kx
A

→
  

  
  

  تمارين

 تمرين1

; حدد -1        ;a b c حيث        { }
2

2

3 7 21;3
1 32 3

x x b cx a
x xx x

− + +
∀ ∈ − − = + +

+ −− −
    

           أحسب         
22

20

3 7 2
2 3

x x dx
x x

− + +
− −∫  

 أحسب       -2      
4 21

20

3
1

x x dx
x
+ +
42        و∫+

0
cos xdx

π

∫  

 بين أن -3      
2

2
1
1

x x x

x x x
e e ex
e e e

−

−
− −

∀ ∈ =
+ +

  

              أحسب  
2

20

1
1

tx

t
e dt
e

−
+∫  

   2تمرين  

)المكاملة بالأجزاء أحسب  باستعمال -1       ) ( )ln2 12 2 2 2
0 0 0

2 ln 1 ; sinxx e dx x x dx x xdx
π

+ +∫ ∫ ∫ 

         و     
0

sinxe xdx
π
∫    



 

         

n*  نعتبر  و    ∋
( )

3 3
0 0 0

sin1 ;
cos cos

n

n
x

I dx I dx
x x

π π

= =∫ ∫  

    

5 استنتج  و1Iأحسب   -1 3;I I  

     

)أحسب  -2 )3
0

sin cosnx xdx
π

2n و استنتج ∫ nI I+   .n بدلالة −

     

ln بين أن الدالة -أ -3
2 4
xx tg π  → +    

 دالة أصلية للدالة 
1

cos
x

x
;0على          →

3
π 

  
  

ب

            

4 ثم 0I استنتج - 2;I I  

  

  10تمرين    

 تأآد أن - أ-1      
( )
2

22

1 1 1
11

t t
t tt t

− +
= −

++
  

 أحسب -        ب
( )
23

21

1
1

t t dt
t t
− +

+∫   

) أحسب -2       ) ( )
1 2
0

3 2 1 ln 1x x x dx+ +     باستعمال المكاملة   بالأجزاء∫+

   11تمرين 

تأآد أن  -1
( )

*
22

1 1
11

xx
x xx x

∀ ∈ = −
++

  

)أحسب  -2 )
( )

1

22

ln

1

x xI dx
xα

α =
+

[ باستعمال المكاملة بالأجزاء حيث∫ [0;1α ∈ 

)أحسب  -3 )
0

lim I
α

α
+→

   

  12تمرين



 
 

  المعادلات التفاضلية 
  

I - تقديم  

  تؤدي دراسة بعض الظواهر الفيزيائية و البيولوجية و الاقتصادية و غيرها إلى معادلات يكون فيها - 1       

   .  ه الدالةذوتحتوي على مشتقة أو مشتقات ه دالة   المجهول          

.ا النوع من المعادلات يسمى المعادلات التفاضليةذه           
   .............)f , z , uوقد يرمز لها بأي حرف آخر مثل  ( yيرمز عادة إلى الدالة المجهولة بالرمز           
      و مجموعة هده الدوال,  التي تحقق هده المعادلة yحل المعادلة التفاضلية يعني إيجاد جميع الدوال          
  آل حل , حلا خاصا للمعادلة   آل عنصر من هده المجموعة يسمى ، للمعادلة  الحل العام  تسمى          
  .لك تكاملاذيسمى آ         

   أمثلة-2    
')                 أ       0y    هي معادلة تفاضلية =

) بـ  \ المعرفة على y                   الدالة  ) 1y x    حل خاص للمعادلة =

' هي الحل العام للمعادلة \                   مجموعة الدوال الثابتة على 0y =.   

'2)           ب        1y x= )يمكن أن نكتب  ( yات المجهول ذ  هي معادلة تفاضلية − ) 2' 1y x x= −(   

2ه المعادلة هي الدوال الأصلية للدالة ذ                  حلول ه 1x x→    .\ على −

21 بما يلي \ه المعادلة هي مجموعة الدوال المعرفة على ذ       أي الحل العام له           
3

x x x k→ − +   

  . عدد حقيقي اعتباطي kحيث                  
II –حل المعادلة التفاضلية  b+ay=´y 
 ay=´y المعادلة التفاضلية/ 1

0aا آان ذا*      ' فان = 0y   \  أي  أن الحل العام هو مجموعة الدوال الثابتة على=
0aا آان  ذا*      ≠   

)           نعلم أن  ) 'ax axx e ae∀ ∈ axx ادن \= e→ حل خاص للمعادلة ' 0y ay+ =  

' حلا اعتباطيا للمعادلة yليكن            0y ay+ )     نضع = ) ( ) axy x z x e=   

) ومنه           ) ( ) ( )' ' ax axy x z x e az x e= +  

)أي             ) ( ) ( )' ' axy x z x e ay x= )   و بالتالي + ) ( ) ( )' ' 0axy x ay x z x e− = =    

)و منه           )' 0z x )  و بالتالي = )x z x λ∀ ∈    عدد حقيقي اعتباطي λ  حيث \=

)ن  ذا          ) axx y x eλ∀ ∈    عدد حقيقي اعتباطي λ حيث \=

0aنلاحظ أن الحالة             . هي ضمن الحالة العامة =

  خاصية

y'المعادلة التفاضلية          ay= بـ\ تقبل ما لانهاية من الحلول و هي الدوال المعرفة على    axx eλ→  
 .عدد حقيقي اعتباطي   λ حيث      

  نتيجة

y'      يوجد حل وحيد للمعادلة  ay= يحقق الشرط ( )0 0y x y= و هي الدالة  ( )0
0
a x xx y e −→  

)      الشرط  )0 0y x y=يسمى الشرط البدئي   

 أمثلة
' المعادلة التفاضلية نحل    - 1 2y y= 

' حلول المعادلة التفاضلية  2y y= 2 بـ حيث  \ هي الدوال المعرفة علىxx eλ→  حيثλ    عدد حقيقي
  .اعتباطي



)حل المعادلة التفاضلية ن - 2 ) 11 2 ; '
3

y y y= =  

)حل المعادلة التفاضلية  ) 11 2 ; '
3

y y y=  بـ حيث  \ هي الدالة المعرفة على =
( )1 1

32
x

x e
−

→   

  b+ay=´y حل المعادلة التفاضلية/ 2
0aان    اذا آ y' فان = b= ومنه حلول المعادلة التفاضلية هي الدوال  f حيث ( )f x bx c= +  

0a   اذا آان  ' فان ≠ ' by ay b y a y
a

 = + ⇔ = + 
 

  

نضع 
bz y
a

= '   و منه + 'z y=  

   وبالتالي 

( )

( )

( )

' '

/

/

/

ax

ax

ax

y ay b z az

z x e
by x e
a

by x e
a

λ λ

λ λ

λ λ

= + ⇔ =

⇔ = ∈

⇔ + = ∈

⇔ = − ∈

\

\

\

  

  خاصية
0a عددين حقيقين حيث b و aليكن       ≠     

y'المعادلة التفاضلية  ay b= ax   بـ \قبل ما لانهاية من الحلول و هي الدوال المعرفة على  ت+ bx e
a

λ→ −  

 .عدد حقيقي اعتباطي   λ حيث      
  نتيجة

y'      يوجد حل وحيد للمعادلة  ay b= ) يحقق الشرط + )0 0y x y= و هي الدالة  ( )0
0

a x xb bx y e
a a

− → + − 
 

  

)      الشرط  )0 0y x y=يسمى الشرط البدئي   

  مثال
' المعادلة التفاضلية نحل          3 2y y= − + 

'حلول المعادلة التفاضلية      3 2y y= − 3 بـ حيث  \ هي الدوال المعرفة على + 2
3

xx eλ −→ عدد حقيقي    λحيث  +

  .اعتباطي
  

III -  0 حل المعادلات التفاضلية=by+ay'"+y  
  طية من الرتبة تسمى معادلات تفاضلية خ) a,b(\∋2 حيثby+ay'"+y=0 المعادلات التفاضلية -1     

  ت المعاملات الثابتة ذاالثانية        
   بعض الحالات الخاصة-2     

0aا آان ذ ا-                  * b= '' فان = 0y =   

                         ( ) ( ) ( )2" 0 ' ; ' 'y k y x k k k y x kx k= ⇔ ∃ ∈ = ⇔ ∃ ∈ = +\ \  

''دلة                   الحل العام للمعا 0y x' هي مجموعة الدوال = kx k→ ) بحيث + ) 2; 'k k ∈\  

0bا آان ذ  ا-                 * '' فان = ' 0y ay+ =  

                         ( )" ' 0 ' ' ' 0y ay y ay+ = ⇔ + ' حل للمعادلة y'نه     وم= 0z az+ =  

)                          و بالتالي   )' axy x eλ    عدد حقيقي اعتباطي λ بحيث =−

''ن الحل العام للمعادلةذ                ا ' 0y ay+ axxي الدوال الأصلية  ه= eλ −→   

)أي الدوال                                      ) 2; axx e
a
λλ µ µ−−

∈ → +\  

) حل المعادلة التفاضلية – 3       ) ( ); 0;0 ; : " ' 0a b E y ay by≠ + + =  



          a(-لتكن  تذآير    f وg دالتين معرفتين على نفس المجال I  

)  متناسبتين ادا و فقط ادا آان  gو f                          تكون    ) ( )k x I g x kf x∃ ∈ ∀ ∈ =\  

         (b 1   ليكنy 2 وy حلين للمعادلة  E و ليكن  ( ) 2;α β 1  بين أن \∋ 2y yα β+ حل للمعادلة E   

  خاصية  
:  حلين للمعادلة 2y و 1yا آان ذا         " ' 0E y ay by+ + ) و آان = ) 2;α β 1  فان \∋ 2y yα β+   

  .Eللمعادلة          حل  
  خاصية  

:آل حل للمعادلة التفاضلية        " ' 0E y ay by+ +   .E هو تأليفة خطية لحلين غير متناسبين   للمعادلة =

:   لايجاد حل العام للمعادلة التفاضلية ملاحظة   " ' 0E y ay by+ +    يكفي أن نجد حلين خاصين غير متناسبين =

  (d–حل المعادلة التفاضلية ( ) 2; ; : " ' 0a b E y ay by∈ + + =\  

;            لنبحث عن حلول من نوع   : rxr y x e∈ →\     

          y  2 حل للمعادلة 20 0x x xr ar b r e are be E+ + = ⇔ + + = ⇔    

2 حل للمعادلة rا آان ذن اذ             ا 0r ar b+ + rxx فان الدالة = e→ حل للمعادلة E  
  

  خاصية
2المعادلة      0r ar b+ + )  تسمى المعادلة المميزة للمعادلة التفاضلية = ) 2; ; : " ' 0a b E y ay by∈ + + =\  

2ه المعادلة هو ذمميز ه     4a b−  
2ا آان  ذ ا 1 الحالة 4 0a b− 2   فان ; 0r ar b+ +    .2r و 1r تقبل حلين مختلفين  =

2            الدالتان  1;r x r xx e x e→   E  حلان خاصان للمعادلة التفاضلية →

2            نلاحظ أن  1;r x r xx e x e→     غير متناسبين →

1 هي الدوال Eن حلول المعادلة ذ            ا 2r x r xx e eα β→   . عددان اعتباطيانβ و α  حيث  +

2ا آان  ذ  ا  2الحالة  4 0a b− 2   فان = 0r ar b+ +    .r تقبل حل مزدوج =

rxx            الدالة  e→ل للمعادلة  حE  .    نبين أنrxx xe→  حل للمعادلةE.     

rxx            الدالتان  e→و rxx xe→ غير متناسبتين لأن  
rx

rx
ex x
e

  .  غير ثابتة→

) هي الدوال Eن حلول المعادلة ذ            ا ) rxx x eα β→    عددان اعتباطيانβ و α حيث +

2ا آان  ذا  3الحالة  4 0a b− 2   فان ≻ 0r ar b+ + 1r تقبل جذرين مترافقين  = p iq= 2r و + p iq= −   ( )0q ≠  

             ( )1 cos sin cos sinr x px px pxe e qx i qx e qx ie qx= + = +  

cos           نبين أن الدالتين  ; sinpx pxx e x x e x→   . E  حلين للمعادلة →

لاحظ                                                  
24;

2 2
a b ap q

 − = − =
 
 

  

cosالتين أن الد           و بما  ; sinpx pxx e x x e x→     غير متناسبتين فان حلول المعادلة التفاضلية →

         E   هي  الدوال ( )cospxx e qx sixqxα β→   . عددان اعتباطيانβ و α حيث +

     خاصية 

)  E:لتكن المعادلة التفاضلية            ) 2; ; : " ' 0a b E y ay by∈ + + 2  و لتكن\= 0r ar b+ + =   

  المعادلة المميزة         
2ا آان  ذ  ا-    *     4 0a b− 2   فان المعادلة المميزة لها جدرين مختلفين  ; 1;r r   

1الدوال  هي E  و حلول المعادلة         2r x r xx e eα β→    عددان اعتباطيانβ و α   حيث +

2آان  ا ذ ا-  *    4 0a b−    .r تقبل حل مزدوج   المعادلة المميزة   فان=

)  هي الدوالEحلول المعادلة                  و  ) rxx x eα β→    عددان اعتباطيان  β و α حيث +

2آان  ا ذ  ا-     * 4 0a b− 1r تقبل جذرين مترافقين    المعادلة المميزة   فان≻ p iq= 2r و + p iq= −     



) هي  الدوال   Eحلول المعادلة التفاضلية       و  )cospxx e qx sixqxα β→    عددانβ و α حيث +

  . اعتباطيان     
)ي يحققذالحل ال  ) ( )0 0 0 0' ' ;y x y y x y= =   

)ق الشرطين      يحقE للمعادلة التفاضلية  وحيد        يوجد حل ) ( )0 0 0 0' ' ;y x y y x y= =  

)        الشرطان    ) ( )0 0 0 0' ' ;y x y y x y=   .  يسميان الشرطين البدئيين =

  .        يمكن إعطاء شرطين بدئيين آخرين
    ملاحظة

)    لدينا           ) ( )cos sin cos sin cos cos sin sin cosqx qx k qx qx k qx qx k qx
k k
α βα β ϕ ϕ ϕ + = + = + = − 
 

   

2            بوضع   2cos ; sin ; k
k k
α βϕ ϕ α β= = = +  

2ا آان  ذ         تستنتج ا 4 0a b− ) فان ≻ )cospxx ke qx ϕ→    اعتباطيانϕ وk حيث −

 حل المعادلة   - 1    تمرين
5" 2 ' 0
4

y y y+ − ) حيث 1y    و حدد الحل الخاص = ) ( )1 1' 0 1 ; 0 1y y= − =  

" حل المعادلة -2              4 ' 4 0y y y+ + =    
" حل المعادلة  -3             2 ' 5 0y y y+ + =    

  الجواب   

2 مميز ∆ ليكن  -1      52 0
4

r r+ − معادلة    المعادلة المميزة لل=
5" 2 ' 0
4

y y y+ − =  

              4 5 9∆ = + 1 ومنه =
2 3 1
2 2

r − +
= 2 و =

2 3 5
2 2

r − −
= = −    

الدوال هي حلول المعادلة               ومنه
1 5
2 2
x x

x e eα β
−

→    عددان اعتباطيانβ و α   حيث +

) حيث 1yالحل الخاص لنحدد       ) ( )1 1' 0 1 ; 0 1y y= − =  

)        لدينا  )
1 5
2 2

1
x x

y x e eα β
−

= ) ومنه + )
1 5
2 2

1
5'

2 2
x x

y x e eα β −
= −  

                           
( )
( )

1

1

110 1 1 2
5 5 2 11' 0 1

2 2 2

y

y

α β αα β
α β α β β

+ = = = + =  ⇔ ⇔ ⇔   − = −− = −= −    = 

  

) اذن                          )
1 5
2 2

1
1
2

x x
y x e e

− 
 = +
 
 

  

2  مميز- 2     4 4 0r r+ + "   المعادلة المميزة للمعادلة = 4 ' 4 0y y y+ + 2r  منعدم ومنه = = −  

) هي الدوال Eحلول المعادلة                  و  ) 2xx x eα β −→    عددان اعتباطيانβ و α حيث حيث +

2 مميز- 3     2 5 0r r+ + "   المعادلة المميزة للمعادلة = 2 ' 5 0y y y+ + )  هو = )24 20 16 4i∆ = − = − =  

1                   ومنه  1 2r i= − 2  و − 1 2r i= − +  

) هي الدوال Eحلول المعادلة                  و  )cos 2 2xx e x six xα β−→    عددان اعتباطيانβ و α حيث حيث +

 حالات خاصة
0aا آان ذ ا-         * "لول المعادلة التفاضلية   فان ح; 0y ay+     بما \  هي الدوال المعرفة على =

cosيلي               sinx ax axα β→ ) حيث + ) 2;α β ∈\.  

0aا آان ذ ا-  *        "اضلية   فان حلول المعادلة التف≻ 0y ay+     بما \  هي الدوال المعرفة على =

axيلي             axx e eα β− − −→ ) حيث + ) 2;α β ∈\.  



"  حل المعادلتين مثال     4 0 ; " 2 0y y y y− = + =  

"        حلول المعادلة 2 0y y+ cos هي الدوال المعرفة بـ= 2 sin 2x x xα β→ ) حيث + ) 2;α β ∈\.  

"حلول المعادلة         4 0y y− =" 2 0y y+ 2 هي الدوال المعرفة بـ= 2x xx e eα β −→ ) حيث + ) 2;α β ∈\.     
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     مـجـمـوعـة الـحـلـول الـمـعـادلـة
 

'y a y b= +

b

 
 

a معلومان عددان و 
 

( )a x bk e
a

⋅= ⋅ −k ∈ ( )y x حيث .   

    
2 :المعادلة المميّزة 0r a r b+ ⋅ + =  

 
  جذري المعادلة المميّزة وليكن

( ) (r x r⋅ ⋅

1r

 (:لدينا
  

   
0∆ =

r

e⋅

 
  جذر المعادلة المميزةنليك

( )( ) ( ) r xy x A x B ⋅= ⋅ +  .:لدينا
  

   

 
 

a عددان معلومان و 

 
p  الجذران وqليكن i+

 :العقديان للمعادلة المميزة، لدينا
( ) ( cos( ) sin(p xe qxλ µ⋅= ⋅ + 

  

    
   حــالات خــاصّــة

" 0 :مجموعة حلول 'y ay+ =

1 2( ) a xy x k e k−= ⋅ +    .:تكتب على شكل

 مجموعة حلول
sin( )x

2" 0y yω+ ⋅ =

1 2( ) cos( )y x k x kω ω= +    هي على شكل

"2 :مجموعة حلول 0y yω− ⋅ =
( ) (

1 2( ) x xy x k e k eω ω−= ⋅ + ⋅    .(:تكتب على شكل

   

   

 1  
 

y :تفاضلية التالية التي تحقّق المعادلة الحدّد في كلّ حالة الدوال 

1   (1" 0
2

y y+ =

2

. 

   (.@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@ 

" . وو ) 3    9y y+ ='(0)y =

و ) 4    " 4y y+ =( )
2

y π  . و1=
 

 2 
)أنّ تحقّق )1 )

22( )
xxf x e

x
−+

= :ل⋅   حلّ 

) هي حل ل فإنّ حلاًّ له إذا كانبيّن أنّ )أ )2 )∗( )y f−  

  استنتج حلول)ب   
 

 3                               
 

)2 .:حدّد حلول المعادلة التّفاضلية) أ )1   ) : " 0E y yπ+ =

Y(0,5) 0,5Y =

" 4 ' 4 0y y y+ + =

" 2 ' 3 0y y y+ − =

' 5 0y y+ =

" 11 ' 10 0y y y+ + =

" 4 ' 13 0y y y− + =

" 2 ' 5 0y y y− + =

' 2 4y y− =

3 ' 1y y+ =

 

) . و و التي تحقّق  حدّد الدالة )  ب   )E(0) 1Y =
 

 .: المعادلة التفاضليةحدّد مجموعة حلول )2  
 

 .:حدّد مجموعة حلول المعادلة التفاضلية )3  
 

 .:حلّ المعادلة التفاضلية )4  
 

 .:حدّد مجموعة حلول المعادلة التّفاضلية )5  
 

 .:حدّد مجموعة حلول المعادلة التّفاضلية )6  
 

 .:حدّد مجموعة حلول المعادلة التّفاضلية )7  
 

 .:لة التفاضلية حلّ المعاد)8  
 

 .: حلّ المعادلة التفاضلية)9  
 

 4 
 

)2 : لتكن الدالة ) 3 4xf x e−= −

'y ay= +f
 

 . حلاّ لها تكونbحدّد معادلة تفاضلية من شكل 
 

 6 
f03  بحيث حل المعادلة حدّد الدالة  )1   'y y+ =

1(0)
3

f = −. 

:  للمعادلة حدّد الحلّ )2   g" 2 2 ' 2 0y y y− +
/ (0) 0g =

2( ) : ' 3 4 xE y y e −= − +

= 
(0) . و  بحيث    1g =
 

 : نعتبر المعادلة التفاضلية        7 
 

)λ2 . حلاًّ ل  بحيث تكون  حدّد العدد الحقيقي )1    ) xg x eλ −=( )E

( ) ( ) ( )h x f x g x= −f( )E

( ') : ' 3E y = −

( 'E( )E

 

4λ . حلّ ل  حيث  و نضع  )2    =

y. h حلّ للمعادلة       تحقّق أنّ 
 

 . و استنتج حلول ( حلّ )3   
 

 8 
) .0 :نعتبر المعادلة التفاضلية ) : ' 6 2E y y+ − =

f( )Ef

12

  يقبل عند النقطة  بحيث منحنى الدالة  حل حدّد الدالة 
 

 . مماسّاً معامله الموجّهأفصولها  التي
 

 9 
 

" .: حلّ المعادلة)1 2 ' 5 0y y y+ + =

'(0) 2f =f
 

f(0) استنتج دالة أصلية ل و  و بحيث حدّد الحل )2 0f =
 

 01 
: ل حدّد الحلّ)1 y9" 0

4
y y+ )2  و= )

3
y π

= /1 و− 4 3 3( )
3 2

y π −
=

( ) cos( )y x A xα ϕ= ⋅ +

 

Aαϕ .: بحيث و  و  حدّد الأعداد)2
 

0∆ >

2r
1 2( ) xy x e eλ µ= ⋅ + ⋅

9" 0
4

y y+ =

01(0) 1y =

0'( ) 3
2

y π
=

" ' 0y a y b y+ ⋅ + ⋅ =

b

0∆ <
p iq−

( ) ))y x qx

( )
2

3

1 2 4( ) : "
4

xxy y e
x

−+
∗ − =

y1" 0
4

y y− =

( )∗

 

تمارين حول  



العقدية     الأعداد 
I- ي ــة فـة الثانيــادلات من الدرجــالمع^  

 : دمــر منعـغي حقيقيذران المربعان لعدد ـالج -1

a- تعريــف : 

2z  : إذا وفقط إذا آان Zجذرا مربعا للعدد الحقيقي  zالعقدي نقول أن العدد  Z=.  
  

b- دمــر منعـغي حقيقيالمربعين لعدد  الجدرين دـتحدي : 

Z*  : 1 حالــة - +∈\ 

  . −Zو      Z همــا   Z  الجذران المربعان  للعدد
  
Z*  : 2 حالــة - −∈\ 

)    : لدينا )  Z Z= − −  

      ( )2  i Z= −  

        ( )2
  Z i= − −  

Z    همــا   Z الجذران المربعان للعدد   : إذن i− Z و           − i−        
  

3Z         : مثــال = −  
          23 i=  

  .−i 3و        i 3همــا    −3الجذران المربعان للعدد  إذن
  

  
  : ةـــخاصي

  .ربعـان مختلفـان ومتقابــلان لكل عدد حقيفي غيـر منعــدم جـذران م  
  

 ^ ي ــة فــة الثانيــادلات من الدرجــالمع -2

 : تعريـــف -

2  المعادلة التي تكتب على شكــل         0a z b z c+ + =  
0aأعداد حقيقية و     cو   a  ،b  : حيث   عدد عقدي مجهول ،  zو    ≠

  .^معادلــة من الدرجــة الثـانيـة  فــي تسمــى  
  

 : ^ حــل المعـادلات مـن الدرجــة الثـانيــة -

0aأعداد حقيقية  حيث     cو   a  ،bلتكن  ≠.  

)        : لدينا ) 2 2 :           0               0b cE a z b z c z z
a a

+ + = ⇔ + + =  

         
2 2

2
2 2      2          0

2 4 4 
b b b cz z
a a a a

⇔ + + − + =  

 
2 2 2

2 2

4            
2 4 4 
b b a bz
a a a

⎛ ⎞⇔ + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

2 2

2

 4          
2 4 
b b a cz
a a

−⎛ ⎞⇔ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

 óčánm 



b  4   2    : نضع a c∆ = −  

  .∆أحد الجذرين المربعين للمميز  δوليكن 

)     : إذن )
2 2

2 2 :               
2 4 4 
bE z
a a a

δ∆⎛ ⎞⇔ + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

      
2 2

        
2 2 
bz
a a

δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇔ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

    
2 2 
bz
a a

δ−
+           أو  =

2 2 
bz
a a

δ
⇔ + =  

      
2 

bz
a
δ− −

              أو     =
2 

bz
a
δ− +

⇔ =  

)    حل المعادلة  : ومنه ) 2:          0E a z b z c+ + =  

;            : هــــو    
2 2 

b bS
a a
δ δ− + − −⎧ ⎫= ⎨ ⎬

⎩ ⎭
  

  : خاصيـــة

2المعادلــة    حلي        0a z b z c+ + 0aيث  ح     = )و     ≠ ) 3, ,   a b c ∈   : همـــا  \

2
   

2 
bz

a
δ− +

1  و      =
   

2 
bz

a
δ− −

=  

  
  

  : اتـــتطبيق

  : المعـادلات التـاليــة ^حــل فــي   
1(      2    1  0z z+ + =  

b  4   2    : لدينا       a c∆ = −  

                  1  4= −  

                      3= −  

            23 i=  

               ( )2
3 i=  

S 3   : إذن       i=  

    : ومنه حلي المعادلة همــا      

2
1  3   

2
iz − +

1  و     =
1  3   

2
iz − −

=  

;      3  1 3  1    : ومنه          
2 2

i iS
⎧ ⎫− − − +⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

  

2(      2
2

1 2     0
cos  

z z
θ

+ + =  

    0    : حيث      
2
πθ≺ ≺  



            2
2

1  2     0
cos  

z z
θ

+ + =  

              2

4  4  
cos  θ

∆ = −  

                 2

1 4 1  
cos  θ

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

                 
2

2

cos    1 4 
cos  

θ
θ

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

                     
2

2

sin   4 
cos  

θ
θ

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

               2 4 tan  θ= −  

              ( )22  tan i θ=  

tan iδ  2     : إذن θ=  

    : الحليــن همـــا  : ومنه

      1
2  2  tan   1   tan

2
iz iθ θ−

= = −  

          2
2  2  tan   1   tan

2
iz iθ θ+ +

= = + +  

}    : إذن }  1   tan    ;    1   tanS i iθ θ= − +  

  : 2طريقـــة 

2    : لدينا     1 2     0
cos  

z z
θ

− + =  

2    : أي     2  2   1  tan    0z z θ− + + =  

)       : إذن     )2 21   tan  z θ− = −  

          ( ) ( )2 21    tanz i θ− =  

tanz   1    : إذن     i θ− = tanz   1       أو         − i θ− =  

         1   tanz i θ= tanz   1      أو         − i θ= +  

}    : إذن     }  1   tan    ;    1   tanS i iθ θ= − +  
  .أآتب الحليــن علـى الشكــل المثـلثـي

1        : لدينا       1   tanz i θ= −  

                           sin 1   
cos

i θ
θ

= −  

              ( )1  cos    sin
cos

iθ θ
θ

= −  



         ( ) ( )( )1  cos    sin
cos

iθ θ
θ

= − + −  

,   cosθ≺       1  0لأن     
cos

θ
θ

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦
  

  
2        : ولدينا   1   tanz i θ= +  

          ( )1  cos    sin
cos

iθ θ
θ

= +  

                  1   ,   
cos

θ
θ

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
  

  : ملاحظــــة

       : إذا آانت
2
π θ π≺ ≺  

cos      : فإن    0θ ≺  

)      : إذن )1
1   cos    sin

cos
z iθ θ

θ
= +  

        ( ) ( )1  1  cos    sin
cos

iθ θ
θ

−
= − +  

            [ ] [ ]1  1 ,   1 ,  
cos

π θ
θ

−
=  

                 [ ]1  1  ,   
cos

π θ
θ

−
= +  

                   1   ,   
cos

π θ
θ

−⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
  

  

        

[ ] ( )( )
( )

[ ]
                   

   ,      cos    sin

cos    sin

,

     

                        

R r R r i

R r i

R r

θ θ θ

θ θ

θ

⋅ = +

= ⋅ +

=

  

  
II - صيغــة مـوافــر وصيغـتــا أوليـــر : 

 M o i v r eصيغـــة      .1

]    ليكن ]  ,  u r θ=  

1nnu        نعلم أن u= =  

  [ ]arg      2 nu n θ π=  

]      : يعني أن ] [ ]1 ,   1 ,  m mθ θ=  
 

  
( )cos   sin   cos      sin   ni n i nθ θ θ θ+ = +  

  



  .تسمى هـذه المتساويـة بصيغـة موافــر
  .تطبيقــات صيغـة موافـر

)    : أنشر -1 )2cos   siniθ θ+ 

)      : لدينا )2 2cos   sin   cos   sin   2  cos  sini iθ θ θ θ θ θ+ = ⋅ +  

)                  : وبما أن )2cos   sin   cos  2    sin 2 i iθ θ θ θ+ = +  

    : فإن

      2 2cos  2   cos   sinθ θ θ= −  

     sin  2   2 cos  sinθ θ θ=  
  
  

)    : أنشر -2 )3cos   siniθ θ+ 

( )3 3 2 2 3cos   sin   cos   3 cos    sin   3 cos   sin   sini i iθ θ θ θ θ θ θ θ+ = + ⋅ − ⋅ −  

 ( ) ( )3 2 2 3 cos   3 cos  sin    3 cos  sin   siniθ θ θ θ θ θ= − + −  

)      : وبما أن )3cos    sin   cos 3   sin  3iθ θ θ θ+ = +  

        : إذن

      3 2cos  3   cos   3 cos  sinθ θ θ θ= −  

2 3sin  3   3 cos  sin   sinθ θ θ θ= −  
  
  : تعميــــم
)    : لدينا )cos   sin   cos      sin   ni n i nθ θ θ θ+ = +  

)      : إذن )( )cos      cos    sin nn e iθ θ θ= ℜ +  

( )( )sin     Im  cos    sin nn iθ θ θ= +  

 : صيغـتــا أوليــر .2

  : دمــر منعـدي غيــدد عقــي لعــز الأسـيـالترم  : 2-1

ie  نرمز بالرمز θ  حيث  θ   .θوعمدته   1للعدد العقدي الذي معياره    \∋

    : أي

        [ ]   cos    sin   1 ,  ie iθ θ θ θ= + =  

  : ةــأمثل

1-          
 
2  cos     sin    

2 2
i

e i i
π π π

= + =  

2-    
 
3 1 3 cos     sin       

3 3 2 2
i

e i i
π π π

= + = +  



  : ملاحظــة

]    : إذا آان  -1 ]  ,  z R θ=  

iz       : فإن R e θ= ⋅  

  

]    : إذا آان -2 ] [ ]2 1arg    2      ;    arg    2z zα π θ π≡ ≡  

]    : فإن ]1
1 2

2

arg           ;    arg       2z z z
z

θ α θ α π≡ − × ≡ +  

( ) ( )
 

    
         ;         

i
i ii i

i

e e e e e
e

θ
θ α θ αθ α

α
− += ⋅ =  

3-      n∀ ∈]  

[ ]arg     arg   2nz n z π=  

   ( )     
ni i ne eθ θ=  

        0  1e =  

       1ie π = −  
 : رــا أوليــصيغت   : 2-2

cos        : لدينا     sin  ie iθ θ θ= +  
  cos     sin  ie iθ θ θ− = −  

      : إذن
   cos    

2

i ie eθ θ

θ
−+

=  

   sin    
2 

i ie e
i

θ θ

θ
−−

=  

  .نسمي هاتين المتساويتين بصيغـتــي أوليــر
  : ةــملاحظ

    
     cos     

2

i n i ne en
θ θ

θ
−+

=  

  
     sin     

2 

i n i ne en
i

θ θ

θ
−−

=  

  : تطبيقــات صيغتــا أوليـــر

  La linéarisation    الاخطـــاط

  : مثــــال

2cos    أخطــط  -1 θ  
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        : لدينا
   cos    

2

i ie eθ θ

θ
−+

=  

       
( )2  

2
  

cos    
4

i ie eθ θ

θ
−+

=  

)        : إذن )2  2  1      2
4

i ie eθ θ−= + +  

         ( )1 1   2 cos  2
2 4

θ= +  

    1 1   cos  2
2 2

θ= +  

2sin   أخطــط   -2 θ  

        : لدينا
   sin    

2 

i ie e
i

θ θ

θ
−−

=  

      : إذن
2  2  

2    2sin    
4

i ie eθ θ

θ
−+ −

=
−

  

          
2  2  1   1   

2 2 2

i ie eθ θ−⎛ ⎞+
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

  1 1 cos  2   
2 2

θ= − +  

3cos   أخطــط  -3 θ  

  
   cos    

2

i ie eθ θ

θ
−+

=  

( )3 3  2    2  3  1cos       3    3   
8

i i i i i ie e e e e eθ θ θ θ θ θθ − − −= + ⋅ + ⋅ +  

      ( )( )3   3    1       3   
8

i i i ie e e eθ θ θ θ− −= + + +  

    ( )1  2 cos  3   6 cos
8

θ θ= +  

         1 3  cos  3    cos
4 4

θ θ= +  

    : إذن

      3 1 3cos    cos  3    cos
4 4

θ θ θ= +  

  : تعريـــف

cosnالإخطاط هو آتابة   x        وsinn x     بدلالـةcos   k x      وsin   k x.  

     M o i v r eغــة الإخطــاط باستعمـال صي

cos       : نضع    sinz iθ θ= +  



 cos    sinz iθ θ= −  

  1z z =  

2  sin     i z zθ = cos 2  و     −     z zθ = +  

 cos     sin  nz n i nθ θ= +  

 cos     sin  nz n i nθ θ= −  

   1n nz z⋅ =  

2  sin      n ni n z zθ = cos     n 2  و  − nn z zθ = +  
3cos  أخطط θ  

cos 2        : لدينا     z zθ = +  

      ( )338 cos     z zθ = +  

  3 2 2 3  3   3    z z z z z z= + + +  

          ( )3 3    3   z z z z= + + +  

      2 cos  3   3 2 cosθ θ= + ×  

        1 3 cos  3    cos
4 4

θ θ= +  

 
للدورانلتمثيل العقدي ا  
 

 المستوى العقدي منسوب الى معلم م م  م
                               θ ) زاويتهو )ωΩ الدوراننعتبر          rالذي مرآزه       

( ) ( ) [ ], 2

M M
r M M

M M θ π

′Ω = Ω⎧⎪′= ⇔ ⎨
′Ω Ω ≡⎪⎩

JJJJG JJJJJG لدينا       

[ ]arg 2

z z
z
z

ω ω
ω θ π
ω

′⎧ − = −
⎪
⎨ ′ −

≡⎪ −⎩

اذن       

( )iz e zθω ω′− = − ومنه      
 

 خاصية
 

θ ) زاويتهو )ωΩ مرآزه الذي للدوران التمثيل العقدي            

( )iz e zθω ω′− = − هو       
 

  

  

 



 óî‡ÕÉÜa@†a‡Èÿa  óčánm @
 
 10   

 : المعادلات التّاليةحلّ في 

: 2(cos ) 1 0 , [0,zα α− + = ∈
 

2
1 : 1E z z− + = ]π 0 

2
3 : (5 3 ) 1 0E z i− + =  

2
5 : 6 13E z z− + = 02

6 : 2(1 cos ) 2(1 cos ) 0E z zθ θ− − + − = 
2

7 : ( 1) 13E z z+ = − 0 

2
2E z

4 : (E i

θضع  بيّن أنّ ن ]0, [ , [1; ]zθ π∈ =:]. 
22) 6( 2) 7 0z iz+ − + − =

2
8 : 2(1 3 ) 5 2 3E z z− + + + =

 
 20   

4:  .نعتبر الحدودية 3 2( ) 2 3 2 2P z z z z z= − + − +

2 2( ) ( 1)( )P z z z az b= + + +

2 2 2z z− + =

( ) 0P z =

 

 ab .: بحيثو   حدّد )1   
 

0: ة . المعادل حلّ في )أ) 2   
 

  .: استنتج حلول المعادلة)ب      
 
 30   

  )الأسئلة مستقلّة فيما بينها( 
 

2:أكتب على شكل أسّي الأعداد )1    2
3
iA
i

−
=

+
1 و 3

3 1
iB

i
+

=
−

)12 و 1 )C i= − + 
 

3)20073 . عدد حقيقي سالب:  تحقّق أنّ)2    )
i

D e
π

=
 

6: د أكتب على الشّكل الجبري الأعدا)3   
π

5
i

E e=  . و ⋅
5
43

i
F e

π

= ⋅

21 iG e θ= +

( 1 iΩ − +

 

: ي . حدّد معيار و عمدة العدد العقد)4   
 

(  و زاويته  أكتب التمثيل العقدي للدوران الذي مركزه)5   
4
π

x4sin x

. 
 

3 . و cos أخطط )6   

 
 40   
 

i4(تحقّق أنّ .:  و استنتج حلول المعادلة )1    2 21 ( 1)( )(z z z i z− = − − +4 1z =

): ادلة المع حلّ في )2    ). 14

1
z i
z
−

=
+

 
 50  

 نعت
 . نضع من    لكلّ    11 

*بر المعادلة  2( ) : , (1 ) 0E z z i z∈ − + =

( )E

( )E

 

لة د على الشّكل الجبري حلول المعاد حدّ)1   
لة  )2007 / 2006من فرض منزلي            ( . حدّد على الشّكل المثلّثي حلول المعاد)2   

)s و co استنتج )3   
12
π.  )sin( )

12
π

z\{−1} : نضع من لكلّ        60 
2

( )
1

izf z
z

=
+

  )93/94بكالوريا من (      .
 

1 3( ) [ ,
22cos( )

2

f z θ π
θ

+
=

 

 70   
 

I   (1(02:دلة . الحلاّن بحيث و،  المعا حلّ في 2 4z z− + =12z1Im( ) 0z >

2008
1z

z
 

) أكتب العدد )2      . على الشّكل الأسي ثمّ على الشّكل الجبري(
 

II   (1( ّ1) أثبت أن 3A i+ O. (1 تنتميان إلى الدّائرة التي مركزها و( 3)B i−

2 cm

'OO1rO

 

 . أنشئ الشّكل، الوحدة )2      

 و زاويته  الذي مركزه  بالدوران  صورة حدّد لحق )أ) 3      
2
π−

'BB2rA

. 

 و زاويته  الذي مركزه  بالدوران  صورة حدّد لحق )  ب      
2
π

IOBAI

' '

. 

] منتصلتكن  )أ) 4       ف  .حدّد لحق المتّجهة . [
Oة  هو  أثبت أنّ لحق المتّجه)ب          B. 

ث يم  . بالنّسبة للمثل ماذا يمثّل المستق)ج         
3 3 i−

( )AI' 'AO B

 

)2: نعتبر             80  )
1
zg z
z

=
−

θحيث  . ]0, [ , [1; ]zθ π∈ =

 

):بيّن أنّ )1    )
2sin
ig z
θ

)1  )95/96بكالوريا من (  .[ و = ) [ ;
2sin 2

z g z πθ
θ

⋅ = +
 

0:  ليكن)2   
3
2
iz +

=6
0 0( ( )z g z⋅ (: دد  .، أكتب على الشّكل الجبري الع

 

]2 :نعتبر العددين العقديين       01  2 , ]
3

a π
] .  و= 2 3 , ]

6
b π
= −

 

): نعتبر النّقط) 1            4E3 و ) ( )F ab3  و ). 
(ّاوية  . مربّع الرباعيبيّن أنّثمّ  حدّد قياساً للز              

( 4H ab +

( ,OE OFOEHF

د أكتب العد) أ) 2           
2 2 3
a bZ = +

Z

 . على الشّكل الجبري

 .الشّكل المثلّثيعلى  أكتب العدد )   ب            

)5cos استنتج )ج              
12

)π و si.                   ) 5  )2005/2006فرض محروس منn( )
12
π

z:4 3 2( ) 6 24 18 63P z z z z z= − + − +

 

 

)ب  أحس)1 3P i و )). ( 3P i−
2 2( ) ( 3)(P z z z az b= + + + ( ab . بحيث و  حدّد )2

)ط  أنشئ النّق)أ) 3 3A i و )( 3)B i−3) و 2 3C i+ )3) . و 2 3)D i−

ED

 .ها تنتمي لدائرة محدّداً لحق مركزها و شعاعهابيّن أنّ )ب   

3بيّن أنّ، O باالنّسبة ل مماثلة لتكن)4
iC B

E B

z z
e

z z

π−
=

−
BEC   و استنتج طبيعة

 

 تمارين حول



 

 

( )1, 2,1A

    3Vالجـداء السلمـي في 
  
I- الجداء السلمي  

  : أنشطــة
 .Oومرآزه   1طول حرفه  ξمكعبا في الفضاء  ABCDEFGH ليكن -1

EG  : أحسب الجداءات السلمية التالية EC⋅
JJJG JJJG

       ،DF DH⋅
JJJG JJJJG

       ،DB AC⋅
JJJG JJJG

        ،DB EG⋅
JJJG JJJG

      ،OB HF⋅
JJJG JJJG

.  
  

                  B      A  
  C            D  

  
  
                   F      E  
            G          H  

2 2 2 2EG EC EG EH HG⋅ = = + =
JJJG JJJG

  
     2 1DF DH DH DF DH⋅ = ⋅ = =

JJJG JJJJG JJJJG JJJG
  

)      نلأ                 )0   DB AC DB AC⋅ = ⊥  
JJJG JJJG JJJG JJJG

  

                      0DB EG DB AC⋅ = ⋅ =
JJJG JJJG JJJG JJJG

  

              1 
2

OB HF HB HF⋅ = ⋅
JJJG JJJG JJJG JJJG

  

                    
21

2
1

HF=

=
  

)م .م.منسوب إلى م ξالفضاء  -2 ), , ,O i j k
GG G

. 

)أنشئ النقطة  )1, 2,1A.  
              z  
  

 
  
             1  
        

             y        2           1       O  
                        1      
  
                  x  
  : تذآيـر
  : بحيث P ثلاث نقط من المستوى A ،B ،C و  2Vمتجهتين من المستوى المتجهي  vGو uG نتإذا آا

v AC=
JJJGG       و  u AB=

JJJGG  
u               : فإن  v AB AC⋅ = ⋅

JJJG JJJGG G  
    'AB AC= ⋅  

)على  Cهي المسقط العمودي للنقطة  C'  : بحيث )AB.       C  
        

  
  
               B         'C      A  

  



 

 

  : تعريـف
  : تعريف الجداء السلمي من المستوى إلى الفضاء وذلك آما يلي يمكن تحديد

vبحيث  ξأربع نقط من الفضاء  Dو A ،B ،Cو   3Vمتجهتين من  vGو uGإذا آانت  CD=
JJJGG   وu AB=

JJJGG   فإنه توجد نقطة  

vبحيث  Eوحيدة  AE=
JJJGG   . والجداء السلمي للمتجهتينuG وvG  هو العدد الحقيقيu v⋅G G  بحيث :  

'u v AB CD AB AE AB AE⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅
JJJG JJJG JJJG JJJGG G  

)على   Eهو المسقط العمودي للنقطة  E'بحيث  )AB.  
  
              D  
                    C  
  

         E      
  

                      
               B          'E                  A    
  

  : الصيغة التحليلية للجداء السلمي
3V   ،0uمتجهتين من  vGو uGلتكن  ≠

G        0وv ≠
G.  

�  A ،B وC   ثلاث نقط منξ حيث :   u AB=
JJJGG        وv AC=

JJJGG  

⎡BACˆقياسا للزاوية  θوليكن  ⎤
⎣ ⎦.  

                      C  
                      

               
                   θ  

           B         'C    uG                A  
  

u v AB AC⋅ = ⋅
JJJG JJJGG G  

 'AB AC= ⋅  
0    : 1الحالة

2
πθ≤ ≤  

'cos AC
AC

θ =  

'  : إذن     cosAC AC θ= ⋅  
u'  : ومنه        v AB AC⋅ = ⋅

G G  
      cosu v AB AC θ⋅ = ⋅ ⋅

G G  
    أو  

      cosu v u v θ⋅ = ⋅ ⋅
G G G G  

  

      : 2الحالة
2
π θ π≤ ≤  

'u v AB AC⋅ = − ⋅
G G  

( ) 'cos AC
AC

π θ− =  

)                              : إذن   )' cosAC AC π θ= −  

)       : إذن   )cosu v AB AC π θ⋅ = − ⋅ ⋅ −
G G  

            cosu v AB AC θ⋅ = ⋅ ⋅
G G  



 

 

              cosu v θ= ⋅ ⋅
G G  

  
  
  : ةــخاصي

  3Vمتجهتين من الفضاء المتجهي  vGو uGإذا آانت       

u  : بحيث ξثلاث نقط من الفضاء   Cو A ،Bو       AB=
JJJGG  

v و       AC=
JJJGG    وθ  قياس الزاوية   ˆBAC⎡ ⎤

⎣ ⎦.  

cosu             : فإن       v AB AC θ⋅ = ⋅ ⋅
G G      

  
  

  : لجداء السلميخاصيات ا
  
  : تعامد متجهتين -1

  : خاصية
  .3Vمتجهتين من  vGو uGلتكن       

0v =
GG     0أوu =

GG      أوu v⊥
G G    ⇔    0u v⋅ =

G G  
  
  

  : منظم متجهة -2
  .3Vمتجهة من  uG لتكن

2uهو العدد الحقيقي الموجب  uGمنظم المتجهة  u=
G G    )2uG  هو المربع السلمي للمتجهةuG .(  

  
 : ساس والمعلم المتعامدانالأ -3

i لتكن
G

jو 
G

kو 
G

  .غير مستوائية 3Vثلاث متجهات من  

)نقول أن  ), ,i j k
GG G

  .3Vأساس متعامد في  

iآانت المتجهات  إذا
G

jو 
G

kو 
G

iمتعامدة مثنى مثنى،  وإذا آانت المتجهات  
G

jو 
G

kو 
G

)فإن الأساس واحدية    ), ,i j k
GG G

متعامد  

  .وممنظم
( ), ,i j k

GG G
  أساس متعامد وممنظم 

8  

1-    1i j k= = =
GG G

  

2-    j k⊥
GG

iو        k⊥
GG

iو        j⊥
G G

  

)  ونقول أن المعلم ), , ,O i j k
GG G

)متعامد وممنظم،  إذا وفقط إذا آان الأساس   ), ,i j k
GG G

  .متعامد وممنظم 

  
  : الصيغة التحليلية للجداء السلمي لمتجهتين في الفضاء

)موزد  بالأساس المتعامد والممنظم  3Vالفضاء المتجهي  ), ,i j k
GG G

.  

  : نعتبر المتجهتين
u xi yj zk= + +

GG GG  
' ' 'v x i y j z k= + +

GG GG  

( )( )' ' 'u v xi yj zk x i y j z k⋅ = + + + +
G GG G G GG G  

 ' ' 'xx yy zz= + +  
 
  



 

 

  : خاصيــة
  .3Vمتجهتين من  vGو uGلتكن 
)    : حيث )', ', 'v x y zG    و  ( ), ,u x y zG  
'      : لدينا ' 'u v xx yy zz⋅ = + +

G G  
  

  
  : خاصيــة

)لتكن  ), ,x y z     و( )', ', 'x y z  هما مثلوثي إحداثيات المتجهتانuG وvG  بالنسبة للأساس المتعامد          

)والممنظم  ), ,i j k
GG G

.  

' ' ' 0xx yy zz+ + =  ⇔      u v⊥
G G  

  
  : ملاحظـة

)    : إذا آانت  -1 ), ,u x y zG  

2    : فإن 2 2u x y z= + +
G  

)    : إذا آانت  -2 ), ,A A AA x y z      و  ( ), ,B B BB x y z  

)    : فإن ) ( ) ( )2 2 2
B A B A B AAB x x y y z z= − + − + −  

  
  

II - تطبيقات الجداء السلمي : 
  : 1تطبيـق 

)ليكن  )D  المستقيم المار من النقطةA حيث :    OA i j= +
JJJG G G

  
  : متجهة موجهة له حيث uGو

u i j k= − +
GG GG  

)اعط تمثيلا بارامتريا للمستقيم  -1 )D.  

)اعط معادلة ديكارتية للمستوى   -2 )P  المار منO والذي يحقق :  ( ) ( )D P⊥ 

)استنتج تمثيلا بارامتريا للمستوى  -3 )P. 
  

  : الجواب
  : الحالة العامة -1

M/         : لدينا D t AM tu∈ ⇔ ∃ ∈ =
JJJJG G\  

t ∈\                 
A

A

A

x x ta
y y tb

tcz z

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⇔ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠

  

t ∈\             
A

A

A

x x ta
y y tb
z z tc

= +⎧
⎪⇔ = +⎨
⎪ = +⎩

  

  
  : الحالة الخاصة

t ∈\    
1

 :   1
x t

D y t
z t

= +⎧
⎪ = −⎨
⎪ =⎩

  

  



 

 

2-        ( )     M P OM u∈ ⇔ ⊥
JJJJG G 

         0x y z⇔ − + =  
)    : ومنه معادلة )  :   0P x y z− + =  

  
0x        : لدينا -3 y z− + = 

x              : إذن y z= −  
y              : نضع α=         وz β=  

)    : إذن ) 2 /   ,
x
y
z

α β
α α β
β

= −⎧
⎪ = ∈⎨
⎪ =⎩

\  

)وهذا تمثيل بارامتري للمستوى  )P.  
  

  : 2تطبيـق 
  .طة ومتجهة منظميةتحديد مستوى بنق

u   : بحيث.  ξمن الفضاء  Mحدد مجموعة النقط  AM k⋅ =
JJJJG GG    في الحالات التالية :  

a-   0k =       ،  ( )1,1,1A    و  ( )1, 2, 1u −
G.  

)    : لدينا )1, 1, 1AM x y z− − −
JJJJG

  

)      : و )1, 2, 1u −
G  

0u      : و AM⋅ =
JJJJGG  

)    : إذن ) ( ) ( )1 1 2 1 1 1 0x y z− + − − − =  

0AM  : من الفضاء بحيث Mمجموعة النقط   : إذن u⋅ =
JJJJG G 2  : المعادلة هي المستوى ذو 2 0x y z+ − − =  

  
b-   2k =    ،  ( )1,0,1A     ,     ( )1,1, 2uG  

)    : لدينا )1, , 1AM x y z− −
JJJJG

  

2AM      : و u⋅ =
JJJJG G  

( ) ( )1 1 2 1 2x y z− + + − =  
2 5 0x y+ + − =  

  
  : خاصيــة

)إذا آانت  � ), ,n a b cG    حيث( ) ( ), , 0,0,0a b c )منظمية على المستوى   ≠ )P فإن  ،     

  0ax by cz d+ + + )معادلة ديكارتية للمستوى    = )P   حيثd ∈\. 

)إذا آانت معادلة  � )P 0   تكتب على شكلax by cz+ + = 

)فإن المتجهة  ), ,u a b cG   منظمية على( )P.  
  
                   ( ), ,u a b cG  

     ( )P  
                

  
            ( )0ax by cz d+ + + =  

  
  
 



 

 

  : 3تطبيـق 
)المنسوب إلى م م م  ξنعتبر في الفضاء  ), , ,O i j k

GG G
)المستوى   )P الذي معادلته هي :  ( )3 2 4 0P x y z− + − =  

)والنقطة   )0, 2,1A )من  − )P.  

)حدد تمثيلا بارامتريا للمستقيم  -1 )D  الذي يمر منA  ويقبل( )1, 1, 2u − −
G متجهة موجهة له. 

)  : تحقق أن ) ( )D P⊂    

2- H وK   411,0هما المسقطان العموديان على التوالي للنقطة,
2

B −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

)على    )P و( )D. 

 .Kو Hحدد إحداثيات آل من 
u  أحسب الجداء السلمي  -3 KH⋅

JJJGG    واستنتج أن المستقيم( )D  عمودي على المستوى( )BKH. 
  : الجواب

1-       :   2
1 2

x t
D y t

z t

=⎧
⎪ = − −⎨
⎪ = −⎩

  

)  : لنتحقق أن ) ( )D P⊂  

( ) ( )3 2 2 1 2 4 3 2 2 4 4t t t t t t− − + − − = + + + − −  
     0=  

)    : إذن ) ( )D P⊂  
  
)      : لدينا -2 ) ( )H P∈ ∆ ∩ 

)  : حيث )والعمودي على  Bهو المستقيم المار من  ∆( )P.  

)    : ولدينا )
1 3

  :   /   
41 2
2

x t
y t t

z t

⎧
⎪ = +
⎪

∆ = − ∈⎨
⎪ −⎪ = +
⎩

\  

)      : و )  :   3 2 4 0P x y z− + − =  

)    : إذن ) ( ) 413 1 3 2 2 4 0
2

t t t−⎛ ⎞+ − − + + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

3 9 41 4 4 0t t t+ + − + − =  
14 42t =  

  3t =  

,2910          : ومنه 3,
2

H −⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

u  : لنحسب -3 KH⋅
JJJGG 

)      : لدينا )1, 1, 2u − −
G  

      33,6,
2

KH −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

JJJG
  

3      : إذن 6 3 0u KH⋅ = − + =
JJJGG  

BK        : وبما أن u⊥
JJJG G  

KH          : و u⊥
JJJG G  

)            : فإن ) ( )  D BKH⊥  
  



 

 

  : خاصية وتذآير
  

)متجهة موجهة للمستقيم  nGلتكن      )D   .وuG وvG   متجهتان موجهتان للمستوى( )P.  

)يكون  � ) ( )D P⊥  إذا وفقط إذا آان u n⊥
G G        وv n⊥

G G. 

)يكون  � ) ( )D P⊥  إذا وفقط إذا آانتnG  منظمية على( )P.  

  .تعامد مستويين  : 4تطبيـق 
)للمستوى  ديكارتية أعط معادلة  1 )P ين المار من النقطت( )1, 2,0A )و  − )3,1, 2B )وعمودي على  − )Q  المستوى

3ذوالمعادلة    7 2 0x y z− + =.  
)        : لدينا )4, 1, 2AB − −

JJJG
  

             ( )3, 7, 2n −
G  

( ) ( ) det , , 0M P AM n AB∈ ⇔ =
JJJJG JJJGG  

      
1        3 4
2      -7       -1   =  0

             2 -2

x
y
z

+
⇔ −  

  : 1ط

    ( ) ( )
7 1 3 4 3 4

1   2     0
2 2 2 2 7 1

x y z
− −

+ − − + =
− − − −

  

( ) ( )16 1 14 2 25 0x y z+ + − + =  
16 14 25 12 0x y z+ + − =  

  
  : 2ط

    
1           3          4

 2      7       1
                2       2

x
y
z

+

⇔ − − −
−

1           3
  2      7

               2

x
y
z

+
− −  

  ( ) ( ) ( ) ( )14 1 3 8 2 28 2 1 6 2 0x z y z x y+ − + − + + + + − =  
16 14 25 12 0x y z+ + − =  

  
)أدرس تعامد المستويين   2 )P  و( )Q في الحالتين التاليتين :  

a-     ( ) : 2 5 0P x y z− − =  

  ( ) : 2 3 0Q x z+ − =  
  

)  : لدينا )1 2, 5, 1n − −
G   منظمية على( )P.  

)  : ولدينا )2 1,0, 2nG   منظمية على( )Q.  
1      : و 2 2 2 0n n⋅ = − =

G G  
)       : إذن ) ( )P Q⊥  

  
b-     ( ) : 3 2 5 0P x y z− − − =  

    ( ) : 4 3 2 0Q x y z+ − + =  
  

)    : لدينا ) ( ) ( )3 1 1 4 2 3 3 4 6× + − × + − × − = − +  



 

 

         5 0= ≠  
)  : ومنه )P   و( )Q غير متعامدان.  

  
  : خلاصـة

  
)المستويين   يكون )0P ax by cz d+ + + )و    = )' ' ' ' 0Q a x b y c z d+ + + =    

    : متعامدين إذا وفقط إذا آان
' ' ' 0aa bb cc+ + =  

 
  .قيمينتعامد مست  : 5تطبيـق 

)يمين أدرس تعامد المستق )D و(   : في الحالات التالية ∆(

a-       ( ),D A uG   

)      : حيث )0,1, 1A −  

( )1,1,1uG  

)      : و )  2   /  
1

x t
y t t
z t

=⎧
⎪∆ = = − ∈⎨
⎪ = +⎩

\  

)    : لدينا )1,1,1uG جهة لــ مو( )D.  

)  : و )1, 2,1v −
G  موجهة لــ( )∆.  

1 2 1 0u v⋅ = − + =
G G  

)    : ومنه ) ( )D∆ ⊥  
  

b-   ( ) ( ),D A AB=
JJJG

)   حيث    )0,1, 1A )و       − )1,0,1B.  

)و  v    : يمر من أصل المعلم ومتجهته الموجهة هي ∆( i j= +
G GG  

)      : لدينا )1, 1,2AB −
JJJG

  

)    و )1,1,0vG  

1      : إذن 1 0 0AB v⋅ = − + =
JJJG G   

)      : ومنه ) ( )D ⊥ ∆  

  : خلاصـة
)يكون المستقيمين   ),D A uG       و( ),B v∆

G   متعامدين  
0u  : إذا وفقط إذا آان v⋅ =

G G  
  

  .مسافة نقطة عن مستوى  : 6تطبيـق 
)ليكن  )P  مستوى وnG   ، و متجهة منظمية عليهM  نقطة من الفضاءξ.  

)من  Bبين أن لكل -1 )P  :  AB n AH n⋅ = ⋅
JJJG JJJGG G 

)على  Aهي المسقط العمودي للنقطة  H : حيث )P.  

( )AB n AH HB n⋅ = + ⋅
JJJG JJJG JJJGG G  

 AH n= ⋅
JJJG G  

( )HB n⊥
JJJG G  

  



 

 

    : بين أن -2
AB n

AH
n

⋅
=

JJJG G

G 

AB        : لدينا n AH n⋅ = ⋅
JJJG JJJGG G  

            AH n AB n± ⋅ = ⋅
JJJG JJJGG G  

AH        : إذن n AB n⋅ = ⋅
JJJGG G  

        : إذن
AB n

AH
n

⋅
=

JJJG G

G  

)  لتكن  -3 )1 0x y z+ + + )معادلة ديكارتية للمستوى  = )P   و( )1,0,1A  نقطة منξ. 

)عن المستوى  Aأحسب مسافة  - )P.   ( )( ),d A P 

)      : لدينا ) ( )1,1, 3B P− ∈  

)      : إذن )( ),d A P AH=  

)على  Aهو المسقط العمودي للنقطة  H  : حيث )P.  

          
AB n

AH
n

⋅
=

JJJG G

G  

          ( )0,1, 4AB −
JJJG

  

             ( )1,1,1nG   

      : إذن
( ) ( ) ( )0 1 1 1 4 1

1 1 1
AH

× + × + − ×
=

+ +
  

            3 3
3

= =    

)لتكن   -4 ), ,n a b cG   منظمية على( )P.  

)    : و )0ax by cz d+ + + )معادلة ديكارتية للمستوى   = )P. 

)    : و ), ,A A AA x y z   نقطة من الفضاءξ.  

)      : لدينا )( ) ( ), / , ,B B B

AB n
d A P B x y z

n

⋅
=

JJJG G

G  

    ( )( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

, B A B A B Aa x x b y y c z z
d A P

a b c

− + − + −
=

+ +
  

          
2 2 2

A A Aax by cz d

a b c

− − − −
=

+ +
  

            
2 2 2

A A Aax by cz d

a b c

+ + +
=

+ +
  

  : خلاصـة وخاصية
  

)  : ليكن ) : 0P ax by cz d+ + + =  

)  : و ), ,A A AA x y z   نقطة منξ .  

( )( )
2 2 2

, A A Aax by cz d
d A P

a b c

+ + +
=

+ +
  



 تمرين 
) واحدية  وعمودية علىwGحدد متجهة  -1 )1;1;1−uG و ( )0;2;1 −vK   

) عمودية علىwG حدد متجهة - 2 )0;1;1uG و( )1;2;0vK 3 وw =
G  

     تمرين

) نعتبر            )1;1; 2Aو ( )2; 2;0B ) و     − )1; 1; 2C − − −  

أن الزاويةABCبين وقائم الساقين متساوي مثلث

         

  تمرين 
). م.    في الفضاء المنسوب إلى معلم  ; ; ; )O i j k

G G G
   نعتبر المستوى

    P) (ي معادلته ذالax-2y+z-2=0  و المستقيم (D)             تمثيله بارامتريIRt
btz
ty

tx
∈







+−=
+=

=

2
31

2
  

    ) (Pحدد متجهتين موجهتين للمستوى  -1
)يكونلكيbوaحدد-2 ) ( )PD ⊥

  تمرين 

                     2x-y+3z+1=0 : (P)     نعتبر    
x+y-2z+1=0  

(D):
   x-y+z-2=0





                 

  . ونقطة منه(P) منظمية على uGحدد متجهة  -1
)و   A (3;0;2)حدد معادلة ديكارتية للمستوى المار من -2 )1,2,1nGمنظمية عليه . 
  (D)والعمودي على  'A (3;0;2)حدد معادلة ديكارتية للمستوى المار من -3

  (P)و الموازي لـ    A (3;0;2)حدد معادلة ديكارتية للمستوى المار من -4             

تمرين  

1

     
  .في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم       

   المستقيم الممثل (D)و   2x-3y+2z=0 المستوى ذا المعادلة (P)   و B(3;1;-1) و A(1;-1;1)  نعتبر   

ـ بارا متريا ب   
3
2 3
2 4

x t
x t t
z t

=
 = − − ∈
 = +

\  

 (D) والعمودي  على المستقيم A المار من (Q)حدد معادلة ديكارتية  للمستوى  -1
   (P) والعمودي على المستوى B و A المار  من (´Q)حدد معادلة ديكارتية  للمستوى 

  d(A;(D)) و  d(A;(P))أحسب  -2
 (P) و الموازي للمستوى B المار من (´´Q)حدد معادلة ديكارتية للمستوى  -3

تمرين  

2

     
  .في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم     

    ـ المستقيم المعرف ب(D) و 3x+2y-z-5=0 ذا المعادلة   (P) نعتبر المستوى     

    
2 3 0

2 0
x y z
x y z
− + − =

 − − + =
  

   (D)حدد تمثيلا بارا متريا للمستقيم  -1
  (P)العمودي على   و(D)يتضمن  ي ذ ال(´P)حدد معادلة ديكارتية للمستوى 

  
   

3

4

5

 تمارين 



 

 

  La sphère    الفـلكـــــة
 

I- فلكة المعرفة بمرآزها وشعاعهاال. 
  

  : تعريف
  .عدد حقيقي Rو ξنقطة من الفضاء  Aلتكن 

AM  : حيث Mهي مجموعة النقط  Rوشعاعها  Aالفلكة التي مرآزها  R=.  
)    : ونرمز لها بــ ),S A R  

( ) { }, /S A R M AM Rξ= ∈ =  
  

  : معادلة فلكة
  
  : معادلة فلكة معرفة بمرآزها وشعاعها )1

)متعامد ممنظم  ممنسوب إلى معل ξالفضاء  ), , ,O i j k
GG G

.  

) : لتكن ),S RΩ مرآزها فلكة ( )0 0 0, ,x y zΩ  وشعاعها R 0  حيثR ;.  

)           : لدينا ) ( ), , ,M x y z S R M R∈ Ω ⇔Ω =  

  ( ) ( ) ( )2 2 2
0 0 0x x y y z z R⇔ − + − + − =  

   
( ) ( ) ( )2 2 2 2

0 0 0x x y y z z R− + − + − =  ⇔  
  

)  وهذه المعادلة هي معادلة ديكارتية للفلكة ),S RΩ  

  : أمثلــة
1(      ( )3,0,1Ω  ,  2R =  

  ( ) ( ) ( )2 2 2
1 : 3 1 4S x y z− + + − =  

2(      ( )1, 2, 3Ω −  ,  1R =  

      ( ) ( ) ( )2 2 2
2 : 1 2 3 1S x y z− + − + + =  

3(      ( ) ( )
2

2 2 12 1 2
2

x y z⎛ ⎞+ + − + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

1S   12,1هي فلكة مرآزها,
2

⎛ ⎞Ω −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2Rوشعاعها     =.  

4(      ( )0,0,0Ω  1  وR =  

        2 2 2
4 : 1S x y z+ + =  

 .معادلة فلكة معرفة بأحد أقطارها )2
  .ξنقطتين مختلفتين من الفضاء  Bو Aلتكن 

]أحد أقطارها  Sتوجد فلكة وحيدة  ]AB.  

]فلكة أحد أقطارها هو  Sلتكن  ]AB.  

0M S AM BM∈ ⇔ ⋅ =
JJJJG JJJJG

  
)    : لتكن ), ,A A AA x y z      و  ( ), ,B B BB x y z  

)    : و ), ,M x y z.  
 
]فلكة أحد أقطارها هو  Sو ]AB.  



 

 

 
 

0M          : لدينا S AM BM∈ ⇔ ⋅ =
JJJJG JJJJG

  
( )( ) ( )( ) ( )( ) 0A B A B A Bx x x x y y y y z z z z− − + − − + − − =  ⇔  

  
]التي أحد أقطارها هو  Sوهذه المعادلة هي معادلة ديكارتية للفلكة  ]AB.  

  
  : ملاحظة

]إذا آان  ]AB  قطر للفلكةS  فإن منتصف[ ]AB هو مرآزها وشعاعها هو :  
2

AB.  

  
)  : ةدراسة المعادل )3 ) : 2 2 2 0E x y z ax by cz d+ + − − − + = 

)  : لدينا ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2E x a y b z c a b c d⇔ − + − + − = + + −  

2    : 1الحالة 2 2 0a b c d+ + − ≺  
  

        S = ∅  
2    : 2الحالة 2 2 0a b c d+ + − =  
      ( ){ }, ,S a b c= Ω  

2    : 3الحالة 2 2 0a b c d+ + − ;  
2    : نضع 2 2 2R a b c d= + + 0R   حيث     − ;  

2 2 2R a b c d= + + −  
( )( ), , ,S S a b c R= Ω  

  : الـمث
( ) 2 2 2: 2 3 0E x y z y z+ + − + − =  

  : 1ـط
0a      : لدينا   =  

 1b =  

  1
2

c = −  

   3d = −  

2  : إذن 2 2 1 171 3 0
4 4

a b c d+ + − = + + = ;  

,10,1  : فلكة مرآزها S  : إذن
2

⎛ ⎞Ω −⎜ ⎟
⎝ ⎠

17وشعاعها      
2

R =.  

  
  : 2ـط

)     : لدينا   ) ( )
2

22 1 1: 1 1 3
2 4

E x y z⎛ ⎞+ − + + = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

                ( )
2

22 1 171
2 4

x y z⎛ ⎞+ − + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⇔  

1 170,1, ,
2 2

S S
⎛ ⎞−⎛ ⎞= Ω⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 
  



 

 

II - تقاطع فلكة ومستوى : 
  : فلكةالوضع النسبي لمستوى و

  
  .Rوشعاعها  Ωفلكة مرآزها  Sمستوى و Pليكن 

  ،Sوالفلكة  Pلدراسة الوضع النسبي للمستوى 
)بين  dنحسب المسافة  )P  وΩ.  ( )( ),d d P= Ω  

)  : 1الحالة )( ),d P RΩ ;    

  
S P∩ =∅  

)  : 2الحالة )( ),d P RΩ =  

     ( ) ( ) { }S P H∩ =  

)على  Ω هي المسقط العمودي للنقطة  H بحيث )P.  

)قول ان المستوى في هذه الحالة ن )P  مماس للفلكة( )S.  

)  : 3الحالة )( ),d P RΩ ≺  

)في هذه الحالة تقاطع  )S و( )P  هو دائرةA  مرآزهاH.  

)على  Ωهو المسقط العمودي للنقطة  Hحيث (  )P  .( وشعاعهاr 2  : حيث 2r R d= −.  

)  : علما أن )( ),d d P H= Ω = Ω  
    : مثـال

      ( ) : 2 1 0P x y z− + + =  

}      : و   }, 2S Ω  

)      : حيث   )1, 1,1Ω −  

)    : لدينا )( ) 2 1 1 1
,

4 1 1
d P

+ + +
Ω =

+ +
  

                           5 5 6 2
66

= = ;  

S    : إذن P∩ =∅  
  .لكة في نقطة معينةمعادلة المستوى المماس للف

  .Rوالشعاع  Ωذات المرآز  Sنقطة من الفلكة  Aلتكن 
)وليكن  )P  المستوى المماس للفلكةS ي فA .  

0M      : لدينا P A AM∈ ⇔ Ω⋅ =
JJJG JJJJG

  
    : ملاحظة

  AΩ
JJJG

)منظمية على   )P.  
  : ثـالم

  ( )S 2    : فلكة معادلتها 2 2 2 2 2 0x y z x y+ + − + − =  

)    : و      )1,1,0A  
  .Aفي  Sحدد معادلة المستوى المماس للفلكة 

A    : لدينا S∈  
)    : إذن ) 0M P A AM∈ ⇔ Ω⋅ =

JJJG JJJJG
  

)      : وبماأن )1, ,1,0Ω −  

           ( )1,1,0A  

                 ( ), ,M x y z  



 

 

)      : فإن )0, 2,0AΩ −
JJJG

  

      ( )1, 1,AM x y z− −
JJJJG

  

)      : إذن )2 1 0y− − =  
1y  : ومنه   .Aفي النقطة  Sهي معادلة المستوى المماس للفلكة  =

III- تقاطع فلكة ومستقيم : 
  : 1مثــال 

)والمستقيم  Sأدرس تقاطع الفلكة  )D.  

)    : حيث ) 2 2 2: 3 2 4 5 0S x y z x y z+ + − + − − =  

)               : و ) ( ): 1    
2

x t
D y t t

z

=⎧
⎪ = + ∈⎨
⎪ =⎩

\  

)لدراسة تقاطع الفلكة  )S  والمستقيم( )D،  

)    : نحل النظمة )
2 2 2

1
  

2
3 2 4 5 0

x t
y t

t
z
x y z x y z

=⎧
⎪ = +⎪ ∈⎨ =⎪
⎪ + + − + − − =⎩

\  

  : وابــالج
      ( ) ( )22 1 4 3 2 1 8 5 0t t t t+ + + − + + − − =  

22 6 0t t+ − =  
)  : لنحل المعادلة ) ( )1 4 2 6∆ = − × −  

    49 0= ;  

1    : إذن
1 7 2
4

t − −
= = −    

     2
1 7 3
4 2

t − +
= =  

)والمستقيم  Sومنه تقاطع الفلكة  )D هي النقطتين :  ( )2, 1,2A − −  

3  : و 5, , 2
2 2

B ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

  : 2مثــال 
)أدرس الوضع النسبي للمستقيم  )D  والفلكة( )S.  

)    : حيث ) ( ) ( )2 2 2: 1 1 4S x y z− + + + = −  

( ) ( )
1

: 1 2    /  
x t

D y t t
z t

= +⎧
⎪ = − + ∈⎨
⎪ =⎩

\  

  : وابــالج
        ( ) ( )2 2 21 1 1 2 1 4t t t+ − + − + + + = −  

        2 2 24 4t t t+ + = −  
26 4t = −  

  26 4 0t + =  
96 0∆ = − ≺  

)      : ومنه ) ( )S D∩ =∅  



)فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  في  تمرين ); ; ;O i j kنعتبر ،S1   الفلكة التي معادلتها  

x²+y²+z²-4x+2y-2z-3=0 و  S2   الفلكة التي مرآزهاΩ2  و  , 2 و شعاعها(P)ي ذ المستوى ال  
   .2x-y-2z-1=0ي معادلته  ذلمستوى ال ا(´P)      و x-2y+z+1=0معادلته   

  . يتقاطعان وفق دائرة محددا عناصرها المميزةS1 و (P)تأآد أن  -1
  .S2 و (´P)أدرس تقاطع  -2
  A(1;1; 3)  عند النقطة S1حدد معادلة المستوى المماس للفلكة   -3

   إجابة
  1-           (x-2)²+(y+1)²+(z-1)²=9   : S1ن  ذ       ا(Ω1;3) S=  S1ث   حيΩ1(2;-1;1)   

                                                              36
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1122

≺=
++

+++
)= d(Ω1;(P)  

         (P) و S1 يتقاطعان وفق دائرة مرآزها B مسقط  العمودي لـ Ω1 على  (P) 369 و شعاعها =−  
        B هو تقاطع المستوى (P)تقيم  و المس(D) المار من Ω1 و العمودي على (P)  

)         لدينا  )1;2;1 −nGظمية على  من(P)  و منه  موجهة لـ (D) و بالتالي التمثيل البارامتري لـ  (D) هو   

                  

2
1 2
1

x t
y t t
z t

= +
 = − − ∈
 = +

\  

  ( ) ( )






=
=
=
−=

⇔






+=
−−=
+=

=++−
⇔∩∈

0
1
1
1

1
21

2
012

z
y
x
t

tz
ty
tx
zyx

DPBن تقاطع ذ    ا(P) و S1 هو الدائرة ( )3;BC حيث B(1;1;0)  

  باتباع نفس الخطوات السابقة نحدد النقطة C هو النقطة (´P) و S2  ومنه  تقاطع  d(Ω2;(P´))=2 لدينا -2
C  
  A عند  S1  مماس لـ (´´P)  ليكن S1∈Aلدينا  -3

( ) ( ); ; " ..........................M x y z P AM A∈ ⇔ ⋅Ω ⇔
JJJJG JJJG

  

        

  

   1تمرين 
)فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم في      ); ; ;O i j k

G G G
  

) والموجه  بـ C المار من (D) و المستقيم C(0;-1;1) و B(0;0;1) و A(1;0;1)  نعتبر )1;2;1−uG  
   مستقيم وحدد تمثيلا بارا متريا لهMA=MB=MC حيث M بين أن مجموعة النقط -1    

  C في (D) العمودي على (P) حدد معادلة ديكارتية للمستوى -2
  C في (D) و المماسة لـ Bو A المارة من Sمعادلة ديكارتية للفلكة استنتج  -3

 
  

تمارين

  2تمرين

)     في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  ); ; ;O i j k
G G G

C(1;5;-3)و   B(0;7;-3) و A(0;3;-5)  نعتبر

  (ABC)أعط معادلة ديكارتية للمستوى  -1
)  حيثA المار من (Q)أعط معادلة ديكارتية للمستوى  -2 )1;2;1−uG منظمية عليه   
 x+y+z=0 المستوى المحدد بالمعادلة (P)ليكن  -3
   (D) يتقاطعان وفق مسنقيم (ABC)و (P)تأآد أن   - أ
  (D)حدد تمثيلا بارا متريا لـ   - ب

 ددة بـ التي المح(C)نعتبر في الفضاء الدائرة  -4




=
=+++

0
091022

y
zzx  

  (ABC) و ينتمي مرآزها إلى (C)ائرة  التي تتضمن الدSحدد معادلة للفكة   - أ
  (AC) و Sحدد تقاطع     ب  



  

  
  3تمرين

   المستوى ذا(P) و B(3;1;-1) و A(1;-1;1)  في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر  نعتبر     

       ـبارا متريا ب  المستقيم الممثل 2x-3y+2z=0  (D)المعادلة      
3
2 3
2 4

x t
x t t
z t

=
 = − − ∈
 = +

\  

 (D) والعمودي على المستقيم B و A المار من (Q)حدد معادلة ديكارتية للمستوى  -1
  (P) والعمودي على المستوى B و A المار من (´Q)حدد معادلة ديكارتية للمستوى  -2
  d(A;(D)) و  d(A;(P))أحسب  -3
  (P) و الموازي للمستوى B المار من (´´Q)حدد معادلة ديكارتية للمستوى  -4

     4تمرين  
       3x+2y-z-5=0 ذا المعادلة   (P) في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم نعتبر المستوى       

   ـ المستقيم المعرف ب(D)    و 
2 3 0

2 0
x y z
x y z
− + − =

 − − + =
  

   (D)حدد تمثيلا بارا متريا للمستقيم  -1
 .(P) و العمودي على (D) الذي يتضمن (´P)حدد معادلة ديكارتية للمستوى  -2

  5رينتم  
   x+y+z+1=0المعادلة      ذا (P)  في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم نعتبر المستوى      
    2x-2y-5=0 ذا المعادلة    (Q)  و المستوى     
    x²+y²+z²-2x+4y+6z+11=0 التي تحققM(x;y;z) مجموعة النقط  (S)و      

    فلكة محددا مرآزها و شعاعها (S)بين أن  -1
  مماس للفلكة و حدد تقاطعهما(P)تأآد أن  -2
  (P)و العمودي على   A(0;1;2)  من   المار(D)حدد تمثيلا بارامتريا للمستقيم  -3
)تحقق أن   -4 ) ( )P Q⊥ و أعط تمثيلا بارامتريا للمستقيم (D´) تقاطع(P)و (Q)  

  6تمرين   
  A(-2;3;4) لنقطة           في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم نعتبر ا

     التيتحققM(x;y;z) مجموعة النقط x+2y-2z+15=0  (S) ذا المعادلة   (P)المستوى      
 

  x²+y²+z²-2x+6y+10z-26=0  و (C)             الدائرة التي معادلتها 
2 2 2 8 0
0

x y x
z

 + − − =


=
  

   فلكة محددا عناصرها المميزة (S)بين أن  -1
  و حددها('C) يتقاطعان وفق دائرة آبرى (S) و (P)بين أن  -2
 (P)الموازيين لـ   و(S)حدد معادلتي المستوين المماسين للفلكة  -3
 (C)  المتضمن للدائرة A المار من ('S)أآتب معادلة الفلكة  -4



 

 

        الجــداء المتجـهـــي
Produit vectoriel 

 ه الفضاء يجوت
 .المعلم الموجه في الفضاء -1

Repère orienté dans l’espace            
) ليكن ), , ,O i j k للفضاء  معلماξ  ولتكن  ،I  ،J وK   ثلاث نقط منξ.  

i  : بحيث OI=       ،  j OJ=    ،  k OK=  
  .Iوينظر في اتجاه النقطة  Kورأسه في  Oرجل أمبير هو رجل خيالي،  رجلاه في 

  : لدينا حالتين إذن
  

  2ة ــالحال            1ة ــالحال
  

          z                 z  
                            
                     K                     K  
  
  
      y            O                  O         y  
          J                                         J  
  
                           I                                          I  
             x                    x  
  .رجل أمبير مينتوجد على ي Iالنقطة        توجد على يسار رجل أمبير Jالنقطة       
  

)على يسار رجل أمبير،  نقول أن المعلم  Jإذا آانت  ), , ,O i j k امباشر.  

)على يمين رجل أمبير،  نقول أن المعلم  Jنت وإذا آا ), , ,O i j k غير مباشر.  

  : أمثلـة    
)نفترض أن المعلم  ), , ,O i j k مباشر.  

)المعلم   : إذن ), , ,O j k i مباشر.  

)المعلم      ), , ,O k i j مباشر.  

)المعلم      ), , ,O j i k غير مباشر.  

  : ملاحظة
)إذا آان المعلم  ), , ,O i j k مباشر.  

)الأساس  : فإن ), ,i j k مباشر.  

  
 .توجيه مستوى في الفضاء -2

)ليكن    )P  الفضاء مستوى فيξ  وk  متجهة واحدية منظمية على( )P.  

)من  نقطة Oلتكن    )P.  
     

             j    k                   i  
                i   O                 j       O  

                                         k  
)يمكن إنشاء معلم  ), , ,O i j k مباشر،  بحيث j وk  متجهتان موجهتان للمستوى( )P.  



 

 

  : ملاحظة
  .يتم توجيه المستوى بتوجيه متجهة منظمية عليه

II - الجداء المتجهي. 
  : تعريف
OA   : بحيث  ξنقطتان من  Bو Aو.  3Vمتجهتين من  vو uلتكن  u=         وOB v=.  

u   : من هذا الترتيب هو المتجهة التي نرمز لها بــ vو uالجداء المتجهي للمتجهتين  v∧   والمعرفة آما يلي :  
0uميتين   مستقي vو uإذا آانت   v∧ =. 
 :غير مستقيميتين    vو uإذا آانت  

wالمتجهة   - u v= wتحقق       ∧ v⊥         وw u⊥ 
- ( ), ,u v w  أساس مباشر. 

- sinu v u v θ∧ = ⋅ ⎡AOBˆقياس الزاوية  θحيث /     ⋅ ⎤
⎣ ⎦  

  : أمثلــة
)نفترض أن المعلم  ), , ,O i j k معلما متعامدا ممنظما مباشرا.  

    i j k∧ =      j i k∧ = −      
j k i∧ =      k j i∧ = −  
k i j∧ =      i k j∧ = −  

  : تطبيـق
)    : بين أن )22 2 2u v u v u v∧ + ⋅ = ⋅  

)    : لدينا )22 2 2 2 22 2sin cosu v u v u v u vθ θ∧ + ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  

     2 2u v= ⋅  
  : خاصيات

ABثلاث نقط غير مستقيمية فإن المتجهة   Cو A ،B إذا آانت )1 AC∧   منظمية على المستوى( )ABC. 
  

          ( )ABC       n  
                            A               

                            B                           
                                           
⎡BACˆقياسا للزاوية  θ ليكن )2 ⎤

⎣ ⎦. 

         D             C  
  
  

        θ  
                 B        H     A  

sin             : لدينا CH
AC

θ =  

sinCH      : إذن AC θ=  
AB           : إذن AC AB CH∧ = ⋅  

  : استنتاج
ABالعدد   AC∧   هو مساحة متوازي الأضلاع المنشأ على القطعتين[ ]AB   و[ ]AC.  

  : خاصية

1    : هي العدد ABCساحة المثلث م
2

AB AC∧.  



 

 

0u  : مستقيميتين إذا وفقط إذا آان   vو uيكون  )3 v∧ = 
 
 : الجداء المتجهي والعمليات )4

  .عدد حقيقي αثلاث متجهات و wو u  ،vلتكن 
    v u u v∧ = − ∧ 
    ( ) ( )u v u v u vα α α∧ = ∧ = ∧ 

    ( )u v w u v u w∧ + = ∧ + ∧ 

III-  ممنظم مباشرالصيغة التحليلية للجداء المتجهي في معلم متعامد. 
   L’ex pression analytique du produit vectoriel      
   dans un repère orthonormé direct. 

)       المتجهتاننعتبر  ), ,u x y z   و( )', ', 'v x y z.  

)      : لدينا ) ( )' ' 'u v xi yj zk x i y j z k∧ = + + ∧ + +  

   ' ' ' ' ' 'xy k xz j yx k yz i zx j zy i= − − + + −  
  ( ) ( ) ( )' ' ' ' ' 'yz zy i xz x z j xy x y k= − − − + −  

        
' ' '

               
' ' '

y y x x x x
i j k

z z z z y y
= − +  

  : استنتاج
'

  
'

'
'   
'

'
  

'

y y
z z

x x
z z

u y v y u v
x x

z z
x x
y y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟′⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∧ = ∧ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ′⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

     :أمثلــة 
1(        ( )1,0,1v )و        − )1, 2,1u 

    : لدينا
2 0 1 1 1 1

                
1 1 1 1 2 0

u v i j k
− −

∧ = − +  

 2 2 2i j k= − +  
  

2(        ( )1,1,0C     ،     ( )0,1,1B    ،     ( )1,0,1A 

       : لدينا
0
1

1
AC

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

      و    
1

1
0

AB
−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

    : إذن
1 1 1 0 1 0

               
0 1 0 1 1 1

AB AC i j k
− −

∧ = − +
− −

  

               i j k= − − −  

3AB      : إذن AC∧ =  

3  : ومنه
2

 .ABCهي مساحة المثلث ) وحدة القياس(   

 
  



 

 

IV- تطبيقات الجداء المتجهي. 
 .حساب مساحة المثلث -1
 .نقط غير مستقيمية  3معادلة مستوى معرف بــ  -2

ABالمتجهة    AC∧  ى المستوى منظمية عل( )ABC.  
 .تقاطع مستويين -3

)منظمية على  n لتكن   )P  و'n  منظمية على( )Q.  
   

                            ( )P  
              n  

  
                    'n     ( )D     'n  

              ( )Q         u  
                         n                
  غير مستقيميتين، n'و nإذا آانت   
u'  فإن المتجهة   n n= )هي متجهة موجهة للمستقيم   ∧ )D  تقاطع( )P و( )Q.  

  
 .مسافة نقطة عن مستقيم -4

)  : ليكن   ),D A u  مستقيما في الفضاءξ م .م.المنسوب إلى م( ), , ,O i j k.  

)على  Bالمسقط العمودي لــ  H،  وξنقطة من الفضاء  Bولتكن    )D.  

)        : لدينا   )AB u AH HB u∧ = + ∧  

             HB u= ∧  
AB                   : إذن   u HB u∧ = ∧  

             HB u= ⋅  

          : نإذ  
AB u

HB
u

∧
=  

)        : إذن   )( ),
AB u

d B D
u

∧
=  

  : ةـخاصي  
  .م.م ملمنسوب إلى مع ξالفضاء     
)عن المستقيم   Bمسافة النقطة      ),D A u هي :  

      ( )( ),
AB u

d B D
u

∧
=  

  : مثــال
          ( )2,1,0A  

:      و       1         
x t

D y t t
z t

=⎧
⎪ = + ∈⎨
⎪ = −⎩

  

)  لنحسب )( ),d A D  

)  : لدينا ) ( )0,1,0C D∈  

)   : و )1,1, 1u )متجهة موجهة لــ   − )D.  



 

 

)    : إذن )( ),
CA u

d A D
u

∧
=  

  : وبما أن
1
1

1
u
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

  و     
2
0
0

CA
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  : فإن
0 1 2 1 2 1

               
0 1 0 1 0 1

CA u i j k∧ = − +
− −

  

2                : و   2j k= +  

8CA      : إذن u∧ =  

3u      : و   =  

)    : إذن )( ) 8,
3

d A D =  

 : تمرين تطبيقي
  : )سلسلة الهندسة الفضائية(   5تمرين   

1- a-    لدينا :   ( )3,0,0A −       ،( )1,0, 1B − −         ،( )1,1,0C )و       − )1, 1,0Ω −. 

AB  : لنحسب AC∧  

  : لدينا
2
1
0

AC
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  و    
2
0

1
AB

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

  

    : إذن
0 1 1 0 2 2

                
1 0 2 2 0 1

AB AC i j k
−

∧ = +−
−

  

                    2     2i j k= − +  
2AB     2       : بماأن AC i j k∧ = = − +  

)فإن معادلة المستوى  )ABC     2تكتب على شكل 2 0x y z d− + + =.  

b-  وبما أن :  ( )A ABC∈  
3    : فإن 0 0 0d− + + + =  
3d  : إذن =  
2  : ومنه 2 3 0x y z− + + )معادلة ديكارتية للمستوى    = )ABC.  

2- a-    لدينا :   
      ( ) ( ) ( )2 2 2: 1 1 4S x y z− + + + = 

b-  لدينا :    ( )( ) 1 2 3
,

1 4 4
d ABC

+ +
Ω =

+ +
  

               2 R= =  
)  : إذن )ABC  مماس للفلكة( )S.  

  
3- a-    لدينا :    ( ) : 2 2 3 0Q x y z+ + + = 

)    : إذن )( ) 2 2 3
,

4 4 1
d Q

− +
Ω =

+ +
  

)  : إذن )Q  متقاطع مع( )S وفق دائرة.  

b-  لدينا :  ( ) ( )( ) ( )2 1 2 2 1 2 2 4 2 0× + × − + × = − + =  



 

 

)  : إذن ) ( )ABC Q⊥  

c - لدينا :  ( )D  يمر منΩ   و( ) ( )D Q⊥. 

)  : إذن )
1 2

  :   1 2       
x t

D y t t
z t

= +⎧
⎪ = − + ∈⎨
⎪ =⎩

  

d-  مرآز الدائرة هو النقطةW   تقاطع( )D و( )Q. 
    : لنحل النظمة

      

1 2
1 2

2 2 3 0

x t
y t
z t

x y z

= +⎧
⎪ = − +⎪
⎨ =⎪
⎪ + + + =⎩

  

)    : إذن ) ( )2 1 2 2 1 2 3 0t t t+ + − + + + =  
      9 3 0t + =  

    1
3

t = −  

1  : ومنه 5 1, ,
3 3 3

W − −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

)مرآز الدائرة     ).  

2    : وبما أن 2 22 4 W r= = Ω +  
2      : فإن 4 1r = −  

             2 3r =  
3r      : إذن =  

  
  : نــتمري
)  : لدينا )1,0,0A       ،( )0, 2,1B        ،( )1, 2,1C.  

ABأحسب الجداء    -1 AC∧   واستنتج معادلة المستوى( )ABC. 
 
)لتكن  -2 )S المستوى  فلكة حيث تقاطعها مع( )ABC  هو الدائرة المحيطة بالمثلثABC. 

a-  بين أنO  تنتمي إلى( )S. 

b-  حدد معادلة الفلكة( )S علما أن :   ( ) ( )0,0,3H S∈ 
  

)كن لي -3 )P  المستوى المماس للفلكة( )S  فيH. 

)حدد معادلة ديكارتية للمستوى    )P.  
  
)    : أحسب المسافة -4 )( ),d H AB. 

  
  



     تمرين      
         ( ); ; ;o i j k  معلم متعامد ممنظم  مباشر . 

) أحسب                 ) ( ) ( ) ( )2 3 4 2 2 3i j i j i j k k i k j i j− ∧ + + − ∧ + ∧ ∧  

            تمرين      
a;   لتكن       c b d a b c d∧ = ∧ ∧ = ∧  

a                          بين إن d−و b c−مسنقيميتان    

     تمرين    

      A(3;2;-1)             ( )( ) ( )
2

; ? : 2
1

x t
d A D D y t t

z t

= −
= = ∈
 = +

  

  
    تمرين   
   المستقيم الذي (D) و B(-2;1;3)و A(1;2;1)نعتبر  ر  في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباش     

معادلته              
2 3 0

2 3 1 0
x y z
x y z
− + − =

 + − − =
  

OAحدد  -1 OB∧ ثم حدد معادلة ديكارتية للمستوى (OAB)  
 d(A;(D))حدد  -2
  (D)للمستقيم    و مماسة Aالتي مرآزها (S)أعط معادلة  ديكارتية للفلكة  -3       

     تمرين    

      A(3;2;-1)             ( )( ) ( )
2

; ? : 2
1

x t
d A D D y t t

z t

= −
= = ∈
 = +

  

  
    تمرين   
   المستقيم الذي (D) و B(-2;1;3)و A(1;2;1)نعتبر  ر  في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباش     

معادلته              
2 3 0

2 3 1 0
x y z
x y z
− + − =

 + − − =
  

OAحدد  -1 OB∧ ثم حدد معادلة ديكارتية للمستوى (OAB)  
 d(A;(D))حدد  -2
  (D)للمستقيم    و مماسة Aالتي مرآزها (S)أعط معادلة  ديكارتية للفلكة  -3       

1

2

3

4

 تمارين 



 

tDénombremen    التعداد
I -  مبدأ الجداء  

  :تمهيد     
  :رمي قطعة نقدية  )1

a (  اذا رمينا قطعة نقدية فاننا نحصل اما على الوجهF  أو على  الظهرP   .P=pile    ,     F=Face  
  .نقول أن لنا امكانيتين في هذه الحالة                  

(b  هو عدد المكانيات الممكن الحصول عليها  و اذا رمينا القطعة النقدية مرتين فما:  
                 FF ;   FP ;  PF ;  PP 

(c  و اذا رمينا القطعة النقدية ثلاث مرات  فما هو عدد الامكانيات الممكن الحصول عليها:  
                 PPP   ;    PPF   ;   PFP    ;   FPP    
                FFP    ;   FPF    ;   PFF    ;  FFF  

  : على النحو التالي "  شجرة الامكانيات" يمكن استعمال الشجرة                 
  

                                                               
  

                                                                F                                   P  
  

                                                       
  

                                                  F                       P   F                                    P   
  
  

                                          F            P       F             P   F          P         F              P 
             
 

 :رمي النرد  )2                 
                 

       
  

  . 6الى  1عادة تكون وجوهه الستة مرقمة من النرد هو مكعب                          
                       (a  ممكن    رمينا هذا النرد مرة  واحدة و نسجل الرقم المحصل عليه بعد آل رمية فما هي النتائج ال إذا                   

  .6 ,  5 ,  4,       3,        2,      1:    الجواب . المحصل عليها                 
  .لدينا إذا  ستة إمكانيات                  

                        (b جموعة جميع الامكانيات    اذا قمنا برمي النرد مرتين و آنا نسجل الرقم المحصل عليه  بعد آل رمية فما هي م                  
  المتوقعة ؟                 
  .يمكن إعطاء جدول للنتائج. })1,1( , )1,2( , )1,3( , )1,4(, ) 1,5( , )1,6.....({:  الجواب                  

                       (c   مرات متتالية تظنن عدد جميع الإمكانيات  إذا قمنا برمي النرد  ثلاث.  
                

  تكوين أعداد)  3                 
                       (a   6 - 5 -  4  - 3 - 2 - 1:  بيدقات تحمل الأرقام  6لدينا  

                         (a1  ما هو عدد الأعداد المكونة من ثلاثة أرقام و الممكن تكوينها بواسطة البيدقات .  

                                      (a2  ما هو عدد الأعداد المكونة من ستة أرقام و الممكن تكوينها بواسطة البيدقات .  

                                   (b   ما هو عدد الأعداد المكونة من ثلاثة أرقام  .  
  .من رقمين فقط يعتبر عدد مكون   oxyلعدد :  ملاحظة                          

    5 
 
         1    

      3 



 

     
  مبدأ الجداء: خلاصة         

  اختبار    pنعتبر                   
  آيفية مختلفة   n1ب الاختبار الأول يتم  :  اذا آان                 

  آيفية مختلفة                          n2الاختبار الثاني  يتم ب                               
 آيفية مختلفة  npيتم ب  pالاختبار                               
 n1 x n2 x………x np  : فإن عدد الكيفيات التي تم بها هذا الاختيار هو            

  :تطبيقات           
 آرات سوداء  5آرات بيضاء و  3صندوق يحتوي على  -1

(a    المسحوبة الى الصندوق آرات واحدة تلو الأخرى و لا نعيد الكرة  3نسحب من الصندوق  
  (a1  حبات الممكنة سأعط عدد جميع ال 
  (a2   التي تكون فيها جميع الكرات بيضاءحبات سأعط عدد ال.  
  (a3  التي تكون فيها جميع الكرات سوداءحبات سأعط عدد ال.  
  (a4  التي تكون فيها جميع الكرات لها نفس اللونحبات سأعط عدد ال.  

               (b   ندوق قبل سحب الأخرى وهكذاصال إلىنفس الأسئلة علما أننا نعيد الكرة المسحوب.  
  .نسحب بيدقتين بالتتابع.   4  -3  - 2 - 1 – 0بيدقات تحمل الأرقام  5آيس يحتوي آلى  -2          

   إذا آانت البيدقة الأولى تحمل رقما فرديا نعيدها إلى الكيس ثم نسحب الثانية              
  و إذا آانت البيدقة الأولى تحمل رقما زوجيا لا نعيدها إلى  الكيس ثم نسحب الثانية               

                (a   ما هو عدد جميع الإمكانيات  
                (b   ما هو عدد إمكانيات الحصول على بيدقتين يحملن رقما فرديا  
                (c  ت الحصول على بيدقتين يحملن رقما زوجيما هو عدد إمكانيا  

 
 II -     الترتيبات:    ntLes arrangeme 

  :تمهيد         
  .ان للمرضى الثلاث أن يجلسوبكم من طريقة يمك. مرضى  3آراسي و  10العيادات يوجد  إحدىفي قاعة انتظار  -1
آل طاولة لا تسع إلا (يمكن للأطفال أن يجلسوا بكم من طريقة . طاولات 5أربعة أطفال دخلوا إلى قاعة للمطالعة فوجدوا  -2

 )لطفل على الأآثر
 .بكم من طريقة يمكن اختيار ثلاث تلاميذ واحد تلو الأخر من هذا القسم . تلميذ  42قسم يحتوي على -3

      
  :تعريف        

   nن بين عنصر م  pيسمى يسمى ترتيبه ل   (p≤n)عنصر   nعنصر من بين  pآل ترتبب ل                
  :عدد الترتيبات 

 
  :تمهيد         

  .عنصر    nمجموعة تتكون من                
  بالتتابع nعنصر من بين  pنريد اختيار                
  طريقة   nلدينا  لاختيار العنصر الأول                
  طريقة  (n-1)و لاختيار العنصر الثاني لدينا                

  .طريقة (n-p+1)لدينا   pnو لاختيار العنصر                
  .nعنصر من بين  pطريقة مختلفة لاختيار   : n(n-1)…….(n-p+1)  وحسب مبدأ الجداء لدينا               

     
 : مبرهنة        

pب و نرمز له    n(n-1)………..(n-p+1)هو    n   p≤nعنصر من بين  pعدد الترتيبات ل                
nA  

                                          ( ) ( )3
5 1 ...... 1A n n n p= − − +    

1:  مثال 
5A            ,2

6A       ,3
5A    

   



 

  عنصر  nتسمى تبديلة ل   nعنصر من بين   nآل ترتيبة ل                  
  :عدد التبديلات         

n عنصر هو العدد  nعدد التبديلات ل                  
nA  

                                                                    ( )1 ............... 2 1n n − × × 
n!    :و نرمز له  ب                    .  n factorielعاملي أو  nو نقرأ .  

                                                                    ( )! 1 ............... 2 1n n n= − × ×                                                         
!0  :اصطلاح          1=                                            

  =!5 120            =!63:    مثال                     
         
  :ملاحظة هامة         

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )

( )

1 ......... 1

1 .... 1 ! !
! !

!
!

p
n

p
n

A n n n p

n n n p n p n
n p n p

nA
n p

= − − +

− − + −
= =

− −

=
−

                                             ( ) ( )1 ......... 1p
nA n n n p= − − + 

                       ( ) ( )( )
( ) ( )

1 .... 1 ! !
! !

n n n p n p n
n p n p

− − + −
= =

− −
                                                    

  

                                                     
( )

!
!

p
n

nA
n p

=
−

  

        
                                

  
 VI-  التأليفات     :Les combinaisons  
   

  :تمهيد         
} :مجموعة نعتبر ال -1 }, , ,E a b c d=   

  Eجدد جميع أجزاء  
 أشخاص  5من بين  ثآنيا نريد اختيار شخصين -2

  .ما هو عدد الطرق لإجراء هذا الاختبار
         
  :تعريف         

  عنصر   nمجموعة مكونة من   Eلتكن                    
 nعنصر  من بين  pيسمى تأليفة ل   (p≤n)ر عنص Pمكون من   Eآل جزء من                    

      
  :عدد التأليفات        

    (p≤n)  و      عنصر   n مجموعة مكونة  من   Eلتكن                   
p :   هو  الإمكانياتعدد جميع  إنف   E من إحلالعنصر بالتتابع و بدون   pأردنا اختيار إذا                   

nA    
  nعنصر  من بين   pهو عدد التأليفات ل   Nو ليكن                   
  نلاحظ أنه بالنسبة للتأليفات  الترتيب غير مهم                   
 : و منه  nعنصر من بين  pتيبة  ل تر p! هناك  nعنصر من بين   pهناك  ل  nعنصر من بين  pاذن لكل تأليفة ل                    

                                              !p
nA p N= أي                  

!

p
nAN

p
=     

       
        

 III - بديلاتالت :    les permutations  
        
: تعريف        



 

هو العدد     n    (p≤n)عنصر من بين   pعدد التاليفات ل                    
!

p
nA

p
p:  و الذي نرمز له ب    

nC   

                                                         
!

p
p n

n
AC
p

=  

                                              
( )

!
! !

p
n

nC
p n p

=
−

  
  :تطبيقات        

2 :    سب أح -1
4C   ,1

3C    ,1
nC    , 0

nC   
n  :بين أن  -2 p

nC −= p
nC 

1   :بين أن  -3
1

p p p
n n nC C C−

++ =     ,1 p n≤ ≤ 
 مثلث باسكال -4

)          :صيغة الجدائية  -5 )
0

n
n p n p p

n
p

a b C a b−

=

+ =∑ 

)          ::أحسب أحسب   ))11 :   أمثلة   )51n +  

0        ::بين أن بين أن )  )  22                                                     1 2 ..... 2n n
n n n nC C C C+ + + + =  

 عنصر   nعلى  تويتح عدد أجزاء مجموعة استنتج                                                  
  2n عنصر هو  nعدد أجزاء مجموعة تحتوي على :  خاصية   

                            ( ) 2cardEcardP E =  
       

      
                                                              

  
                     

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
                                                              
  
 
  

 
 
 
 
 
 
 



 

robabilitésp     الاحـتـمــــــالات
      

  
       Expérience aléatoire    التجربة العشوائية  )1

  
  . 8إلى   1آرات مرقمة من   8يوجد في صندوق  : -1-مثـــال 

  
a-  سحب آرة واحدة من الصندوق «نعتبر التجربة العشوائية التالية«. 

 Eventualités  إمكانياتعدة  هناك
  8أو ... أو   2أو   1مثلا يمكن سحب الكرة رقم 
}      مجموعة الإمكانيات هي }1, 2,...,8Ω =  

1      وعدد الإمكانيات هو
8 8card CΩ = =  

  
b-  سحب آرتين من الصندوق «العشوائية التالية نعتبر التجربة«. 

}  : هي مجموعة الثنائيات Ωمجموعة الإمكانيات  },i j  /  i j≠          1و 8i≤ 1و       ≥ 8j≤ ≤ 

2      هو Ωعدد عناصر
8 28card CΩ = =  

  
}النتيجة*     : ةـــظـملاح }3,   ). 7مجموع النقط المحصل عليها (  (Evénement)تحقق الحدث  4

}ولدينا آذلك     }و  1,6{   .نتائج تحقق نفس الحدث 2,5{
  .Ωإذن من الممكن أن نمثل هذا الحدث بالجزء من    
      { } { } { }{ }1,6 , 2,5 , 3, 4A =  

}النتيجة*        .) 13مجموع النقط المحصل عليها أآبر من أو يساوي (تحقق الحدث  7,6{

}  الممثل لهذا الحدث هو Ωوالجزء من     } { }{ }6,7 , 7,8B =  
    

  .Ωزء منهو آل ج الحدث  : فـــريـتع
  .الإمكانيات آونيسمى  Ωو    

  
  "رمي قطعة نقدية في الهواء"   : -2-مثـــال 
}إذن     Fأو  Pالنتيجة المحصل عليها هي      },P FΩ =  
          2cardΩ =    

  
 .مصطلحات وتعاريف )2
 

 آون الإمكانيات .1
  .Ωونرمز له ب ). المحتملة(ون الإمكانيات هو مجموعة آل النتائج الممكنة آ 
 (Eventualité)  إمكانيةيسمى  Ωآل عنصر من 
  
 دثــالح .2

  .حدثيسمى  Ωآل جزء من
  

∅.    ∅ : الحدث المستحيل. 2-1 ⊂ Ω  
  .دا[لا يتحق  أ ∅على أي نتيجة، أيلا تحتوي  ∅

  .الحدث المستحيليسمى  ∅
  

Ω    .⊂Ω : آيــدالحدث الأ. 2-2 Ω  
Ω يحتوي على آل النتائج الممكنة.  
Ω  الحدث الأآيدهو.  
 
 
 



 

  
   : يـالحدث الإبتدائ. 2-3

  .حدثا إبتدائيانصر واحد يسمى آل حدث مكون من ع
  
  Ω               : ادـالحدث المض. 2-4

ACهو  Aللحدث  الحدث المضاد AΩ =  

A  حيث A∪ =Ω    وA A∩ =∅                 A      A  
  
  : نـتقاطع حدثي. 2-5
Aهو الحدث Bو A تقاطع الحدثين  B∩ 
Aالحدث  يتحقق  B∩  تحقق الحدثينإذا وفقط إذاA وB معا. 
  

  : نـاتحاد حدثي. 2-6
Aهو الحدث  Bو Aاتحاد الحدثين  B∪. 
A الحدثيتحقق   B∪  الحدثتحقق إذا وفقط إذاA أو الحدثB. 
  

  : نـانسجام حدثي. 2-7
Aإذا وفقط إذا آان  غير منسجمين Bو Aإن الحدثيننقول  B∩ =∅.  

  
  .10إلى   1آرات مرقمة من   10لى صندوق يحتوي ع   : -1-مثـــال 

 .»سحب آرة واحدة من الصندوق «نعتبر التجربة العشوائية
1{  لدينا     10k≤ 1و   ≥ 10i≤ 1و   ≥ 10j≤ jو    ≥ k≠   وi k≠     وi j≠ , { }{ , ,i j kΩ =  

          3
10 120card CΩ = =  

  .»1الكرات المسحوبة من بينها رقم  «Aنعتبر الحدث    
          1 2

1 9 36cardA C C= =  
            }2 10k≤ 2و     ≥ 10j≤ jو   ≥ k≠  /   { }{ 1, ,A j k=  

    }2 10k≤ 2و     ≥ 10j≤ 2و   ≥ 10i≤ jو   ≥ k≠    وi k≠     وi j≠ /  { }{ , ,A i j k=  

        120 36 84card A card cardA= Ω− = − =  
  .»9مجموع النقط المحصل عليها أآبر من أو يساوي  «Bنعتبر الحدث
  ).علل جوابك(منسجمين ؟  Bو Aهل الحدثين

  
  .6إلى   1نرمي نرد وجوهه الستة مرقمة من   : -2-مثـــال 

}الإمكانيات هو  آون        }1, 2,3, 4,5,6Ω =  
  : نعتبر الأحداث التالية      
        A» 5على  الحصول على رقم قابل للقسمة«.  
        B» 3 الحصول على رقم قابل للقسمة على«.  
        C» الحصول على رقم زوجي «.  
        D» الحصول على رقم فردي «.  
}      لدينا إذن       }3,6B }و    = }5A =  

}    و         }1,3,5D }و   = }2, 4,6C =   
 .حدث ابتدائي Aالحدث 
 C D=    وD C= 
 { }6B C∩  .منسجمين Cو B  إذن    =

 A C∩  .غير منسجمين Cو B  إذن     ∅=
  

 الفضاءات الاحتمالية المنتهية )3
 

 .ز بينها باللمسآرات حمراء وآرتين خضراوتين وآرة بيضاء لا يمكن التميي  3يحتوي على صندوق    : -1-نشاط : تمهيد .1



 

  .آرتين بالتتابع وبدون إحلال من الصندوقنسحب       
  : نعتبر الأحداث التالية      

          A» الحصول على آرتين لهما نفس اللون«.  
        B» الحصول على آرتين لهما لون مختلف«.  

  .cardBو  cardAأحسب  -
 .بتفصيل Bو Aأآتب  -
 ؟ Bأو Aما هو الحدث الذي هو أوفر حظا في أن يتحقق ؟  -

  ).آرة واحدة من الصندوق سحب(العشوائية التالية  نعتبر التجربة : -2- نشاط
    : تذآير    

nf    الحصيص       = ردد ــالت
N

=  

  الحصيص الإجمالي                       
  

3  تردد الكرات الحمراء هو      
6

  

3نقول أن احتمال الحصول على آرة حمراء هو       
6

.  

        1
2

  =   3
6

  عدد إمكانيات الحصول على آرة حمراء   =  

  عدد جميع الإمكانيات                  

2الكرات الخضراء هو  دترد      
6

.  

2  نقول أن احتمال الحصول على آرة خضراء هو       1
6 3
=.  

  : نعتبر الأحداث التالية      
      R» الحصول على آرة حمراء«.  
      V» الحصول على آرة خضراء«.  

3  هو Rاحتمال الحدث
6

  عدد إمكانيات الحصول على آرة حمراء   =  

  عدد جميع الإمكانيات                  
  

2  هو Vاحتمال الحدث      
6

  مكانيات الحصول على آرة حمراء عدد إ  =  

  عدد جميع الإمكانيات                  
  

 احتمال على مجموعة .2
  نلاحظ من خلال هذه الأمثلة أن احتمال حدث هو عدد نقيس به حظ حدث في أن يتحقق وهو عدد    : ملاحظة  

  .1و  0محصور بين       
  .هو احتمال الحدث المستحيل  0حيث       
  .الأآيدهو احتمال الحدث  1و           

  
}  : بحيث Ωنعتبر آون الإمكانيات  : تعريف }1 2, ,..., ne e eΩ =  

      { }ie حدث ابتدائي لكلi  من{ }1, 2,..., n  
0 : بحيث ipبعدد  ieإذا ربطنا آل عنصر        1ip≤ 1و      ≥ 2 ....... 1np p p+ + + =  
  .Ωعلى  pنقول أننا عرفنا احتمالا      
}ونقول احتمال الحدث الإبتدائي       }ie  هوip.  

}  ونكتب        }( )i ip e p=  

      ( ), pΩ  فضاءا احتماليا منتهيايسمى.  
  



 

)هو تطبيق من Ω معرف على pآل احتمال )1  : ملاحظة   )P Ω  نحو[ ]0,1.  

}           إذا آان) 2       }1 2, ,.... kA e e e=  

)    فإن            ) ( ) ( ) ( )1 2 .... kP A p e p e p e= + + +  
  

 فرضية تساوي الاحتمالات .3
  .نفترض أن جميع الأحداث الإبتدائية لها نفس الاحتمال

1            أي 2 .............. np p p= = =  
1      ونعلم أن 2 .............. 1np p p+ + + =  

1        إذن
ip

n
=    { }1, 2,...,i n∀ ∈  

}            الحدث Aليكن }1 2, ,..., kA e e e=  

      ( ) 1
1........ k

kP A p p k
n n

⎛ ⎞= + + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

cardA      وبما أن k=  
card  و       nΩ =  

)      فإن ) k cardAP A
n card

= =
Ω

  

  : خاصية  

)  هو Aإذا آانت جميع الأحداث الإبتدائية لها نفس الاحتمال فإن احتمال الحدث       ) cardAP A
card

=
Ω

  

  
)  =      Aعدد إمكانيات تحقق            )P A  
  عدد جميع الإمكانيات          

  
    
  .أنظر التمارين  : تطبيقات  

  
  

 Probabilité conditionnelleالاحتمال الشرطي        
         

  :تمهيد         
   6الى  1وجوه آل واحد منهما مرقمة من   D2و  D1نرمي نردين                 

 
  >> 5الحصول على مجموع أصغر من أو يساوي  << Aنعتبر الحدث  
5i{:                                    لدينا        j+ 1و    ≥ 6j≤ )و    ≥ ){ , /1 6A i j i= ≤ ≤    

                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,1 , 1, 2 , 1,3 , 1, 4 , 2,1 , 2, 2 , 2,3 , 3,1 , 3, 2 , 4,1=                                                         
36cardΩ:   لدينا         = 10cardAو          =  

):          إذن        ) 10 5
36 18

P A = =     

 
 5عين رقم  D2نفترض أن النرد  
   5فإن  المجموع يكون أآبر قطعا من   D1عدم لأنه آيفما آان الرقم الذي عينه النرد هو من   Aفي هذه الحالة الحدث       
 >> 5عين رقم  2Dالنرد  <<الحدث  Bليكن       
):  و نكتب . تحقق هو منعدم  قد  B علما أن الحدث  Aنقول أن احتمال الحدث         ) 0BP A )أو   = )/ 0P A B =  

      
  :ملاحظة         

):      لدينا                 ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,5 , 2,5 , 3,5 , 4,5 , 5,5 , 6,5B =     



 

A:       إذن                 B∩ =∅     
 

 >>1عين رقم  1Dالنرد  <<الحدث  Cليكن  
                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,1 , 1, 2 , 1,3 , 1, 4 , 1,5 , 1,6C =  

  .  4و 3 -2 - 1رقم من الأرقام  D2محقق  يكفي أن يعين النرد  Cا أن علم Aلكي يتحقق الحدث       

):    ومنه . إذن لدينا أربع حالات من بين ستة        ) ( ) 4/
10AP C P C A= =  

  :ملاحظة                
)لدينا                                    ) ( ) ( ) ( ){ }1,1 , 1, 2 , 1,3 , 1, 4A C∩ =  
4cardAادن                                                                 C∩ =  

)ومنه                              ) ( )
( )

4
6C

P A CcardA CP A
cardC P C

∩∩
= = =  

):                        أذن                  ) ( ) ( )CP A C P C P A∩ = ⋅  
 

 5حصل عليهما هو أقل من  أو يساوي محقق يعني أن مجموع الرقمين الم  Aنفترض أن الحدث  
  ؟  Cهو احتمال  ما      

):    إذن  10حالات من  4محقق لدينا  Aعلما أن  Cلكي يتحقق        ) ( ) 4/
10AP C P C A= =  

)ومنه                                                                        ) ( )
( )A

P A CcardA CP C
cardA P A

∩∩
= =    

  :تعريف                    
):   حيث      فضاء احتمالي منته  حدثين ضمن Bو   Aليكن                 ) 0P A ≠  

):    محقق هو  Aعلما أن الحدث  Bاحتمال الحدث                 ) ( ) ( )
( )

/A

P A B
P B P B A

P A
∩

= =  

  "صيغة الاحتمالات المرآبة " استنتاج و خاصية         
):  حدثين احتمالاهما غير منعدمين  فإن   Bو Aإذا آان                ) ( ) ( ) ( ) ( )A BP A B P A P B P B P A∩ = ⋅ = ⋅  

  : 1تطبيق       
  .منهن أجنبيات  10 %من النساء 40%منهم أجانب و  20%من الرجال  60%تحتوي شرآة مغربية على               
  رآة نختار بطريقة عشوائية شخص من الش              

  :ماهو احتمال الأحداث التالية   -1                
                    A1 >> رجل أجنبي<<                           A2 >> رجل مغربي<<   
                    A3 >> امرأة أجنبية<<                          A4 >> امرأة أجنبية<<  

  ختار رجل  ما هو الاحتمال لكي يكون أجنبي الشخص الم   -2                
  : 2تطبيق       

  آرات بيضاء و آرتين سوداويين  3صندوق يحتوي على                
  . نسحب بالتتابع و بدون احلال آرتين من  الصندوق    -1               

   >>نية سوداءالكرة الأولى بيضاء و الثا << Aماهو احتمال الحدث                      
  .نسحب بالتتابع و بدون احلال ثلاث  آرات من الصندوق  -2               

   >>لكرة الأولى بيضاء و الثانية سوداء و الثالثة بيضاء << Bماهو احتمال الحدث                     

Les probabilités totalesالاحتمالات الكلية       
 

  :تمهيد         
  .نعتبر صندوق يحتوي على آرة حمراء و آرة بيضاء و آرة خضراء                
  نسحب آرتين من الصندوق بالتتابع و بدون احلال                
2:لدينا                

3 6card AΩ = =   
):                      نعتبر الأحداث                  ){ }1 ,B V B=  



 

                                              ( ) ( ){ }2 , , ,B B R V R=  

                                   ( ) ( ) ( ){ }3 , , , , ,B R B R V B V=  
                                        

1:     لدينا                   2B B∩ 1و    ∅= 3B B∩ 2و   ∅= 3B B∩ =∅  
1    و                            2 3B B B∪ ∪ = Ω  

                                                                                                                  
                                            

 
 

 partition d’ un ensemble    لكون الإمكانيات  تجزيئا تكون  Bو    Bو   B نقول أن الأحداث               
   

  :  تعريف         
) ليكن               ), pΩ   احتماليا منتهيا  فضاء ا  
  :إذا وفقط إذا تحقق الشرطان التاليان Ωتكون تجزيئا لكون الإمكانيات    An ………  و   A2و A1أن الأحداث   نقول              

}من    jو  iلكل -أ   }1, 2,........, n   حيثi j≠    .i jA A∩ =∅  
1     - ب   2 ....... nA A AΩ = ∪ ∪ ∪  

            
                                                                              

 
 

  حدثا  Bليكن                       
B:                               لدينا               B B= ∩Ω = Ω∩    

    
):                                          إذن                )1 2 ..... nB A A A B= ∪ ∪ ∪ ∩     

                                       ( ) ( ) ( )1 2 ...... nA B A B A B= ∩ ∪ ∩ ∪ ∪ ∩  

):          إذن                ) ( ) ( ) ( )1 2 .... np B P A B P A B P A B= ∩ + ∩ + + ∩  

                                   ( ) ( ) ( ) ( )
11 .....

nA n Ap A p B p A p B= ⋅ + + ⋅    
  :خاصية           

  Ωتجزيئا ل   nAو.......و 2Aو  1Aلتكن               
  Bنعتبر الحدث               

                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 .....

nA n Ap B p A p B p A p B= ⋅ + + ⋅  
           
  :تطبيق          

  3Cو   2Cو  1Cلدينا ثلاث صناديق              
            1C  يحتوي على آرة بيضاء و ثلاث آرات سوداء  
            2C  يحتوي على آرتين لونهما أبيض و آرتين لونهما أسود  
            3C  يحتوي على ثلاث آرات بيضاء و آرة سوداء  
  نختار بطريقة عشوائية صندوقا ثم نسحب منه آرة واحدة            
  ضاءأحسب الأحتمال  الحصول على آرة بي         
    >>الحصول على آرة بيضاء  <<الحدث  Bليكن          
     >> 1Cاختيار الصندوق << 1Cلدينا الحدث          

                        2C >>  2اختيار الصندوقC <<    

B1                          B2                        B3 

A1           A2         .      .   .      .    .     .         An 
Ω

Ω  



 

                        3C 3Cاختيار الصندوق   << <<
  :لدينا           

                    ( ) ( ) ( )1 2 3
1
3

p C p C p C= = =  

1و                       2 3C C CΩ = ∪ ∪  
)                                         :                   اذن              ) ( )p B p B= Ω∩   

                                                             ( )( )1 2 3p C C C B= ∪ ∪ ∩    

                                       ( ) ( ) ( )1 2 3p C B p C B p C B= ∩ + ∩ + ∩  

                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 31 2 3C C Cp C p B p C p B p C p B= ⋅ + ⋅ + ⋅  

                                                                1 1 1 2 1 3 1
3 4 3 4 3 4 2

= ⋅ + ⋅ + ⋅ =  

الشجرة استعمال يمكن
الاختيارات المتكررة

          
  :تمهيد         

 les. نقول إننا قمنا باختبارات متكررة . مرة    nالاختبار عندما نقوم بتجربة عشوائية مكونة من إعادة نفس  -1                
épreuves repetees  

          
  رمي نرد ثلاث مرات ) 1: مثال                

    مرة   nرمي قطعة نقدية   )2                        
      
   6إلى  1نردا وجوهه الستة مرقمة من  Dليكن    -2                

  مرات بالتتابع و نسجل الرقم المحصل عليه في آل رمية  5؛ Dنرمي النرد               
  >>2مرة على الرقم   kالحصول  <<الحدث   Ckليكن               
  kحسب قيم   Ck أحسب احتمال الحدث               

          
  : خلاصة و خاصية           

  ي اختبار عشوائي ف  pحدثا احتماله  Aليكن               
):  مرة  بالضبط هو  A   kمرة  فان احتمال وقوع الحدث    nاذا أعيد هذا الاختبار               ) ( )1k n kk

nC p p −− , ( )k n≤  
  

  :تطبيق          
  بالتتابع و بإحلال آرات  10نسحب . آرات بيضاء و آرتين سوداويين  3صندوق يحتوي على             

  .مرات بالضبط على آرة سوداء  4أحسب احتمال الحصول على    -1                  
الحصول على -2 احتمال   .مرات بالضبط على آرة بيضاء 3أحسب

Les variables aléatoiresالمتغيرات العشوائية    
       

  :تمهيد) 1                 
  .آرات  4نسحب بالتتابع و بإحلال .  8إلى  1آرات مرقمة من  8يحتوي صندوق على  - 1                       

  .هو عدد الكرات التي تحمل رقما فرديا من بين الكرات الأربعة المسحوبة    Xليكن             
                        (a   ماذا تعني الأحداث (X=0) ....(X=4)       

                        (b   أحسب احتمال آل من هذه الأحداث  
  .نسحب تأنيا ثلاث آرات . صندوق يحتوي على آرتان لونهما أبيض و ثلاث آرات سوداء و آرة حمراء  -2                    

  .هو عدد الألوان المحصل عليها  Xو ليكن             
                        (a   حدد قيمX    
                        (b     ما هي الأحداث :(X=1)  , (X=2)    ,(X=3)  ,   (X=4) .  
                        (c   أحسب :P(X=1)    ,P(X=2)   , P(X=3) .  

                 
  :تعريف) 2                 

)ليكن                          ), PΩ  آال تطبيق من . ءا احتماليا  منتهيا فضاΩ يسمى متغيرا عشوائيا     \ نحو.  



 

               
  :آتابة و ترميز          

- )ΩX( هي مجموعة الصور بالتطبيقX  
)عادة نكتب  - ) { }1 2, ,...., kX x x xΩ 1بحيث    = 2 ..... kx x x≺ ≺ ≺ 

     ( )kX x= kx تأخذ القيمة X <<هو الحدث   <<     

                    ( )kX x≤ kxتأخذ قيمة أقل من أو تساوي  X <<هو الحدث    << 
       

  :احتمال متغير عشوائي قانون) 3                      
           
  :تمهيد          

  .استغلال   التطبيق السابق               
   

4  3  2  1  xi  
P(X=4)  P(X=3)  P(X=2)  P(X=1)  P(X= xi)  

  
  :تعريف          

 باحتمال الحدث  )ΩX( من    xiالذي يربط آل  عنصر fهو التطبيق  Xالمتغير العشوائي ) أو توزيع( قانون احتمال                  
(X=xi)                   أي   ( ) ( )i if x P X x= =  

  
  :ملاحظة           

   )Ω   )ΩXبتحديد مجموعة قيم  Xيتم تحديد قانون احتمال متغير عشوائي                   
                                                            ( ) { }, ,...1 2X x x xkΩ =  

)ثم حساب                      )i iP X x p= =  
   X  يسمي جدول قانون احتمال المتغير العشوائي   :ثم آتابة النتائج في جدول                   

                            
                 

  مراآش 1999يونيو : طبيق ت                   
  .نساء  3رجال و  3تتكون فرقة مسرحية من                  
  .بعد انتهاء عرض المسرحي، يخرج جميع اعضاء الفرقة واحد تلو الأخر من وراء الستار و يبقون لتحية الجمهور                  
  .لرجال الذين ظهروا للجمهور قبل ظهور أول امرأة المتغير العشوائي الذي يساوي عدد ا  Xليكن                  

  . Xحدد قيم   -1                
    P(X=2)=3/20 و    )X=1)= 3/10      P:  بين أن   -2                

  . Xأعط قانون احتمال   -3                
  :الأمل الرياضي) 4                 

  :تعريف          
)متغيرا عشوائيا معرفا على فضاء احتمالي منته     Xليكن                   ), PΩ  

) العدد الحقيقي                      )
1

n

i i
i

E X p x
=

=   . Xيسمى الأمل الرياضي للمتغير      ∑

):  حيث                   ) { }, ,...1 2X x x xnΩ )و    = )i ip P X x= =  

  : ملاحظة         
                                                  ( )E X X=  

   
 
  

        
                

               



 

):    شوائيا  بحيث متغيرا ع   Xليكن                   ) { }, ,...1 2X x x xnΩ =  

  . Xهو الأمل الرياضي للمتغير   E(X)و                  

) :    العدد                  ) ( )( )2

1

n

i
V X p x E X

=

=  Xيسمى مغايرة         ∑−

              
):   و العدد                  ) ( )X V Xσ )حيث    Xنحراف الطرازي ل يسمى الا   = )i ip P X x= 1لكل     = i n≤ ≤  

 
 : 1ملاحظة 

)لدينا                                            ) ( )( )2

1

n

i
V X p x E X

=

= −∑  

( ) ( )( )22

1
2

n

i i i
i

p x x E X E X
=

= − +∑  

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

22

1 1 1

2 22

2

2

2

n n n

i i i i i
i i i

p x E X p x E X p

E X E X E X

E X E X

= = =

= − +

= − +

= −

∑ ∑ ∑

  

  
)  :                   اذن  ) ( ) ( )( )2

V X E X E X= −  
  

)   :  2ملاحظة           ) 0V X ≥  
                               

  La fonction de répartitionدالة التجزيئ     )  6                             
  :تمهيد          

)ليكن                   ), PΩ  و . فضاءا احتماليا منتهياX  متغير عشوائيا  بحيث: ( ) { }, ,...1 2X x x xnΩ =    

1:  بحيث                  2 .... nx x x≺ ≺ ≺    
[:  لدينا                   ] ] ] ] ] ] [1 1 2 2 3, , , ..... ,nx x x x x x= −∞ ∪ ∪ ∪ ∪ +∞\  

  :عددا حقيقيا  x ليكن                  
  :1 الحالة                      

ix:   اذا آانت                    x=      و{ }1, 2,....,i n∈  

                                  ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1....i iX x X x X x X x −= = ∪ = ∪ ∪ =≺  
                    

  :  2الحالة                       
1i:    اذا آانت                    ix x x +≺ ≺  

                                  ( ) ( ) ( ) ( )1 2 ....i iX x X x X x X x= = ∪ = ∪ ∪ =≺  

ix         :  3الحالة                        x≤              ( )X x = ∅≺  
 
  

  :    4الحالة                      
                                            nx x≺           ( )X x = Ω≺  

                 
)باحتمال الحدث   xإذا ربطنا آل عدد                   )X x≺  

  type-et l’ecart La variance    المغايرة و الانحراف الطرازي)  5 
  :تعريف  



 

                                                 [ ]0,1→\     :F  

                                         ( )x P X x6 ≺  
   Xفإننا عرفنا دالة تسمى دالة التجزيئ للمتغير                  

       
  :تعريف          

)على فضاء احتمالي منته    متغيرا عشوائيا معرفا  Xليكن                   ), PΩ  

\المعرفة على  Fالدالة                   ):   ب    ) ( )F X P X x= ≺    
 Xتسمى دالة التجزيئ للمتغير العشوائي                  

         
  . تحديد دالة التجزيئ و تمثيلها مبيانيا  يكون المطلوب فيه هو:    مثال          

 
  :التوزيع الحداني )  7                 

  :تذآير          
) :حدثا من هذا الاختيار حيث  Aو .مرة nإذا آانت تجربة عشوائية تتكون من إعادة نفس الاختبار                   )P A p=   

)مرة بالضبط    A   kمال أن يتحقق الحدث فان احت                  )k n≤  

):        هو                    )1 n kk k
nC p p −−   

              
      Aإذا اعتبرنا المتغير العشوائي المرتبط بعدد المرات التي يتحقق فيها الحدث                  
)      :   فإن                  ) ( )1 n kk k

nP X k C p p −= = −  
    هذا المتغير  العشوائي  يسمى متغيرا عشوائيا حدانيا                 
 Xيسميان وسيطا المتغير الحداني   pو    nو العددان                  

  
  :خاصية         

  :  pو      nحدانيا و سيطاه  عشѧѧѧѧѧѧѧѧѧوائيا  متغيرا  Xليكن                  
                                                                ( ) ( )1 n kk k

nP X k C p p −= = −  
  :ملاحظة          

  المتغير العشوائي الحداني يسمى أيضا قانون حداني أو توزيع حداني                 
       

  :مبرهنة    
  .  pو    nسيطاه  متغيرا عشوائيا  حدانيا و  Xليكن                  
):     لدينا                   ) ( )1V X np p= )و              − )E X np=  

  :  تطبيقات         
  .أنظر السلسلة                  

  
  .صندوق يحتوي على ثلاث آرات بيضاء و آرتين لونهما أسود                  

  .نسحب تانيا ثلاث آرات من الصندوق                  
  المتغير العشوائي المرتبط بعدد الكرات السوداء المسحوبة  Xليكن                  

  . Xأعط قانون احتمال .  Xحدد  قيم  -1
 σ(X)و   V(X)و    E(X):   أحسب  -2

 
 



  
  التمرين الاول

  . احداث ضمن فضاء احتمالي منتهC,B,Aلتكن 
  اكتب الاحداث التالية

   يتحقق بمفردهAالحدث * 
   يتحققان C وBفقط* 
   تتحقق في نفس الوقتC,B,Aالاحداث * 
    يتحققC,B,Aعلى الاقل حدث من * 
   يتحققانC,B,Aحدثان و حدثان فقط من بين * 
   لن يتحققC,B,Aأي حدث من بين * 
  

  التمرين الثاني
}ليكن  }1.2.3Ω )و . = ), pΩفضاء احتمالي .  

}حيث  }( ) 7p 1,2 =
12

} و  }( ) 32 3
4

p , =  

) احسب - أ )2p ثم ( )1p و ( )3p  

} -ب }
{ }

2;3
1;2p  

 
 

  

  
  التمرين الثالث

   احسب احتمال الحصول على كرتين من نفس اللون-1
   احسب احتمال على كرة واحدة بيضاء على الاقل-2
 اذا حصلنا 0 المتغير العشوائي الذي يأخذ القيمة X ليكن -3

 اذا حصلنا على 1على كرتين من نفس اللون و بأخذ القيمة 
  رتين مختلفتي اللونك
)حدد - أ )X Ω  

  X اعط قانون احتمال -ب
) احسب -ج )E X ثم ( )Xσ  

) احسب -  حدد ثم انشئ دالة التجزيئ    ه- د )1.5p X ≺   
  

  التمرين الرابع
   نردين في الهواء مرة واحدةنرمي

   احسب احتمال الاحداث التالية-1

A : 7 الحصول على مجموع يساوي  
B :الحصول على نفس الرقم   
C : 4 الحصول على مجموع اصغر من او يساوي  
 المتغير العشوائي الذي يساوي مجموع الرقمين X ليكن -2

  المحصل عليهما
  Xاعط قانون احتمال - أ
  

  التمرين الخامس
   كرات سوداء4 كرات بيضاء و 5حتوي صندوق على ي

   كرات 3نسحب عشوائيا بالتتابع و بدون احلال  
   احسب احتمال الحصول على كرة واحدة بالظبط بيضاء-1
   احسب احتمال الحصول كرة بيضاء خلال السحبة الثانية-2
 احسب احتمال الحصول كرتين من نفس اللون خلال -3

  الثة علما ان الكرة الاولى بيضاءالسحبتين الثانية و الث
 المتغير العشوائي الذي يساوي عدد الكرات X ليكن -4

  البيضاء المسحوبة
)حدد - أ )X Ωاعط قانون احتمال -     ب X  

 احسب -ج
1 5
2 2

p X 
 
 
≺ ≺  

  
  التمرين السادس

   اذا كان السحب باحلال5تمرين اجب على نفس اسئلة ال
  

  التمرين السابع
0نعتبرمجتمعامكونا من 

0 من الرجال و044
  من النساء056

0
0 من الرجال لا يدخنون 010

   من النساء لا يدخن020
  ة احد الاشخاصاخذنا و بكيفية عشوائي

   احسب احتمال ان يكون هذا الشخص رجلا يدخن-1
   احسب احتمال ان يكون هذا الشخص امرأة تدخن-2
   احسب احتمال ان يكون هذا الشخص يدخن-3
 احسب احتمال ان يكون هذا الشخص رجلا علما انه -4

  يدخن
 

  
  التمرين الثامن

   كرات سوداء6 كرات بيضاء و 4على Aيحتوي صندوق 
   كرات سوداء 4 كرات بيضاء و 3 على Bو صندوق 

   ثم B نضعها في Aنسحب عشوائيا كرة واحدة من 
  Bنسحب عشوائيا كرة واحدة من 

   احسب احتمال الحصول على كرتين بيضاوين-1
  ي اللون احسب احتمال الحصول على كرتين مختلفت-2
 المتغير العشوائي الذي يساوي عددالكرات Xليكن -3

  البيضاء المسحوبة 
)حدد - أ )X Ω  

  X اعط قانون احتمال -ب
) احسب -ج )E X ثم ( )Xσ  

  B            A حدد ثم انشئ دالة التجزيئ          - د
  
  

  التمرين التاسع
  يحتوي صندوق على بيدقة تحمل مجهين ابيضين

  .و بيدقة تحمل وجها ابيضا وآخر اسودا
  نختار عشوائيا بيدقة ثم نرميها في الهواء

  احسب احتمال ظهور وجه ابيض-1
يكون  علما انه ظهر وجه ابيض احسب احتمال ان -2

  الوجه المخفي اسود
  

  التمرين العاشر
   مرات5نرمي نردا غير مغشوش في الهواء 

 المتغير العشوائي الذي يساوي عدد المرات الذي Xليكن  
  .5يظهر فيها العدد 

)حدد - أ )X Ωاعط قانون احتمال -     ب X  

) احسب -ج )E X ثم ( )Xσ  

   
 
 
 

 تمارين 




