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 إشارة حدانیة 
  )محمد الكیال(     إشارة و تعمیل ثلاثیة الحدود

  

Ëإشارة الحدانیة :ax b+        ( )a 0¹  

+¥                  -
b
a

               -¥ x 

a  axعكس إشارة   aإشارة  b+  

Ëإشارة و تعمیل ثلاثیة الحدود:ax² bx c+ +            ( )a 0¹  

):نضع    )x ax² bx cR = + +  

  الممیز
:  عادلةحل الم

( )x x 0Î R =   R
  

)إشارة  )xR   تعمیل( )xR  

Δ < 0  S = f  

+¥               -¥  x  

)  aإشارة  )xR

  

  

  غیر ممكن 
  بواسطة حدانیتین

Δ = 0  
b

S
2a
-

=
ì ü
í ý
î þ

  

+¥      
b

2a
-

    -¥  
x  

  aإشارة 
  

)  aإشارة  )xR

  

  

( )
²b

x a x
2a

R = +
æ ö
ç ÷
è ø

  
Δ = b² - 4ac   

Δ > 0  

{ }1 2S x , x=  

  :حیث

1
b

x
2a

- - D
=  

  و

2
b

x
2a

- + D
=  

+¥  2x   1x  -¥   x  

إشارة 
a  

عكس 
إشارة 

a  

إشارة 
a  

( )xR

  

  

( ) ( )( )1 2x a x x x xR = - -

  

  
):  حلي المعادلة2x و 1xإذا كان  )a 0 x ax² bx c 0¹ Î + + =R        

1:             فإن 2
bx x

a
-

+ 1 و = 2
cx x
a

´ =  
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  متطابقات ھامة
  )محمد الكیال(      عدديةمجموعة تعريف دالة 

 

Ëمتطابقات ھامة.  

   bوa نحقیقییلكل عددين 

( )2 2 2a b a 2ab b+ = + +  

( )2 2 2a b a 2ab b- = - +  

( )( )2 2a b a b a b- = - +  
  

( )3 3 2 2 3a b a 3a b 3ab b+ = + + +  

( )3 3 2 2 3a b a 3a b 3ab b- = - + -  

( )( )3 3 2 2a b a b a ab b- = - + +  

( )( )3 3 2 2a b a b a ab b+ = + - +  

Ëمجموعة تعريف بعض الدوال العددية:  

f عددية لمتغیر حقیقي  دالةx  
  :بما يلي معرفة 

  fمجموعة تعريف الدالة 

( ) ( )f x x= R  fD = ¡  

( ) ( )
( )
x

f x
Q x
R

=  ( ){ }fD x / Q x 0= Î ¹¡  

( ) ( )f x x= R  ( ){ }fD x / x 0= Î R ³¡  

( ) ( )
( )
x

f x
Q x

R
=  ( ){ }fD x / Q x 0= Î¡ >  

( ) ( )
( )
x

f x
Q x

R
=  ( ) }Q x )و <0 ){fD x / x 0= Î R ³¡  

( ) ( )
( )
x

f x
Q x
R

=  ( ) }Q x و 0¹
( )
( )f
x

D x / 0
Q x

ì Rï= Î ³í
ïî

¡  
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  )محمد الكیال(                     النھايات
  

Ë نھايات الدوال( ) nn * x xÎ¥ a  وx xaو مقلوباتھا:  

n
x 0
lim x 0
®

=  
x 0
lim x 0
®

=

>

  

nx

1lim 0
x®-¥

=  

nx

1lim 0
x®+¥

=  

x
lim x
®+¥

= +¥  

x

1lim 0
x®+¥

=  

  

  : عددا فرديا فإنnإذا كان   : عددا زوجیا فإنnإذا كان 
n

x
lim x
®+¥

= +¥  

n
x
lim x
®-¥

= +¥  

nx 0

1lim
x®

= +¥
>

  

nx 0

1lim
x®

= +¥
<

  

n
x
lim x
®+¥

= +¥  

n
x
lim x
®-¥

= -¥  

nx 0

1lim
x®

= +¥
>

  

nx 0

1lim
x®

= -¥
<

  

Ë أو عند ¥+نھايات الدوال الحدودية و الدوال الجذرية عند-¥:  

 ھي ¥- أو عند ¥+نھاية حدودية عند 

  نھاية حدھا الأكبر درجة

 ¥- أو عند ¥+نھاية دالة جذرية عند   

  ھي نھاية خارج حديھا الأكبر درجة

Ëنھايات الدوال المثلثیة:  

x 0

sin xlim 1
x®

=  
x 0

tan xlim 1
x®

=  
x 0

1 cos x 1lim
x² 2®

-
=  

Ëنھايات الدوال من النوع:( )x u xa  

( )
x x0
lim u x
®

  
  

( )
x x0
lim u x
®

  

0³l     l  

+¥    +¥  

  ¥-أو عند ¥+ على الیسار أو عند0x على الیمین أو عند 0xت تبقى صالحة عند نھاياھذه ال
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Ëالنھايات و الترتیب:  

( ) ( )
( ) ( )

0
0

x x
x x

f x V x
lim f xlim V x 0 ®

®

ü- £ ï Þ =ý= ïþ

l
l  

( ) ( ) ( )
( )

( )

( )
0 0

0

x x x x

x x

u x f x V x

lim u x lim f x

lim V x
® ®

®

ü
ï£ £
ïï= Þ =ý
ï
ï=
ïþ

l l

l

  

( ) ( )
( ) ( )

0
0

x x
x x

u x f x
lim f xlim u x ®

®

£ üï Þ = +¥ý= +¥ïþ
  

( ) ( )
( ) ( )

0
0

x x
x x

u x V x
lim f xlim V x ®

®

£ üï Þ = -¥ý= -¥ïþ
  

  ¥-أو عند ¥+ على الیسار أو عند0x على الیمین أو عند 0xت تبقى صالحة عند نھاياھذه ال

Ëعملیات على النھاياتال:  

 :نھاية مجموع دالتین 

+¥  +¥  -¥  l  l  l  ( )
0x x

lim f x
®

  

-¥  +¥  -¥  +¥  -¥  'l  ( )
0x x

lim g x
®

  

l  ¥-  ¥+  ¥-  ¥+  ش غ  م + l'  ( ) ( )
0x x

lim f x g x
®

+é ùë û  

 :نھاية جداء دالتین 

0  +¥  -¥  -¥  0>l  0<l  l  ( )
0x x

lim f x
®

  

±¥  +¥  +¥  -¥  +¥  -¥  +¥  -¥  'l  ( )
0x x

lim g x
®

  

ش غ  
l´  ¥+  ¥-  ¥-  ¥+  ¥+  ¥-  ¥+  م l'  ( ) ( )

0x x
lim f x g x
®

´é ùë û  

 :نھاية خارج دالتین 

±¥  0  +¥  -¥  0>l  0<l  l  l  ( )
0x x

lim f x
®

  

±¥  0  0+  0-  0+  0-  0+  0-  0+  0-  
±¥
  

0¹'l
  

( )
0x x

lim g x
®

  

ش غ  
  م

ش غ  
  م

+¥
  

-¥
  

-¥
  

+¥
  

+¥
  

-¥
  

-¥
  

+¥
  0  

'
l
l 

  
( )
( )0x x

f x
lim

g x®
  

  ملاحظة عامة
  ¥-أو عند ¥+ على الیسار أو عند0x على الیمین أو عند 0xت تبقى صالحة عند نھاياھذه ال
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  )محمد الكیال(                    الاتصال
�

Ëالاتصال في نقطة:   

  تعريف 
  
  

  : الاتصال على الیسار–الاتصال على الیمین  
( ) ( )0

0

f lim f x f x
x x

Û =
®
>

  0x متصلة على يمین 

( ) ( )0
0

f lim f x f x
x x

Û =
®
<

  0x سار متصلة على ي

f0  و على يسارمتصلة على يمینx   f Û 0متصلة فيx  

Ëالاتصال على مجال:  

[متصلة على مجال مفتوح fتكون  [a,bإذا كانتf متصلة في كل نقطة من المجال ] [a,b  

]متصلة على مجال مغلقfتكون  ]a,bإذا كانتf متصلة على المجال المفتوح ] [a,b  

  bعلى يسار متصلة  و a على يمین و متصلة
Ëالعملیات على الدوال المتصلة: 

  عدد حقیقي kو I  دالتین متصلتین على مجالgوfلتكن 
fالدوال  · g+, f g´, kf متصلة على المجال I 

فإن الدالتین I لا تنعدم على gإذا كانت  ·
1
g

و 
f
g

  I متصلتین على المجال 

 :نتائج
 ¡كل دالة حدودية متصلة على  ·
 كل دالة جذرية متصلة على مجموعة تعريفھا ·

xالدالة  · xaمتصلة على+¡ 
xالدالتان  · sin xa وx cos xaمتصلتان على¡ 

xالدالة  · tan xaمتصلة على مجموعة تعريفھا k / k
2
pì ü- + p Îí ý
î þ

¡ Z 

Ëاتصال مركب دالتین:  

) : بحیثJمتصلة على مجال gو Iى مجالمتصلة علfإذا كانت  )f I JÌ  

0g :فإن f متصلة على المجالI  

Ëصورة مجال بدالة متصلة:  

  متصلة ھي قطعة صورة قطعة بدالة ·
  صورة مجال بدالة متصلة ھي مجال ·

 Iدالة متصلة و رتیبة قطعا على مجالfلتكن:حالات خاصة 
)الجدول التالي يوضح طبیعة المجال        )f I  
  

( ) ( )0
0

f lim f x f x
x x

Û =
®

 0x متصلة في 
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)المجال  )f I  
  Iالمجال 

f تزايدية قطعا علىI  f تناقصیة قطعا علىI  
[ ]a,b  ( ) ( )f a ;f bé ùë û  ( ) ( )f b ;f aé ùë û  

[ [a,b  ( ) ( )
x b

f a ; lim f x
-®

é é
ê ê
ë ë

  ( ) ( )
x b

lim f x ;f a
-®

ù ù
ú ú
û û

  

] ]a,b  ( ) ( )
x a
lim f x ;f b

+®

ù ù
ú ú
û û

  ( ) ( )
x a

f b ; lim f x
+®

é é
ê ê
ë ë

  

] [a,b  ( ) ( )
x a x b

lim f x ; lim f x
+ -® ®

ù é
ú ê
û ë

  ( ) ( )
x b x a

lim f x ; lim f x
- +® ®

ù é
ú ê
û ë

  

[ [¥a,+  ( ) ( )
x

f a ; lim f x
®+¥

é é
ê êë ë

  ( ) ( )
x

lim f x ;f a
®+¥

ù ù
ú úû û

  

] [¥a,+  ( ) ( )
xx a

lim f x ; lim f x
+ ®+¥®

ù é
ú ê
û ë

  ( ) ( )
x x a

lim f x ; lim f x
+®+¥ ®

ù é
ú ê
û ë

  

] ]-¥,a  ( ) ( )
x

lim f x ;f a
®-¥

ù ù
ú úû û

  ( ) ( )
x

f a ; lim f x
®-¥

é é
ê êë ë

  

] [-¥,a  ( ) ( )
x x a

lim f x ; lim f x
-®-¥ ®

ù é
ú ê
û ë

  ( ) ( )
xx a

lim f x ; lim f x
- ®-¥®

ù é
ú ê
û ë

  

¡  ( ) ( )
x x

lim f x ; lim f x
®-¥ ®+¥

ù é
ú êû ë

  ( ) ( )
x x

lim f x ; lim f x
®+¥ ®-¥

ù é
ú êû ë

  

Ëمبرھنة القیم الوسیطیة:  
]متصلة على مجال fإذا كانت  ]a,b فإنه لكل عدد حقیقيb محصور بین العددين( )f a و ( )f b 

]مجال من الaيوجد على الأقل عد حقیقي  ]a,bبحیث: ( )f a = b  

  :نتیجة
]متصلة على مجال fإذا كانت  ]a,b و ( ) ( )f a f b 0´ <  

)فإن المعادلة  )f x ]ينتمي إلى المجالaتقبل على الأقل حلا =0 ]a,b  

] على مجال  و رتیبة قطعامتصلةدالة f كانت إذا ]a,b و ( ) ( )f a f b 0´ <  

)فإن المعادلة  )f x ]ينتمي إلى المجالaتقبل حلا وحیدا =0 ]a,b  

Ëة التفرع الثنائيطريق:  
]دالة متصلة و رتیبة قطعا على مجال fلتكن  ]a,bبحیث   : ( ) ( )f a f b 0´ <  

) الحل الوحید للمعادلة aولیكن  )f x ]في المجال =0 ]a,b  

): إذا كان ) a b
f a f 0

2
+

´ æ ö
ç ÷
è ø

): إذا كان    > ) a b
f b f 0

2
+

´ æ ö
ç ÷
è ø

<  

 :فإن
a b

a
2
+

a<   و ھذا التأطیر سعته>
b a

2
-

  

يمكن إعادة ھذه الطريقة على المجال
a b

a;
2
+é ù

ê úë û
 

  a للحصول على تأطیر أدق للعدد  

  
 :فإن

a b
b

2
+

a<   و ھذا التأطیر سعته>
b a

2
-

  

يمكن إعادة ھذه الطريقة على المجال
a b

; b
2
+é ù

ê úë û
 

  aللحصول على تأطیر أدق للعدد   
  سعته مرغوب فیھا aإعادة ھذه الطريقة إلى أن يتم الحصول على تأطیر للعدد وھكذا دوالیك يمكن   :ملاحظة
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  )محمد الكیال(                     الاشتقاق
� 

Ëقابلیة الاشتقاق في عدد:  

 : إذا كانت النھاية0x قابلة للاشتقاق في العدد fن دالةإنقول 
( ) ( )0

00

f x f x
lim

x xx x

-

-®
   منتھیة

):  ويرمز له بالرمز0xفيfھذه النھاية تسمى العدد المشتق للدالة  )0f ' x  

Ëالدالة التآلفیة المماسة لمنحنى دالة-معادل المماس لمنحنى دالة :  

  0xدالة قابلة للاشتقاق في fلتكن

) : ھي0xفي النقطة التي أفصولھا fاس لمنحنى الدالة معادلة المم  )( ) ( )0 0 0y f ' x x x f x= - +  

) : كما يلي¡ المعرفة علىuالدالة  ) ( )( ) ( )0 0 0u x f ' x x x f x= - +  

                   0x  بجوارf و ھي تقريب للدالة0xفي النقطة التي أفصولھا fة المماسة لمنحنى الدالة تسمى الدالة التآلفی

Ëقابلیة الاشتقاق على الیمین-قابلیة الاشتقاق على الیمین :   

) إذا كانت النھاية 0xقابلة للاشتقاق على الیمین فيfن دالة إنقول   ) ( )0

00

f x f x
lim

x xx x®

-
-

  منتھیة

) : له بالرمزو يرمز0xعلى يمین fھذه النھاية تسمى العدد المشتق للدالة  )0f ' xd  

): إذا كانت النھاية0xقابلة للاشتقاق على يسارfن دالة إنقول   ) ( )0

00

f x f x
lim

x xx x®

-
-

  منتھیة

) :و يرمز له بالرمز0xعلى يسار f العدد المشتق للدالة تسمى النھايةھذه  )0f ' xg  

  
 و 0xقابلة للاشتقاق على الیمین و على الیسار فيf إذا كانت 0xقابلة للاشتقاق فيfتكون دالة 

( ) ( )0 0f ' x f ' xg d=  

Ëالاشتقاق و الاتصال:  

  0xتكون متصلة في f فإن 0xقابلة للاشتقاق في عدد fإذا كانت دالة 

Ëجدول مشتقات بعض الدوال الاعتیادية:  

( )f ' x  ( )f x  

0  k  ( )k Î¡  

1  x  

1
x²
-

  
1
x

  

r 1rx -  
rx  { }( )r * 1Î -¤  

1
2 x

  x  
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Ëالعملیات على الدوال المشتقة:  
( )u v ' u ' v '+ = +  ( )u v ' u ' v '- = -  ( ) ( ) ( )k ku ' k u 'Î =R       

( )uv ' u 'v uv '= +  ( )n n 1u nu .u -¢ ¢=  

1 v '
v v²

¢ -æ ö =ç ÷
è ø

  
u u 'v uv '
v v²

¢ -æ ö =ç ÷
è ø

  

Ëمشتقة دالة الجذر-مشتقة مركب دالتین :  
 ( ) [ ]0 0u v ' u ' v v '= ´  ( ) u 'u

2 u
¢ =  

Ëالاشتقاق و تغیرات دالة:  
  Iدالة قابلة للاشتقاق على مجال fلتكن
 ( )f x I f ' x 0Û " Î            ³ تزايدية على المجالI 

 ( )f x I f ' x 0Û " Î  Iتناقصیة على المجال             £

 ( )f x I f ' x 0Û " Î   Iثابتة على المجال             =

Ëالاشتقاق و التأويل الھندسي:  
 

  :يقبل) Cf(التأويل الھندسي المنحنى  استنتاج  النھاية

( ) ( )
( )® ¹

0

00

f x - f x
lim = a

x - xx x a 0
  

) مماسا في النقطة )( )0 0A x ;f x معامله 

 aالموجه ھو 

( ) ( )
®

0

00

f x - f x
lim = 0

x - xx x
  

 
f قابلة

للاشتقاق 
   0xفي

)مماسا أفقیا في النقطة  )( )0 0A x ;f x  

( ) ( )
( )¹®

0

+ 00

f x - f x
lim = a

x - x a 0x x
  

  النقطة فيیمینالنصف مماس على 

( )( )0 0A x ;f x معامل الموجه لحامله ھو ؛ a  

( ) ( )
®

0

+ 00

f x - f x
lim = 0

x - xx x
  

 
f قابلة

  للاشتقاق على
   فيیمینال نصف مماس أفقي على  0x يمین 

) النقطة )( )0 0A x ;f x  

( ) ( )
-¥

®

0

+ 00

f x - f x
lim =

x - xx x
  

   فيیمینالنصف مماس عمودي على  

)النقطة  )( )0 0A x ;f xموجه نحو الأسفل  

( ) ( )
¥

®

0

+ 00

f x - f x
lim = +

x - xx x
  

  
f غیر قابلة

  للاشتقاق 
   فيیمینلا نصف مماس عمودي على  0xعلى يمین

)النقطة  )( )0 0A x ;f xموجه نحو الأعلى   

( ) ( )
( )- ¹®

0

00

f x - f x
lim = a

x - x a 0x x
  

 النقطةفي یسار النصف مماس على 

( )( )0 0A x ;f x معامل الموجه لحامله ھو   ؛a  

( ) ( )
-®

0

00

f x - f x
lim = 0

x - xx x
  

  
f قابلة

  للاشتقاق 
  0xعلى يسار 

  
  

  یسارال نصف مماس أفقي على

)النقطة في  )( )0 0A x ;f x  

( ) ( )
-

-¥
®

0

00

f x - f x
lim =

x - xx x
  

   فيیسارالنصف مماس عمودي على 

)النقطة  )( )0 0A x ;f xموجه نحو الأعلى  

( ) ( )
-

+¥
®

0

00

f x - f x
lim =

x - xx x
  

  
f غیر قابلة

  للاشتقاق
 في یسار النصف مماس عمودي على   0x على يسار

)النقطة )( )0 0A x ;f xموجه نحو الأسفل   
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   مركز التماثل–محور التماثل 
  )محمد الكیال(               نقطة الانعطاف 

� 

Ëمحور التماثل:  
xيكون المستقیم الذي معادلته a= تماثل للمنحنى  محور( )fC الشرطان التالیان إذا تحقق:  

· ( )f fx D 2a x D" Î - Î                 

· ( ) ( )fx D f 2a x f x" Î - =             

aإذا كانت  :حالة خاصة    دالة زوجیةf فإن =0

Ëمركز التماثل:  
)النقطة يكون  )I a,b مركز تماثل للمنحنى( )fCإذا تحقق الشرطان التالیان :  

· ( )f fx D 2a x D" Î - Î                         

· ( ) ( )fx D f 2a x f x 2b" Î - + =             

aإذا كانت  :حالة خاصة b 0=    دالة فرديةf فإن =

Ëنقطة الانعطاف-  التحدب- التقعر :  

يكون منحنى دالة مقعرا على مجال إذا كان يوجد تحت 
  جمیع مماساته على ھذا المجال

) :إذا كان )x I f '' x 0" Î £          

):    فإن )fC  مجال المقعر علىI    

  

 فوقعلى مجال إذا كان يوجد حدبا يكون منحنى دالة م
  جمیع مماساته على ھذا المجال

) :إذا كان )x I f '' x 0" Î ³          

):    فإن )fC  مجال المحدب علىI  
  

  
نقطة انعطاف منحنى دالة ھي نقطة من المنحنى التي 

  عندھا يتغیر تقعر ھذا المنحنى

fإذا كانت   مع تغییر الإشارة فإن 0x تنعدم في ''

)المنحنى  )fC  0يقبل نقطة انعطاف أفصولھاx  

fإذا كانت   دون تغییر الإشارة فإن 0x تنعدم في '

)المنحنى  )fC  0يقبل نقطة انعطاف أفصولھاx    
  



                              
  
  
  
  
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
  

  
ة

ئی
ھا

لان
ال

ع 
رو

لف
ا

   
 

    
  
  
 

)
ل

یا
لك

د ا
م
ح

م
(

     

( ) ( )
x
lim f x ax b 0
®¥

- + =é ùë û 
( )

( )x a 0

f x
lim a

x®¥ ¹
=

( )
x
lim f x a
®¥

= ( )
x
lim f x
®¥

=¥ ( )
x a
lim f x
®

=¥ 

( )
x

f x
lim

x®¥
= ¥ 

( )
x

f x
lim 0

x®¥
= 

( )
x
lim f x ax b
®¥

- =é ùë û

 

( )
x
lim f x ax
®¥

- = ¥é ùë û

 

  
( )fC يقبل :  

مقاربا عموديا 
  :معادلته
x a=  

  
( )fC يقبل :  

فرعا شلجمیا 
اتجاھه محور 

الأفاصیل 
  ¥بجوار 

  
( )fC يقبل :  

فرعا شلجمیا 
  اتجاھه 

  محور الأراتیب 
  ¥بجوار 
  

( )fC يقبل :  

فرعا شلجمیا 
اتجاھه 

المستقیم 
  الذي معادلته

y ax=  
  ¥بجوار
  

  
( )fC يقبل :  

مقاربا مائلا 
  :معادلته

y ax b= +  
  ¥بجوار 

  
( )fC يقبل :  

 أفقیامقاربا 
  :معادلته
y a=  
  ¥بجوار 
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  )محمد الكیال(                الدالة العكسیة
 

Ëخاصیة :  

  I دالة متصلة و رتیبة قطعا على مجال fإذا كانت 
) تقبل دالة عكسیة معرفة من المجال fفإن  )f I نحو المجال I  

1f:و يرمز لھا بالرمز  -  

  :نتائج 

· 
( ) ( )

( )

1f x y f y x
x I y f I

-ì= =ì ïÛí í
Î Îî ïî

 

· ( )( )1x I f f x x-" Î o =       

· ( ) ( )( )1y f I f f y y-" Î o =      

Ëتحديد صیغة الدالة العكسیة :  
  I مجال دالة متصلة و رتیبة قطعا علىfلتكن 
) عنصرا من المجال xلیكن  )f I و y عنصرا من المجالI  

) :بالاستعانة بالتكافؤ التالي ) ( )1f x y f y x- = Û =  

) نستنتج صیغة x بدلالة y  و بتحديد )1f x- لكل عنصر x من ( )f I  

Ëاتصال الدالة العكسیة:  

  Iل  دالة متصلة و رتیبة قطعا على مجاfإذا كانت 

1fفإن الدالة العكسیة  )متصلة على المجال - )f I  

Ëاشتقاق الدالة العكسیة:  

  I دالة متصلة و رتیبة قطعا على مجال fلتكن 
) عنصرا من المجال 0xو لیكن  )f I و( )0 0y f x=  

) و 0x قابلة للاشتقاق في fإذا كانت  )0f ' x 0¹  

1fفإن الدالة العكسیة    0y للاشتقاق في قابلة-

):  و لدينا ) ( ) ( )
1

0
0

' 1f y
f ' x

- =  

  
  I دالة متصلة و رتیبة قطعا على مجال fلتكن 

f و دالتھا المشتقة I قابلة للاشتقاق عل المجال fإذا كانت     Iلا تنعدم على المجال '

1fفإن الدالة العكسیة  ) قابلة للاشتقاق على المجال - )f I  

): و لدينا ) ( ) ( )
( )

1
1

' 1x f I f x
f ' f x

-
-

" Î =
é ù
ë û
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Ë العكسیةرتابة الدالة:  

  Iدالة متصلة ورتیبة قطعا على مجال fلتكن

1fالدالة العكسیة   fة لھا نفس منحنى تغیر الدال-

Ëالتمثیل المبیاني للدالة العكسیة:  

  

Ëملاحظات ھامة:  

)المنحنى  )fC  
  

)المنحنى  )1f
C -  

( ) ( )fA a,b CÎ    ( ) ( )1f
A ' b,a C -Î  

  يقبل مقاربا عموديا

x: معادلته  a=  
  

  يقبل مقاربا أفقیا

y: معادلته  a=  

  اربا أفقیايقبل مق

y: معادلته  b=  
  

  يقبل مقاربا عموديا

x:معادلته  b=  

  يقبل مقاربا مائلا

y: معادلته  ax b= +  
  

: يقبل مقاربا مائلا معادلته 

1 by x
a a

= +  

و يتم تحديد المعادلة انطلاقا من 

x: قةالعلا ay b= +  

  )أو نصف مماس(يقبل مماسا 

  عموديا
  

  )أو نصف مماس(يقبل مماسا 

  أفقیا

  )أو نصف مماس(يقبل مماسا 

  أفقیا
  

  )أو نصف مماس(يقبل مماسا 

  عموديا

  
 

  Iدالة متصلة ورتیبة قطعا على مجال fلتكن

1f و fالتمثیلان المبیانیان للدالتین   في معلم متعامد -

  ممنظم متماثلان بالنسبة للمنصف الأول للمعلم
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n*næدالة الجذر من الرتبة  ö
ç ÷
è ø

Î¥  

  )محمد الكیال(                 القوى الجذرية
� 

Ëخاصیة وتعريف:  

nx:الدالة  xa تقبل دالة عكسیة تسمى دالة الجذر من الرتبة¡+المعرفة علىn  

               n:ويرمز لھا بالرمز
n

nx x

+®¡ ¡
a

+:

      
  

( ) 2 nnx;y x y x y+" Î = Û =¡             

   :حالات خاصة

· 2x x= 

3:العدد · xكعب ل يسمى الجذر المx 

Ëخاصیات:    

( )

( )

2

n n

nn

n n

n n

x;y n *

x x

x x

x y x y

x y x y

+" Î " Î

=

=

= Û =

Û

¡ ¥      

> >

    

( ) ( ) ( )

( )
( )

22 *

n n n

m n mn

n
n

n

n m n m

x;y m;n

x y x y

x x

x x y 0
yy

x x

+

´

" Î " Î

´ = ´

=

=

=

¡ ¥       

           ¹

  

  :ملاحظة ھامة

x yx y
x y

-
- =

+
  3 3

3 3 3 3
x yx y

x² x y y²
-

- =
+ +

  

Ëمجموعة التعريف:  

  :مجموعة تعريفھا  :معرفة كما يليfالدالة 

( ) nf x x=  [ [fD 0;= +¥  

( ) ( )nf x u x=  ( ) }u x f}و 0³ uD x / x D= Î Î¡  

Ëالنھايات:  

( )
x x0
lim u x
®

  

  
( )n

x x0
lim u x
®

  

0³l    n l  

+¥    +¥  
 ¥-أو عند ¥+الیسار أو عند   على0x على الیمین أو عند 0xھذه النھايات تبقى صالحة عند 
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Ëالاتصال:  

nxالدالة xa متصلة على+¡  

)فإن الدالةIدالة موجبة و متصلة على مجال uإذا كانت )nx u xaمتصلة على المجالI   

Ëالاشتقاق:  

nxالدالة xaقابلة للاشتقاق على المجال] [0;+¥  

[:                  ولدينا [ ( )n
n n 1

1x 0; x
n x -

¢" Î +¥ =            

)فإن الدالةIدالة موجبة قطعا و قابلة للاشتقاق على مجالuإذا كانت  )nx u xa قابلة للاشتقاق

  Iعلى المجال

):                  ولدينا )( ) ( )

( )
n

n 1n

u x
x I u x

n u x -

¢¢" Î =
é ùë û

              

Ëحل المعادلة:( ) na x x aÎ Î =¡ ¡            

nعدد فردي   nعدد زوجي  

a 0>  { }nS a=  { }n nS a; a= -  

a 0=  { }S 0=  { }S 0=  

a 0<  { }nS a= - -  S = Æ  

Ëالقوى الجذرية لعدد حقیقي موجب قطعا:  

لیكن
pr
q

p*:عددا جذريا غیر منعدم حیث= Î¢و *q Î¥  

] [
p

qr pqx 0, x x x" Î +¥ = =             

  :ملاحظات

· ] [
1

n nx 0; x x" Î +¥ =                

):معرفة كما يليx لمتغیر حقیقي fف دالة عدديةمجموعة تعري · ) ( ) ( ) rr * f x u xé ùÎ = ë û¤        

): ھي ) }u x f}و <0 uD x / x D= Î Î¡  

· ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
11 1n nn

1u x u x u ' x u x
n

-
¢æ ö¢ ç ÷ é ù= = ´ ´ ë ûç ÷

è ø
  

*منyوxلكل عنصرين
rو rولكل عنصر ين¡+   ¤* من '

( )r 'r r r 'x x ´=                      r r ' r r 'x x x +´ =  

r r

r
x x
y y

æ ö
=ç ÷

è ø
                          ( )r r rx y x y´ = ´  

  

r '
r '
1 x

x
-=                           

r
r r '

r '
x x
y

-æ ö
=ç ÷ç ÷

è ø
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  )محمد الكیال(              المتتالیات العددية
 

Ë المتتالیة الھندسیة–المتتالیة الحسابیة   

  
  لمتتالیة ھندسیة  لمتتالیة حسابیة

n  تعريف 1 nu u r+ = +  
rھو الأساس   

n 1 nu q u+ = ´  
qھو الأساس   

  الحد العام
( )n pu u n p r= + -  

( )p n£  

n p
n pu u q -

´=  

( )p n£  

مجموع حدود 
  متتابعة

( ) p n
p n

u u
u ... u n p 1

2
+æ ö

+ + = - + ´ ç ÷
è ø

  

p n p

n p 1q 1u ... u u
q 1

´
- +æ ö-

+ + = ç ÷ç ÷-è ø
 

( )q 1¹  

a وb وc 
ثلاثة حدود 

  متتابعة
2b a c= +  b² a c= ´  

Ë المصغورةة المتتالی–المتتالیة المكبورة :  

)لتكن       )n n Iu Îمتتالیة عددية   

 ( ) nn n Iu n u MÎ Û " Î £I             مكبورة بالعددM 

 ( ) nn n Iu n u mÎ Û " Î ³I             مصغورة بالعددm 

 ( )n n Iu Î مكبورة و مصغورة( )n n Iu Î Ûمحدودة  

Ëرتابة متتالیة عددية:  

)لتكن        )n n Iu Î متتالیة عددية  

 ( ) n 1 nn n Iu n u u+Î Û " Î £I             تناقصیة  

 ( ) n 1 nn n Iu n u u+Î Û " Î ³I             تزايدية  

 ( ) n 1 nn n Iu n u u+Î Û " ÎI            = ثابتة   

  :ملاحظة

)كن تل     )n n Iu Îمتتالیة عددية حدھا الأول  :pu 

)إذا كانت   )n n Iu Îاقصیة فإنتن: n pn u u" Î £I        

)إذا كانت   )n n Iu Î تزايدية فإن: n pn u u" Î ³I          
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Ëنھاية متتالیة:  

)نھاية المتتالیة   )naحیث:*aÎ¤: 

0a >  0a <  

n
lim na

®+¥
= +¥  

n
lim n 0a

®+¥
=  

) نھاية المتتالیة الھندسیة  )nqحیث:q ÎR: 

q 1>  q 1=  1 q 1- < <  q 1£ -  

n
n
lim q
®+¥

= +¥  n
n
lim q 1
®+¥

=  n
n
lim q 0
®+¥

)المتتالیة  = )nq  

  لیس لھا نھاية

Ëالتقاربمصاديق :  

 كل متتالیة تزايدية و مكبورة ھي متتالیة متقاربة ·
  ھي متتالیة متقاربةكل متتالیة تناقصیة و مصغورة  ·

  

n n n

n nn n

nn

v u w
lim v lim u

lim w
®+¥ ®¥

®+¥

ü
£ £ ï

ï= Þ =ý
ï

= ïþ

l l

l

  
 

n n
nnnn

u v
lim ulim v 0 ®¥

®+¥

- £ üï Þ =ý= ïþ

l
l  

   

n n
nnnn

u v
lim ulim v ®+¥

®+¥

£ üï Þ = -¥ý= -¥ïþ
  

n n
nnnn

u v
lim ulim v ®+¥

®+¥

³ üï Þ = +¥ý= +¥ïþ
 

Ëمتتالیة من النوع( )n 1 nu f u+ =:  

)نعتبر المتتالیة  )nuالمعرفة كما يلي:  

( )
0

n 1 n

u a
u f u+

=ì
í =î

  

) بحیث I دالة متصلة على مجال fحیث  )f I IÌ وa عنصرا من I   

)إذا كانت  )nu متقاربة فإن نھايتھاl حل للمعادلة( )f x x=  
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  )محمد الكیال(                 الدوال الأصلیة
  

Ëالدوال الأصلیة لدالة متصلة على مجال:  

  :تعريف 

  I دالة عددية معرفة على مجال fلتكن 

  Iعلى المجال f ھي دالة أصلیة للدالة Fنقول أن 

  :إذا تحقق الشرطان التالیان

· F قابلة للاشتقاق على المجال I 

· ( ) ( )x I F' x f x" Î =             

 :خاصیات 

   أصلیة على ھذا المجالالةكل دالة متصلة على مجال تقبل د

  

  Iعددية معرفة على مجال  دالة fلتكن 

  : فإنIعلى المجال f دالة أصلیة للدالة Fإذا كانت 

  : بما يليI معرفة على fجمیع الدوال الأصلیة للدالة 

( ) ( )x F x k k+ Îa ¡         

  

  Iعلى مجال أصلیة دالة تقبل  دالة عددية fلتكن 

  ¡  عنصرا من0yو I عنصرا من 0xولیكن 

 :تحقق الشرط البدئيI على المجال f للدالة Fدة یحتوجد دالة أصلیة و

( )0 0F x y=  

Ëلجدا ء دالة و عدد حقیقي-لمجموع دالتین: الدوال الأصلیة :  

 :خاصیة 

   عددا حقیقیاkو Iدالتین عدديتین معرفتین على مجال g و fلتكن 

على I على المجال g و fلتیندالتین أصلیتین للداG و Fإذا كانت 

  :التوالي فإن

· F G+ دالة أصلیة للدالةf g+ المجال  علىI 

· kFدالة أصلیة للدالة kf المجال  علىI  
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Ëجدول الدوال الأصلیة لبعض الدوال الاعتیادية:  
( )F x  ( )f x  

ax k+  a Î¡  
1 x² + k
2

  x  

1 k
x
-

+  1
x²

  

2 x k+  1
x

  

r 1x k
r 1

+
+

+
  

rx  { }( )r * 1Î - -¤  

cos x k- +  sin x  
sin x k+  cos x  
tan x k+  11 tan ²x

cos ²x
+ =  

ln x k+  1
x

  

  xe k+  xe  
Ëاستعمال صیغ الاشتقاق لتحديد بعض الدوال الأصلیة:  

( )F x  ( )f x  
( ) ( )u x v x k+ +  ( ) ( )u ' x v ' x+  

( )a u x k+   ( )a u ' x   ( )a Î¡  
( ) ( )u x v x k´ +  ( ) ( ) ( ) ( )u ' x v x u x v ' x´ + ´  

( )
1 k

v x
+  ( )

( )
v ' x

v x ²
-

é ùë û
  

( )
( )

u x
k

v x
+  ( ) ( ) ( ) ( )

( )
u ' x v x u x v ' x

v x ²
´ - ´

é ùë û
  

( )2 u x k+  ( )
( )

u ' x

u x
  

( ) r 1u x
k

r 1

+é ùë û +
+

 
  ( ) ( ) ru ' x u xé ù´ ë û   { }( )r * 1Î - -¤

  
( )ln u x k+  ( )

( )
u ' x
u x

  

( )u xe k+  ( ) ( )u xu ' x e ́  

( )1 sin ax b k
a

+ +  ( )cos ax b+  ( )a 0¹  

( )k ÎR
  

( )1 cos ax b k
a

- + +  ( )sin ax b+  ( )a 0¹  
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  )محمد الكیال(                      كاملالت
  

Ëتكامل دالة متصلة على قطعة:  
] دالة متصلة على مجال f لتكن ]a,b! ] على المجال f دالة أصلیة للدالة F و _ ]a,b! _  

  : ھو العدد الحقیقيb إلى a من fتكامل الدالة 

( ) ( ) ( ) ( )b bf x dx F x F b F aaa = = -é ùë ûò  

Ëخاصیات:  
  :الخطانیة 

( )a
f x dx 0

a
=ò  ( ) ( )a b

f x dx f x dx
b a

= -ò ò  

( ) ( ) ( )b b
k kf x dx k f x dx

a a
Î =ò ò¡         ( ) ( ) ( ) ( )b b b

f x g x dx f x dx g x dx
a a a

+ = +é ùë ûò ò ò  

  :علاقة شال 

( ) ( ) ( )b c b
f x dx f x dx f x dx

a a c
= +ò ò ò  

Ëالتكامل و الترتیب:  
] : كانإذا ] ( )x a,b f x 0" Î ³                    

): فإن )b
f x dx 0

a
³ò  

]: إذا كان ] ( ) ( )x a,b f x g x" Î £          

): فإن ) ( )b b
f x dx g x dx

a a
£ò ò  

Ëالقیمة المتوسطة:  
] دالة متصلة على مجال fلتكن  ]a,b  

]متوسطة للدالة على المجال القیمة ال ]a,b العدد الحقیقيھي: ( )b1 f x dx
ab a- ò  

Ëالمكاملة بالأجزاء:  
] دالتین قابلتین للاشتقاق على مجالg  و f لتكن ]a,b#   متصلتین 'g و'f بحیث تكون  

] على المجال  ]a,b#    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )b bbf ' x g x dx f x g x f x g ' x dxaa a
´ = ´ - ´é ù é ù é ùë û ë û ë ûò ò   

Ëحساب مساحة حیز:  

                                                                              

) معلم متعامد لیكن المستوى منسوبا إلى )o,i, j
r r

  

   ھي مساحة المستطیل المحدد u . A :وحدة المساحة 

i و المتجھتین o بالنقطة
r

j و
r

  

1.u . A =  i  ×  j 
r r

  



 23

]دالة متصلة على مجال fلتكن  ]a;b  

ومحـور  fCمساحة الحیز المحصور بین المنحنى    
  :الأفاصیل والمستقیمین اللذين معادلتاھما

x a=وy b=ھي:  

( )b
f x dx .u.A

a
æ ö
ç ÷
è øò  

]دالتین متصلتین على مجال gو fلتكن    ]a;b  

 و fCمساحة الحیز المحصور بین المنحنیین 

gC ومحور الأفاصیل والمستقیمین اللذين

x: معادلتاھما a=وy b=ھي:  

( ) ( )b
f x g x dx .u.A

a
æ ö-ç ÷
è øò  

  :حالات خاصة

  رسممساحة الحیز الرمادي في ال  ملاحظات  الرسم

  

f موجبة   
]على المجال  ]a,b  ( )b

f x dx .u.A
a

æ ö
ç ÷
è øò  

  

f سالبة   
]على المجال  ]a,b  ( )b

f x dx .u.A
a

æ ö-ç ÷
è øò  

  

· fموجبة  
]على المجال  ]a,c 

· f سالبة 
]على المجال  ]c,b  

( ) ( )c b
f x dx f x dx .u.A

a c
æ ö+ -ç ÷
è øò ò  

  

( )fC يوجد فوق( )gC  

]على المجال  ]a,b  
( ) ( )( )b

f x g x dx .u.A
a

æ ö-ç ÷
è øò  

  

· ( )fCفوق( )gC 

]على المجال  ]a,c  

· ( )gCفوق( )fC 

]على المجال  ]c,b  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )c b
f x g x dx g x f x dx .u.A

a c
æ ö- + -ç ÷
è øò ò

  

Ë حساب حجم:  

                      
 

)حجم المجسم المولد بدوران المنحنى  )fC حول 

]محور الأفاصیل دورة كاملة في مجال  ]a,b  

)        :ھو )( )b ²V f x dx u.v
a

é ù= ê úë û
pò  
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  )محمد الكیال(             لوغارتمیةالدوال ال
  

Ë ريتم النبیرياللوغاالدالة:  
  :تعريف 

ة اللوغاريتم النبیري ھي الدالة الأصلیة للدالة لدا
1

x
x

aعلى المجال]   1 والتي تنعدم في¥+;0]

  ln: ويرمز لھا بالرمز

  :استنتاجات وخاصیات 
ln e 1=   ln1 0=  

] [ ] [x 0;+ y 0;+" Î ¥ " Î ¥            

ln x ln y x y= Û =        
ln x ln y x yÛ> >     

] [
y

x 0;+ y

ln x y x e

" Î ¥ " Î

= Û

¡        

=
  

( )r Î¤

] [ ] [

r

x 0;+ y 0;+

ln xy ln x ln y

ln x r ln x

1
ln ln x

x
x

ln ln x ln y
y

" Î ¥ " Î ¥

= +

=

= -

= -

        

  

nx  : فإن  عددا زوجیا nإذا كان  * ln x n ln x" Î =¡       

  :مجموعة التعريف 
  مجموعة تعريفھا   معرفة كما يليfالدالة

( )f x ln x=  ] [fD 0;+= ¥  

( ) ( )f x ln u x= é ùë û  ( ) }u x > f}و 0 uD x / x D= Î Î¡  

  :النھايات 
éنھايات أساسیة                         :                         éاستنتاجات    :  

lim ln x
x

= +¥
®+¥

    ( ) ( )
0 0

lim u x lim ln u x
x x x x

= +¥ Þ = +¥
® ®

é ùë û  

lim ln x
x 0+

= -¥
®

    ( ) ( )
0 0

lim u x 0 lim ln u x
x x x x

+= Þ = -¥
® ®

é ùë û  

n
ln x

lim 0
x x

=
®+¥

  ( )n *Î¥  ( ) ( )
( ) n

0 0

ln u x
lim u x lim 0

x x x x u x
= +¥ Þ =

® ®

é ùë û

é ùë û
  

nlim x ln x 0
x 0+

=

®

    ( ) ( ) ( )n

0 0
lim u x 0 lim u x ln u x 0

x x x x
+= Þ =

® ®
é ù é ùë û ë û  

ln x
lim 1

x 1 x 1
=

® -
  ( ) ( )

( )0 0

ln u x
lim u x 1 lim 1

x x x x u x 1
= Þ =

® ® -

é ùë û  

( )ln x + 1
lim 1

x 0 x
=

®
  

  

( ) ( )
( )0 0

ln u x 1
lim u x 0 lim 1

x x x x u x

+
= Þ =

® ®

é ùë û  

   على0x على الیمین أو عند 0x تبقى صالحة عند نھايات ھذه ال                                                           
 ¥-أو عند ¥+الیسار أو عند                                                                                   
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  :الاتصال 
xالدالة  ln xaالمجال متصلة على ] [0;+¥  

)فإن الدالة Iمتصلة على مجالموجبة قطعا و uإذا كانت )x ln u xé ùë ûaمتصلة على المجال I  

  الاشتقاق 
xالدالة  ln xa قابلة للاشتقاق على 

] [0,+¥  

[ :ولدينا [ ( ) 1
x 0; ln x

x
¢" Î +¥ =      

قابلة للاشتقاق على مجال و   موجبة قطعا دالةuإذا كانت  

Iدالة فإن ال( )x ln u xé ùë ûaقابلة للاشتقاق على المجالI  

) :ولدينا )( ) ( )
( )

u ' x'
x I ln u x

u x
" Î =é ùë û                

 :lnإشارة                                          :التمثیل المبیاني 

                                
Ëللأساس الدالة اللوغاريتم aحیث :{ }*a 1+Î -¡  

  :تعريف 
  alog: ھي الدالة التي يرمز لھا بالرمزaاس  للأسالدالة اللوغاريتم

[:حیث [ a
ln x

x 0; log x
ln a

" Î +¥ =        

  ogl :تسمى دالة اللوغاريتم العشري و يرمز لھا كذلك بالرمز10oglالدالة é:حالة خاصة

 :ت و خاصیاتاستنتاجا 

a

a

og 1 0

og a 1

=

=

l

l
  

  

] [
r

a

x 0; r

og x r x a

" Î +¥ " Î

= Û =

¤        

l
  

] [ ] [
a a a

a a

a a

a a a

x 0; y 0;

og xy og x n g y
rog x r og x

1
og og x

x

x
og og x og y

y

" Î +¥ " Î +¥

= +

=

= -

= -
æ ö
ç ÷
è ø

    

l l l

l l

l l

l l l

( )r Î¤  

  :نھايات و متراجحات 
a > 1  0 < a < 1  

a aog x > og y x > yÛl l  a aog x > og y x < yÛl l  
a

a

lim og x
x

lim og x
x 0+

= +¥
®+¥

= -¥
®

l

l
  

a

a

lim og x
x

lim og x
x 0+

= -¥
®+¥

= +¥
®

l

l
  

 :المشتقة 

] [ ( )a
1

x 0, og x '
x ln a

" Î +¥ =       l  

 

+¥ 1   0  x  
+  -  ln x  
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  )محمد الكیال(                 الدوال الأسیة
  

Ëالدالة الأسیة النبیرية  
  :تعريف 

xxالدالة  eaللدالةالة العكسیة ھي الدlnو  تسمى الدالة الأسیة النبیرية  

  :استنتاجات وخاصیات 
x

x

x e 0

ln e x

" Î

=

¡       >

             
  

] [ ln xx 0; e x" Î +¥ =          

] [
x

x y 0;

e y x ln y

" Î " Î +¥

= Û =

¡        

  
  

( ) x y

x y

x;y ² e e x y

e e x y

" Î = Û =

Û

¡             

                          > >
  

( )

( )
x y x y

rx rx

x
x

x
x y

y

x;y ² r

e e e

e e

1 e
e
e e
e

+

-

-

" Î " Î

´ =

=

=

=

¡ ¤    

  

 :مجموعة التعريف 
  مجموعة تعريفھا   معرفة كما يليfالدالة

( ) xf x e=  fD = ¡  

( ) ( )u xf x e=  { }f uD x / x D= Î Î¡  

 :النھايات 
  :    استنتاجات:                                                نھايات أساسیة

x
x
lim e
®+¥

= +¥    ( ) ( )u x

x x x x0 0
lim u x lim e
® ®

= +¥ Þ = +¥  

x
x
lim e 0
®-¥

=    ( ) ( )u x

x x x x0 0
lim u x lim e 0
® ®

= -¥ Þ =  

x

nx

elim
x®+¥

= +¥  ( )n *Î¥  ( )
( )

( )

u x

nx x x x0 0

elim u x lim
u x® ®

= +¥ Þ = +¥
é ùë û

  

n x
x
lim x e 0
®-¥

=    ( ) ( ) ( )n u x

x x x x0 0
lim u x lim u x e 0
® ®

= -¥ Þ =é ùë û  

x

x 0

e 1lim 1
x®

-
=  

  
( )

( )

( )
u x

x x x x0 0

e 1lim u x 0 lim
u x® ®

-
= Þ = +¥  

   على0x على الیمین أو عند 0xالنھايات تبقى صالحة عند  ھذه                                                              
 ¥-أو عند ¥+الیسار أو عند                                                                                   

  :الاتصال 

xxالدالة  eaمتصلة على¡  

)فإن الدالة Iمتصلة على مجالuإذا كانت دالة )u xx eaمتصلة على المجال I  
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  الاشتقاق 

xxالدالة  ea على للاشتقاق قابلة ¡   

):ولدينا )x xx e e¢" Î =¡        

فإن I قابلة للاشتقاق على مجالuإذا كانت دالة  

)لدالة ا )u xx eaل المجاقابلة للاشتقاق علىI  

):ولدينا )( ) ( ) ( )u x u xx I e u x e¢ ¢" Î = ´       

 :التمثیل المبیاني 

  

Ë الدالة الأسیة للأساسaحیث :{ }*a 1
+

Î -¡  

  :تعريف 

xxالدالة  aaة للدالالة العكسیةھي الدalog و  تسمى الدالة الأسیة للأساسa  

 :استنتاجات و خاصیات 

( )
x xln a

x
a

x a e

log a x

" Î =

=

¡       

              
  

] [
xlog ax 0; a x" Î +¥ =          

x ya a x y= Û =  

] [
( )x

a

x y 0;

a y x log y

" Î " Î +¥

= Û =

¡     

    
  

( )

( )
x y x y

rx rx

x
x

x
x y

y

x;y ²

a a a

a a

1 a
a
a a
a

+

-

-

" Î

´ =

=

=

=

¡    

      ( )r Î¤  

  :نھايات و متراجحات 

a 1>  0 a 1< <  
x ya a x yÛ> >  x ya a x yÛ> <  

x
x
lim a
®+¥

= +¥  
x

x
lim a 0
®-¥

=  

x
x
lim a 0
®+¥

=  
x

x
lim a
®-¥

= +¥  
x

x 0

a 1lim lna
x®

-
=  

 :المشتقة 

( ) ( )x xa ln a a¢ = ´  
 



 28

  )محمد الكیال(                     الأعداد العقدية
� 

i²{ :عة الأعداد العقدية ھيمجمو 1= ) و - ){z a ib / a;b ²= = + Î£ ¡  

Ëعقديية لعدد الكتابة الجبر:  
zلیكن  a ib= ) :عددا عقديا حیث+ )a;b ²Î¡  

· a ib+ للعدد العقدي تسمى الكتابة الجبريةz 

): و يرمز له بالرمزz يسمى الجزء الحقیقي للعدد aالعدد  · )Re z 

): و يرمز له بالرمزz للعدد تخیلي يسمى الجزء الbالعدد  · )Im z  

): كانإذا…:حالتان خاصتان )Im z    ھو عدد حقیقيzفإن =0

):إذا كان… )Re z   ا صرفا تخیلیاعدديسمى zفإن =0

Ëتساوي عددين عقديین:  
  عددين عقديین¢zوzیكن ل

( ) ( )Im z Im z¢= و( ) ( )z z Re z Re z¢ ¢= Û =  

Ëالتمثیل المبیاني لعدد عقدي:  
)لیكن المستوى العقدي منسوبا إلى معلم متعامد ممنظم  )1 2o,e ,e

ur uur
  

  
  

Ëمرافق عدد عقدي :  

  
( )M z و( )M ' zمتماثلان بالنسبة للمحور الحقیقي  

· z z ' z z '+ = +  

· z z ' z z '´ = ´  

· 
nnz z=            ( )n *Î¥   

·   
1 1
z ' z '

=
æ ö
ç ÷
è ø

  

· 
z z
z ' z '

=
æ ö
ç ÷
è ø

           ( )z ' 0¹  

· z z zÛ   عدد حقیقي=

· z z zÛ =   عدد تخیلي صرف-

· ( )z z 2Re z+ =  

· ( )z z 2i Im z- =  

· ( ) ( )² ²zz Re z Im z= +é ù é ùë û ë û  

Ëمعیار عدد عقدي:  

 

zلیكن  a ib= ):عددا عقديا حیث+ )a;b ²Î¡  

) بالنقطة zنربط العدد العقدي  )M a, b  

): و نكتبz العدد تسمى صورةMو النقطةMيسمى لحق النقطةzالعدد · )M z 

OMيسمى كذلك لحق المتجھةzالعدد  ·
uuur

):و نكتب )OM z
uuur

)أو )z Aff OM=
uuur

  

zلیكن  a ib= ):عددا عقديا حیث+ )a;b ²Î¡  

z:  ھو العدد العقديzمرافق العدد  a ib= -  

zلیكن a ib= ) :عددا عقديا حیث+ )a;b ²Î¡  

z:  الموجبيحقیقھو العدد الzمعیار العدد العقدي  zz a² b²= = +   
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( )

( )

nn *z z n

z z

zz z ' 0
z z

= Î

- =

=
¢ ¢

¥     

      ¹

                                 

z z z z

z z

1 1
z z

¢ ¢´ = ´

=

=
¢ ¢

  

Ë و الكتابة الأسیة لعدد عقدي غیر منعدمالمثلثي الشكل:  

  
  :حالات خاصة

  غیر منعدمaالكتابة المثلثیة لعدد حقیقي 

  
  
  

· ( ) ( ) [ ]arg zz ' arg z arg z ' 2º + p  

· [ ]arg z arg z 2º - p 

· ( )[ ]arg z arg z 2- º p + p 

· [ ]narg z n arg z 2º p   

· [ ]1arg arg z 2
z

º p-     

· ( ) [ ]zarg arg z arg z ' 2
z '

º - p    

· [ ] [ ] [ ]r, r ', ' rr '; 'q ´ q = q + q 

· [ ] [ ]r, r,q = -q  

· [ ] [ ]r, r,- q = p + q 

· [ ]n nr, r ;né ùq = që û 

· 
[ ]

1 1 ; '
r '; ' r '

é ù= -qê úq ë û
 

· 
[ ]

[ ]
r; r ; '

r '; ' r '
q é ù= q - qê úq ë û

  

· ( )i 'i i 're r 'e rr 'e q+qq q´ = 

· i ire req - q= 

· ( )iire re p+qq- = 

· ( )ni n inre r eq q= 

· i '
i '

1 1 e
r 'r 'e

- q
q

= 

· ( )i
i '

i '
re r e

r 'r 'e

q
q-q

q
=  

[ ] [ ]k r, 2k r," Î q + p = q     Z  
· z arg z kÛ = pعدد حقیقي   

·    z arg z k
2
p

Û = + p عدد تخیلي صرف    ( )k Î Z   

Ëصیغة موافر:                               Ëصیغتا أولیر:  

( ) ( ) ( )n

n

cos i sin n cos n isin n

" Î

q + q = q + q

¥        
  

  ( )i i1cos e e
2

q - q"q Î q = +R         

)و )i i1sin e e
2i

q - qq = -     

Ëةحل المعادل z z² aÎ ) حیث     £= )a Î¡:  
  مجموعة حلول المعادلة  المعادلة

a > 0  { }S i a;i a= -  

a = 0  { }S 0=  Î£z     z² = a  

a < 0  { }S i a;i a= - - -  

  

  Mعددا عقديا غیر منعدم صورته zلیكن 

)·: أحد قیاسات الزاوية الموجھةqھو zعمدة العدد العقدي  ), OM1e
uuuuruur

 

arg:و نرمز له بالرمز z  

]:                      ونكتب ]arg z 2= q p  

  نعدمعددا عقديا غیر مzلیكن 
rنضع  z= و[ ]arg z 2= q p  

 :ھوzالشكل المثلثي للعدد العقدي  ·
( ) [ ]z r cos i sin r,= q + q = q  

iz:     ھيzالكتابة الأسیة للعدد العقدي  · re q=  

a 0>  a 0<  

[ ]a a,0=  

ai a,
2
p

= +é ù
ê úë û

  

[ ]a a,= - p  

ai a,
2
p

= - -é ù
ê úë û
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Ëحل المعادلة:z az² bz c 0Î + + )أعداد حقیقیةcوbوa:حیث     £= )a 0¹  

  :مجموعة حلول المعادلة  :المعادلة

Δ > 0  
b bS ;

2a 2a
ì ü- - D - + Dï ï= í ý
ï ïî þ

  

Δ = 0  
bS

2a
-ì ü= í ý

î þ
  ( )

Î£ 2

2

z      az + bz + c = 0

    Δ = b - 4ac
  

Δ < 0  
b i b iS ;

2a 2a
ì ü- - -D - + -Dï ï= í ý
ï ïî þ

  

Ëمفاھیم ھندسیة و مصطلحات الأعداد العقدية:  

  العلاقة العقدية  المفھوم الھندسي
AB  Bالمسافة AAB z z= -  

Iمنتصف  
] القطعة  ]A;B  

A B
I

z z
z

2
+

=  

)·قیاس الزاوية )AB;AC
uuur uuur

  ( ) [ ]c A

B A

z z
AB;AC arg 2

z z
æ ö-

º pç ÷-è ø

uuur uuur
  

AوBوC  
  نقط مستقیمیة

C A

B A

z z
z z

-
Î

-
¡  

AوBوCوD  
  نقط متداورة

B CD A

B A D C

z zz z
z z z z

--
´ Î

- -
R أوD CD A

B A B C

z zz z
z z z z

--
´ Î

- -
R  

  
  المفھوم الھندسي   العقديةالعلاقة

( )
Az z r

r 0

- =

  >
  

· AM r= 
· M تنتمي إلى الدائرة التي مركزھا

Aو شعاعھاr  

A Bz z z z- = -  ·             AM BM= 
· Mتنتمي إلى واسط[ ]AB  

C A

B A

z z
r;

z z 2
- pé ù= ê ú- ë û

±  
ABCمثلث قائم الزاوية فيA  

[ ]C A

B A

z z
1;

z z
-

= q
-

  
ABCمثلث متساوي الساقین فيA  

C A

B A

z z
1;

z z 2
- pé ù= ê ú- ë û

±  

  

C A

B A

z z
1;

z z
- pé ù= ê ú- ë û

±
3

  

ABC مثلث متساوي الساقین و قائم
  Aالزاوية في

  
  

ABCالأضلاعمثلث متساوي   

Ëتمثیلات عقدية لبعض التحويلات الاعتیادية:  
 
  
 

  :التمثیل العقدي  :التحويل
tu  z:الإزاحة z b¢ =   urلحق المتجھةb:حیث+

):التحاكي )h Ω;k  ( )z k z¢ - w = - wحیث:w لحق النقطةW  

):الدوران )r Ω;θ  ( )iz e zq¢ - w = - wحیث:wلحق النقطةW  



  الحل العام للمعادلة التفاضلیة  المعادلة التفاضلیة

( )
y' ay b

a 0
= +

¹  
  

( )

( )

ax by x e
a

a

= a -

ÎR    
  

    

  الحل العام للمعادلة التفاضلیة  :المعادلة الممیزة تقبل   معادلتھا الممیزة  المعادلة التفاضلیة

Δ > 0  
  حلین حقیقیین

  2r و 1rمختلفین

( ) 1 2r x r xy x e e= a + b  

): حیث ), ²a b ÎR 

Δ =   rحلا حقیقیا وحیدا   0
( ) ( ) rxy x x e= a + b  

): حیث ), ²a b ÎR  

ة
ضلی

ت التفا
لا

معاد
ال

 
   

 
     

)
ل

مد الكیا
ح

م
(

� 

y'' + ay' + by = 0  
( )
r² + ar + b = 0

Δ = a² - 4b
  

Δ < 0  

  :حلین عقديین مترافقین

1r p iq= -  

  و

2r p iq= +  

( ) ( ) pxy x cosqx sin qx e= a + b  

): حیث ), ²a b ÎR  
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  )محمد الكیال(              الھندسة الفضائیة
í 

) لیكن الفضاء منسوبا إلى معلم متعامد ممنظم ا الملخصذفي سیاق ھ )o, i , j,k
r r r

  

Ëالجداء المتجھي- منظم متجھة-الجداء السلمي: الصیغة التحلیلیة ل :  

)لتكن  )u a,b,cr
) و  )v a ',b ',c 'r

  3J متجھتین من 

·                                              u.v aa ' bb ' cc '= + +r r
 

·                                              u a² b² c²= + +r
 

· 

i a a '
b b ' a a ' a a '

u v j b b ' i j k
c c' c c ' b b '

k c c '
Ù = = - +

r
r r r rr r
r  

Ëمسافةال:  

  : ھيB و Aالمسافة بین نقطتین 

 ( ) ( ) ( )B A B A B AAB AB x x ² y y ² z z ²= = - + - + -
uuur

  

) و مستوى Mالمسافة بین نقطة  )Pمعادلته الديكارتیة   :ax by cz d 0+ + +   : ھي=

( )( ) M M Max by cz d
d M,

a² b² c²
+ + +

R =
+ +

  

) و مستقیم Mبین نقطة  المسافة  )A,uD r
  : ھي

( )( )
AM u

d A,
u

Ù
D =

uuuur r
r  

Ëمعادلة مستوى:  

( ) ( )n a,b,c : ax by cz d 0Û R + + + =
r

) متجھة منظمیة على المستوى  )R   

ABنقط غیر مستقیمة فإن CوBوAت إذا كان ACÙ
uuur uuur

)متجھة منظمیة على المستوى )ABC  

)و في ھذه الحالة يمكن تحديد معادلة المستوى  )ABCبالتكافؤ التالي ةبالاستعان :  

( ) ( )M ABC AM. AB AC 0Î Û Ù =
uuuur uuur uuur

  

Ëمعادلة فلكة:  

  

)معادلة فلكة مركزھا  )a,b,cW و شعاعھا Rھي :  

( ) ( ) ( )x a ² y b ² z c ² R²- + - + - =  
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Ë تقاطع فلكة( )S ,RW و مستوى ( ) : ax by cz d 0R + + + =  
) على المستوى Wالمسقط العمودي للمركز Hكنلت )R  

): نضع )( )d H d ;= W = W R  

  

)المستوى  )R  

) لا يقطع الفلكة  )S  
  

)المستوى )R مماس 

)للفلكة   )S   

  Hفي النقطة 

  

)لمستوى ا )Rيقطع   

) الفلكة  )S  وفق دائرة( )C  

  H: مركزھا

r:شعاعھا R² d²= -  

Ë تقاطع فلكة( )S ,RWقیم و مست ( )D:  
) على المستقیم Wالمسقط العمودي للمركز Hكنلت )D  

): نضع )( )d H d ;= W = W D  

  
)المستوى  )R و الفلكة

( )Sلا يتقاطعان  
  

)المستقیم  )D مماس 

)للفلكة   )S في النقطة H  
  

)مستقیم ال )Dيخترق الفلكة ( )S 

  في نقطتین مختلفتین

  
 

)معادلة فلكة  )S أحد أقطارھا[ ]AB يمكن تحديدھا 

):     بالاستعانة بالتكافؤ التالي )M S AM . BM 0Î Û =
uuuur uuur

    

)الفلكة :ملاحظة )S مركزھا W منتصف [ ]AB و شعاعھا
AB
2
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  )محمد الكیال(                     التعداد
 

Ëمجموعةرئیسي :  

 :تعريف 

  CardE:  ويرمز له بالرمزE ھو عدد عناصر المجموعةEرئیسي مجموعة منتھیة

Card:حالة خاصة 0Æ =  

 :خاصیة 

AوBمجموعتان منتھیتان  

( ) ( )Card A B CardA CardB Card A BÈ = + - Ç  

Ëمتمم مجموعة: 

  :تعريف 

  Eجزءا من مجموعة منتھیةAلیكن 
  A: ھي المجموعة التي يرمز لھا بالرمزEبالنسبة للمجموعةAمتمم
}حیث }A x E / x A= Î Ï  

 :ملاحظات 

· A AÇ = Æ 
· A A EÈ =  
· cardA cardE cardA= -  

Ëالمبدأ الأساسي للتعداد:  

)اختیاراpنعتبر تجربة تتطلب نتائجھا )p *Î¥  

   كیفیة مختلفة1nا كان الاختیار الأول يتم بذإ

   كیفیة مختلفة2n بم يتالثاني الاختیار و كان
.........................................  

   كیفیة مختلفةpn بم يتp الاختیار و كان

1:  الممكنة ھو الجداء جفإن عدد النتائ 2 3 pn n n ... n´ ´ ´ ´  

Ëبتكرارن الترتیبات بدو-الترتیبات بتكرار :  

  :الترتیبات بتكرار 

)¥*عنصرين منpوnلیكن )p n£  

  pn:عنصر ھوnعنصر من بینp بتكرار لتعدد الترتیبا
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 : بتكرارنالترتیبات بدو 
 :خاصیة ·

)¥*عنصرين منpوnلیكن )p n£  

  :عنصر ھوnعنصر من بینp بدون تكرار لتعدد الترتیبا

( ) ( ) ( )p
nA n n 1 n 2 ... n p 1= ´ - ´ - ´ ´ - +  

                                           pمن العوامل   

 :حالة خاصة ·
   عنصرnعنصر تسمى كذلك تبديلة لnعنصر من بینnكل ترتیبة  بدون تكرار ل

):و عددھا  ) ( )n! n n 1 n 2 ... 2 1= ´ - ´ - ´ ´ ´  

Ëالتألیفات:  

  nمجموعة منتھیة عدد عناصرھا  Eلتكن 
)   pعدد عناصره E من Aكل جزء  )p n£  

  رعنصn عنصر من بین pيسمى تألیفة ل

: عدد ھذه التألیفات ھو و
p

p n
n

AC
p!

=  

Ëالأعداد :n!وp
nA وp

nC:  

( ) ( )n! n n 1 n 2 ... 2 1n * 0! 1            
= ´ - ´ - ´ ´ ´

Î =¥  

( )
p
n

n!C
p! n p !

=
-

  
( )

p
n

n!A
n p !

=
-

  

n
nC 1=  1

nC n=  0
nC 1=  n 1

nC n- =  
p n p
n nC C -=  pp 1 p

n n n 1C C C-
++ =  

Ë عدد إمكانیات ترتیبnعنصر :  

   عنصر من بینھاnإذا كان لدينا 

1n عنصر من النوع A               ( )1 2 3n n n n+ + =  

  B عنصر من النوع 2nو 

  C عنصر من النوع 3nو 

   :فإن إمكانیات ترتیب ھذه العناصر ھو 
1 2 3

n!
n ! n ! n !´ ´

  

Ëبعض أنواع السحب:  

) عنصر n عنصر من بین pنحسب  )p n£و نلخص النتائج في الجدول التالي :  

  الترتیب  :د السحبات الممكنة ھوعد  نوع السحب
p  آني

nC  غیر مھم  

  مھم  pn  بالتتابع و بإحلال

p  بالتتابع و بدون إحلال
nA  مھم  
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  )محمد الكیال(                    الاحتمالات
 

Ëم�  طلحات
  معناه  الاحتماليالمصطلح 

   من نتیجةأكثركل تجربة تقبل   تجربة عشوائیة
W ھي مجموعة الإمكانیات الممكنة لتجربة عشوائیة  الإمكانیاتكون  

  W تجزءا من كون الإمكانیاA Aث حد
   يتضمن عنصرا وحیداثكل حد  حدث ابتدائي

Aتحقق الحدث BÇ   إذا تحقق الحدثانA و Bفي آن واحد  
Aتحقق الحدث BÈ   إذا تحققA أو Bأو ھما معا   

) Aھو الحدث   Aالحدث المضاد للحدث  )A A A AÇ = Æ È = Wو  

AوBحدثان غیر منسجمین  A BÇ = Æ  
Ëدثاحتمال ح - دثاستقرار ح:  

 :تعريف 
   تجربة عشوائیةإمكانیاتكون W لیكن

}ابتدائي يستقر احتمال حد ث  عندما · }iwفي قیمته ipنقول أن احتمال الحدث { }iwھو :ip  

}: ونكتب }( )i iP pw =  

 احتمال حدث ھو مجموع الاحتمالات الابتدائیة التي تكون ھذا الحدث ·
}أي إذا كان  }1 2 3 nA ; ; ;...;= w w w w حدثا منW فإن احتمال الحدث Aھو :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 np A p p p ... p= w + w + w + + w  

 :تخاصیا 
  كون إمكانیات تجربة عشوائیةW لیكن

· ( )p 0Æ )  و   = )p 1W = 

· ( )0 p A 1£  W من A لكل حدث £

 :احتمال اتحاد حدثین ·
   W من B وAلكل حدثین 

( ) ( ) ( ) ( )p A B p A p B p A BÈ = + - Ç  

( ) ( ) ( )p A B p A p BÈ =    غیر منسجمینB و A إذا كان +

 :احتمال الحدث المضاد ·

): ھوW من Aلكل حدث  ) ( )p A 1 p A= -  

Ëفرضیة تساوي الاحتمالات:  
 :تعريف 

  Wإذا كانت جمیع الأحداث الابتدائیة متساوية الاحتمال في تجربة عشوائیة كون إمكانیتھا 

) : ھوW من Aفإن احتمال كل حدث  ) cardAp A
card

=
W

  

Ëاستقلالیة حدثین-الاحتمال الشرطي :  
 :تعريف 

):حدثین مرتبطین بنفس التجربة العشوائیة بحیثB و Aلیكن  )p A 0¹   

):  محقق ھو العددA علما أن الحدث Bحدث احتمال  ) ( ) ( )
( )

p A BBp B p A p AA

Ç
= =  
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 :نتیجة 

):مرتبطین بنفس التجربة العشوائیة بحیثB و Aلكل حدثین  ) ( )p A p B 0´ ¹   

) :لدينا ) ( ) ( ) ( ) ( )B Ap A B p A p p B pA BÇ = ´ = ´  

 :تعريف 
  مرتبطین بنفس التجربة العشوائیة B و Aلكل حدثین 

( ) ( ) ( )A p A B p A p BÛ Ç =    حدثان مستقلانBو ´

 :خاصیة 
   W تجزيئا ل2W و 1W و ن إمكانیات تجربة عشوائیةكوW لیكن

( )1 2 1 2W Ç W = Æ W È W = Wو    

  :W من Aلكل حدث 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2

A Ap A p p p p= W ´ + W ´W W  

Ëمتغیر عشوائيتمالقانون اح :  

  كون إمكانیات تجربة عشوائیة W متغیرا عشوائیا على Xلیكن 
  :نتبع المرحلتین التالیتینX العشوائي رلتحديد قانون احتمال المتغی

)تحديد · ) { }1 2 3 nX x ;x ;x ;...;xW  X القیم التي يأخذھا المتغیر مجموعة: =

)نحسب الاحتمال  · )ip X x= لكلi من المجموعة{ }1;2;...;n  

Ëالانحراف الطرازي لمتغیر عشوائي- المغايرة-الأمل الرياضي :  

   متغیرا عشوائیا قانونهXلیكن 
  :معرف بالجدول التالي

  

 :اريفتع 
)  Xالأمل الرياضي للمتغیر  ) 1 1 2 2 3 3 n nE X x p x p x p ... x p= ´ + ´ + ´ + + ´  

)  Xالمغايرة للمتغیر  ) ( ) ( )V X E X² E X ²= - é ùë û  

)  Xالانحراف الطرازي للمتغیر  ) ( )X V Xs =  

Ëالقانون الحداني:  

   في تجربة عشوائیةAاحتمال حدث pلیكن 

   مرةnنعید ھذه التجربة 
 A الذي يربط كل نتیجة بعدد المرات التي يتحقق فیھا الحدث Xشوائي المتغیر الع

  pو nيسمى توزيعا حدانیا  وسیطاه 

}: ولدينا } ( ) ( )n kk k
nk 0;1;2;...;n p X k C p 1 p -" Î = = ´ ´ -     

)                                    و )E X n p= ´  

)                                و ) ( )V X np 1 p= -  

  
 

nx  ...  3x  2x  1x  ix  

np  ...  3p  2p  1p  ( )ip X x=  
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  )محمد الكیال(        )رتذكی(الحساب المثلثي 
  

  
Ëجدول القیم الاعتیادية و الدائرة المثلثیة:  

  
Ëالعلاقات بین النسب المثلثیة:  

  
-1 cosx 1
-1 sinx 1
cos²x + sin²x = 1

£ £
£ £  

sinxtanx =
cosx

11 + tan²x = cos²x

 
( )
( )
( )

cos x + 2kπ = cosx

sin x + 2kπ = sinx

tan x + kπ = tanx

 

Ëمعادلات مثلثیة أساسیة:  
  

x = -a + 2kπ أو cosx = cosa x = a + 2kπÛ  
( )x = π - a + 2kπ أو sinx = sina x = a + 2kπÛ  

( )tanx = tana x = a + kπ                                        kÛ ÎZ  

π
2

 
3
π  π

4
 π

6
 0 x  

1 3
2

 2
2

 
1
2

 
0 sinx  

0 1
2

 2
2

 3
2

 
1 cosx  

 3  1 3
3

 
0 tanx  

+
π x
2

 π - x
2

 π + x  π - x  -x 

cosx cosx -sinx sinx -sinx sin 

-sinx sinx -cosx -cosx cosx cos  
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Ëصیغ تحويل مجموع:  
  

( )
( )

( )

cos a + b = cos a ×cos b -sin a ×sin b
sin a + b = sin a ×cos b + cos a ×sin b

tan a + tan btan a + b =
1- tan a × tan b

    

    

  
  

  

  ( )
( )

( )

cos a - b = cosa ×cosb + sina ×sinb
sin a - b = sina ×cosb - cosa ×sinb

tana - tanbtan a - b =
1+ tana × tanb

  

  
Ëنتائج:  
  

cos 2a = cos² a -sin² a
          = 2cos² a -1
          =1- 2sin² a
sin 2a = 2sin a×cos a

2tan atan 2a = 1- tan² a

   

 

 

   
 

 
 

 

1 + cos 2acos² a =
2

1- cos 2asin² a = 2

 
 

 
 

 

  
: بوضع

at = tan
2

  

2tsin a = 1 + t²
1- t²cos a = 1 + t²
2ttan a =

1- t²

 

 

 

 

  
Ë تحويل جداء إلى مجموع:                        Ëجداء تحويل مجموع إلى :  
  
 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1cos a×cos b = cos a + b + cos a - b
2
1sin a×sin b = cos a + b cos a b
2

1sin a×cos b = sin a + b sin a b
2
1cos a sin b sin a + b -sin a b
2

é ùë û

é ùë û

é ùë û

é ùë û

- - -

- -

´ -

  

  

  

  =

  

  

   
p + q p qcos p + cos q = 2cos cos

2 2
p + q p qcos p cos q = 2sin sin

2 2
p + q p qsin p + sin q = 2sin cos

2 2
p + q p qsin p sin q = 2cos sin

2 2

æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷
è ø è ø
æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷
è ø è ø

æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷
è ø è ø
æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷
è ø è ø

-

-- -

-

--

  

  

  

  
  

  
Ëتحويل: acosx bsin x+          ( ) ( )a,b 0,0¹  

( )

a ba cos x bsin x a² b² cos x sin x
a² b² a² b²

a² b² cos x

æ ö
ç ÷ç ÷
è ø

+ = + +
+ +

+ - a                        =

 

  : يحقق  عدد حقیقيaحیث 
bsinα =

a² + b²
        و           

acosα =
a² + b²
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