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  كفاءات المستهدفةال               

  
  .استعمال التمثيل البياني لتخمين سلوك ونهاية متتالية عددية 
  .إثبات خاصية بالتراجع 
 .دراسة سلوك ونهاية متتالية 

  .معرفة واستعمال مفهوم متتاليتين متجاورتين 
  .حل مشكلات توظف فيها المتتاليات والبرهان بالتراجع 

  
  

   . ى من طرف اليونان  ، مثل متتالية الأعداد الأوليةتمت دراسة المتتاليات العددية الأول 
   .πأرخميدس قام بأعمال حول المتتاليات التي نهايتها تساوي 

  التي تحملالمتتالية التراجعية البسيطة ليونارد فيبو ناتشي يفي القرن الثالث عشر اكتشف الإيطال
اسمه 

1 2n n n
u u u

− −
= مع +

0
1u  و =

1
1u    .ت ، و التي تترجم تطور نمو تكاثر حيوانا=

     .المتتاليات الحسابية و الهندسية ظهرت في أوروبا و في الصين في القرون الوسطى 
  .في عصر النهضة درست المتتاليات المعروفة لدينا اليوم 
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  ���ط أول       
   

  : و وصلوا إلى النتيجة التالية   في القديم كان اليونان يتعاملون جيدا مع المربع التام لعدد طبيعي    
  .لعدد طبيعي ردية متتابعة و بالتتابع نحصل على مربع تام    كلما جمعنا أعدادا ف

1 ،1 مربع العدد 1:       و هكذا  3 4+ 1 ،2 مربع العدد  4 و = 3 5 9+ +   ... ، 3مربع العدد  9 و =
  :أنجز ورقة المجدول الموالية بإتباع الخطوات التالية) 1      

   أحجز الأعداد2Aبتداء من الخلية ا و Aد    في العمو
   .99 إلى 1   الفردية من 
2 أحجز 3B         في الخلية  3A A= +   
3 أحجز 4B         في الخلية  4B A= +   

1أحسب  )2       3 5 7 9 ... 53 55+ + + + + + +.  
1أحسب  )3       3 5 7 9 ... 85 87+ + + + + + +.  
) خمن حساب)4       )1 3 5 ... 2 1n+ + + +    .n بدلالة −
  : أثبت أن ا بفرض التخمين السابق صحيح)5      

         ( ) ( )
2

1 3 5 ... 2 1 1n n+ + + + + = +.  
   .صية وراثيةا نقول أن الخ        

                   


�ن���ط          
   
  A.مرتب شهري بـ  : عمومية عقدا للتوظيف كما يلي  مؤسسةتقترحDA 15000    في الشهر الأول و زيادة سنوية  

0تقدر بـ  
) n للمرتب الشهري خلال السنة nuنرمز بـ . المرتب الشهري في السنة الأولى  1u نسمي 015 )1n ≥.  

     .7uو 2u ، 3u   ،4u، 5u   ،6uأحسب  )1

 . متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول  ) nu(أثبت أن المتتالية  )2

 . n بدلالة nuعين  )3

                                                                                        ؟DA 25000 من أي سنة يفوق المرتب ابتداء )4
 B .مرتب شهري بـ :عقدا للتوظيف كما يلي  اقتصادية أخرى  مؤسسةتقترحDA15000        الشهر الأول و زيادة  

  .المرتب الشهري في السنة الأولى  1v بعد كل سنة  نسمي DA1500تقدر بـ    في المرتب الشهري         
) n للمرتب الشهري خلال السنة nvـ          نرمز ب )1n ≥.  

    .7v و 2v ، 3v   ،4v ، 5v   ،6vأحسب      )1

 . متتالية حسابية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول  ) nv(أثبت أن المتتالية  )2

 . n بدلالة nvعين  )3

   ؟DA 25000 من أي سنة يفوق المرتب بتداءا )4
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������ط       
   
  A.نعتبر الدالةf ِالمعرفة بـ ( ) 6f x x= ) و ليكن+ )fCتمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس( ); ,O i j

� ��
.  

 .f مجموعة تعريف الدالةfDعين .1

 .فسر بيانيا النتيجة. −6 عندfأدرس قابلية اشتقاق الدالة .2

 .∞+ عندfأحسب نهاية .3

 .fأدرس اتجاه  تغير الدالة .4

 fجز جدول تغيرات الدالةنأ .5

) تقاطع المنحنيعين .6 )fCمع المستقيم ( y ذو المعادلة∆( x= . 

)أرسم  .7 ) و∆( )fC.  
 B.نعتبر المتتالية  ( )nuالمعرفة على ℕكما يلي :  

                     0 5u = ℕ ،1 منn و من أجل كل− 6n nu u+ = +  
∗ منnق أن من أجل كلتحق .1

ℕ ،0nu >. 

 .4u و1u ،2u ،3uباستعمال حاسبة بيانية عين  .2

)باستعمال  .3 ) و∆( )fC1 مثل على محور الفواصل الحدودu ،2u ،3u4 وu. 

)ضع تخمينا حول اتجاه تغير المتتالية .4 )nu. 

 . كبيرا جداnر لما يصبح أكثر فأكثnuباستعمال الحاسبة البيانية خمن من أي عدد يقترب  .5

  .4 إذا فرضنا أن تخمينك السابق صحيح أثبت صحة التخمين الذي وضعته في السؤال .6
                      

   را�
���ط    
   

)نعتبر المتتالية         )nuالمعرفة على ℕ من أجل كل :يلي كماnمن ℕ ،3 2

1n

n
u

n

+=
+

.  

)نعتبر المتتالية         )nvالمعرفة على ℕمن أجل كل : يلي كماnمن ℕ ، 3 10

2n

n
v

n

+=
+

.  

)أثبت أن المتتالية .1 )nu متزايدة . 

)أثبت أن المتتالية .2 )nv متناقصة . 

nعين نهاية المتتالية  .3 nu v−.  

 الرسم المقابل يعطي التمثيل البياني للمتتاليتين .4

        ( )nuو ( )nvكسال  مجدول ا  باستعمال.  
)         ماذا تلاحظ حول نهاية  )nu حول نهاية و( )nv ؟  
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 .تذكير حول المتتاليات العددية    ↵
  .تعريف . 1    
    معطى،    0n  من أو يساوي عدد طبيعي ،أكبرn هي دالة ترفق بكل عدد طبيعيuقيقيةمتتالية عددية ح :تعريف   

)العدد         )u n.   

 .ر متتالية عدديةجاه تغيتّا.2

تالية  تكون مت:متتالية متزايدة   
0

( )n n nu   كان من أجل كل  إذاإذا وفقط ) متزايدة تماما على الترتيب( متزايدة ≤

0n ، 1n أكبر من أو يساويn   عدد طبيعي  nu u+ ≥) 1n nu u+   . )على الترتيب <

 تكون متتالية :متتالية متناقصة   
0

( )n n nu   كان من أجل كل  إذاإذا وفقط  )متناقصة تماما على الترتيب( متناقصة ≤

0n  ، 1n أكبر من أو يساويn   عدد طبيعي  nu u+ ≤) 1n nu u+   . )على الترتيب >

تكون متتالية:متتالية ثابتة   
0

( )n n nu 0nكان من أجل كل عدد طبيعي إذاثابتة إذا وفقط ≤ n≥ ، 1n nu u+ =.   

  )متزايدة تماما على الترتيب ( أو متزايدة) متناقصة تماما على الترتيب( إذا كانت متتالية متناقصة :متتالية رتيبة   
  ) .  رتيبة تماما على الترتيب(   نقول أن المتتالية رتيبة

  .المتتاليات الحسابية.3
)نقول أن المتتالية:تعريف    )nu0متتالية حسابية حدها الأولuو أساسها r) r إذا و فقط إذا كان من                         )  عدد حقيقي

n :1nطبيعي  أجل كل عدد         nu u r+ = +.    
   :مجموع  حدود متتابعة من متتالية حسابية الحد العام و   

                          0nu u nr= 0 و  +
0 1 1........ ( 1)

2
n

n n

u u
S u u u u n−

+ = + + + + = +  
 

 

  .المتتاليات الهندسية.4
)نقول أن المتتالية:تعريف     )nu0متتالية هندسية حدها الأولu و أساسهاq) q إذا و فقط )  عدد حقيقي غير معدوم

n :1nطبيعي  أجل كل عدد كان أن من     إذا       nu u q+ = ×.    
   حدود متتابعة من متتالية هندسيةمجموع الحد العام و   

  0
n

nu u q= و ×
1

0 1 0

1
...

1

n

n

q
S u u u u

q

+ −= + + + =  − 
1qإذا كان   و≠1qمع  )0 فإن= 1)S n u= +.  

   .نهاية متتالية هندسية  
1q  إذا كان  •    0  و < 0u lim  فإن < n

n
q

→+∞
limمنه و ∞+= nn

u
→+∞

= )المتتالية  . ∞+ )nu متباعدة .  

1q  إذا كان  •    0  و < 0u lim  فإن > n

n
q

→+∞
lim  و منه∞+= nn

u
→+∞

= )لية المتتا . ∞− )nu متباعدة .  

1  إذا كان  •    1q− < lim   فإن > 0n

n
q

→+∞
lim و منه = 0nn

u
→+∞

)المتتالية   . = )nu متقاربة  .  

1q  إذا كان  •    ≤ )    فإن المتتالية − )nu النهاية غير موجودة (  متباعدة                              .( 
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)المتتالية  لتكن :1تمرين محلول   )n n

u
∈ℕ

0 المعرفة بحدها الأول 3u 1:بالعلاقة  و= 5 1n nu u n+ = − −.  

)المتتالية      لتكن )nvالمعرفة من أجل كل عدد طبيعي n1: بالعلاقةn n nv u u+= −.  

)أثبت أن المتتالية•     )nv متتالية حسابية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول.  

) حد الأولى من المتتاليةn مجموع Sالمجموع  ثم أحسبn بدلالةnvأحسب•     )nv.استنتج( )nuبدلالة n.   

)لمتتالية ل الأولالحد •:الحل  )nv 0هوv،   ( )0 1 0 3 5 0 1 3 1v u u= − = − − − = − .  
1    لدينا        5 1n nu u n+ − = − 5: إذن  .− 1nv n= − −  

         ( ) ( )1 5 1 1 5 1 5n nv v n n+ − = − + − − − − = n: 1 من أجل كل عدد طبيعيإذن.   − 5n nv v+ − = −   .   
)  و منه المتتالية          )nv5ها متتالية حسابية  أساسr = 0 و حدها الأول − 1v = −.                         

n:1من أجل كل عدد طبيعي •    5nv n= − − . ( ) ( )0 1 1... 5 5 5 2 5
2 2n

n n
S v v v n n−= + + + = + − = − −.  

        0 1 0v u u= − ، 1 2 1v u u= − ،  ...،1 1n n nv u u− −= 0nu نجد بالجمع طرف بطرف − S u= +   

)          و منه  )2 5 3
2n

n
u n= − − +.    

)المتتالية  لتكن:2تمرين محلول   )n n
u

∈ℕ
0 المعرفة بحدها الأول  2u 1:بالعلاقة  و=

1
2

3n nu u+ = +     

)المتتالية      لتكن )nvالمعرفة من أجل كل عدد طبيعي n3: بالعلاقةn nv u= −.  

)أثبت أن المتتالية•     )nv متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول.  

) حد الأولى من المتتاليةn مجموع Sعثم أحسب المجمو ،n بدلالةnuاستنتج ، n بدلالةnvأحسب•     )nv.  

)ما هو اتجاه تغير المتتالية •     )nv؟  

)استنتج نهاية.S ثم أحسب نهايةn بدلالةnvأحسب نهاية•     )nu.     

  : الحل   

     • 1 1

1
3 2 3

3n n nv u u+ += − = + −  

      ( )1

1 1
3

3 3n n nv u v+ = − )المتتالية إذن = )nv1  أساسهامتتالية هندسية

3
q=0  و حدها الأول 1v =−      .  

n : 1من أجل كل عدد طبيعي  •     

3

n

nv
 =−   

0 و   1 1

3 1
... 1

2 3

n

nS v v v −
     = + + + =− −       

  

      1
3

3

n

nu
 =− +  

.   

    •
1

1

1 1 1 2

3 3 3 3

n n n

n nv v
+

+

          − =− − − = ×                 
1 إذن 0n nv v+ − ) و منه < )nvمتزايدة على  ℕ.   

    •1
1 1

3
− < 1 و منه>

lim 0
3

n

n→+∞

  =  
lim و بالتالي  0n

n
v

→+∞
= . 3

lim
2n

S
→+∞

=−.lim 3n
n

u
→+∞

= 
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  الخلاصة
  عدد طبيعيأجل كل  من 

n0 أكبر من أو يساويn  
( )P nصحيحة  

 
   .الاستدلال بالتراجع ↵

  .مبدأ الاستدلال بالتراجع.1      

)  :مسلمة     )P nد طبيعي  خاصية متعلقة بعدn .  
              0n عدد طبيعي .  

)               للبرهان على صحة الخاصية )P nمن أجل كل عدد طبيعي n0 أكبر من أو يساويn يكفي ، :  

) أي 0nنتأكد من صحة الخاصية من أجل  .1 )0P n.  
) أي0n أكبر من أو يساويnنفرض أن الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي كيفي .2 )0P n 

) أي+1n نبرهن صحة الخاصية من أجل و)  فرضية التراجع  (  )1P n+     . 

  . 0n أكبر من أو يساويnكل عدد طبيعي عند الانتهاء من المرحلتين نقر أن الخاصية صحيحة من أجل•:ملاحظات  
  .+1nإلى العدد الذي يتبعهnقل من عدد طبيعيتنترجم الشرط الثاني بالقول أن الخاصية وراثية أي أنها تن•             
   صحيحة،دون أن تكونوراثية خاصية  يمكن أن تكون هلأن  ضروري0nية من أجلمن صحة الخاص التأكد•             

  .               خاصية خاطئة بالرغم من أنها وراثية  "  5 يقبل القسمة على 3n" الخاصية :   مثلا 
   فإن                                                          

                ( )0P n      إذا كانت        ( )P n             ( )1P n+  
   صحيحة                        صحيحة                 صحيحة                 

 
 

               2المرحلة                    1لمرحلةا                       
 

    .متى يستعمل الاستدلال بالتراجع.2      

    . للبرهان على صحة خاصية متعلقة بالأعداد الطبيعيةالاستدلال بالتراجع      يمكن التفكير في استعمال

n، 4أنه من أجل كل عدد طبيعي  أثبت :مثال   2n    . 3 مضاعف للعدد +

4"  الخاصية :الحل   2n   . الاستدلال بالتراجع نستعمل . nمتعلقة بالعدد الطبيعي  " 3 مضاعف للعدد +
0n=، 04من أجل  : 1 المرحلة          2 1 2 3+ = +    .3 مضاعف للعدد 3 و =

4:أي.  كيفيnنفرض الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي :2         المرحلة  2n   . 3  مضاعف للعدد+
4و نضع    2 3n k+ 4و منه.  عدد طبيعي k  حيث = 3 2n k= −  

14 أي +1n         و نبرهن أن الخاصية صحيحة من أجل  2n+    .3مضاعف للعدد  +

         
1

1

4 2 4 4 2 (3 2) 4 2

4 2 12 8 2 3(4 2)

n n

n

k

k k

+

+

+ = × + = − × +

+ = − + = −
    

4)3        و 2)k− 14 و منه 3 مضاعف للعدد 2n+    .3مضاعف للعدد  +
n،4        إذن من أجل كل عدد طبيعي  2n      .3لعدد  مضاعف ل+
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   :6أكبر من أو يساوي nأثبت باستعمال الاستدلال بالتراجع ، أنه من أجل كل عدد طبيعي :1تمرين محلول

                                               3 100n n≥          

)نسمي :الحل  )P n  3"الخاصية 100n n≥ "   

)نتأكد من صحة : 1المرحلة   )6P  
6n=، 63  من أجل  6 و =729 100 600× =  
63   و منه  6 100≥ ) و بالتالي× )6P صحيحة.  

)نفرض الخاصية  :2  المرحلة  )P n صحيحة من أجل عدد   
3 أي 6يساوي أو  كيفي أكبر منn  طبيعي 100n n≥ )  فرضية  

  ) .  التراجع 
) ونبرهن أن الخاصية )P n1صحيحة من أجلn+أي ( )1P n+    

13 أي 100( 1)n n+ ≥ + .  
13 لدينا  3 3n n+ = ×.   

13  من فرضية التراجع  3 100n n+ ≥ 13 منه  و× 2 100 100n n n+ ≥ × +    .   
2 نستنتج أن ≤6n  من  100 1200n× 2 و بالأخص ≤ 100 100n× ≥.  

3من   100n n≥ ) 2و) فرضية التراجع 100 100n× 13، نستنتج ≤ 100 100n n+ ≥ 13 و منه + 100( 1)n n+ ≥ +.  
)  أي أن الخاصية )P n1 صحيحة من أجلn+.  

3 : 6أكبر من أو يساوي n  إذن من أجل كل عدد طبيعي  100n n≥.   

n، 2أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي :2تمرين محلول     1 23 2n n+    . 7 مضاعف للعدد ++

2"  الخاصية :الحل   1 23 2n n+   . الاستدلال بالتراجع نستعمل . nمتعلقة بالعدد الطبيعي  " 7 مضاعف للعدد ++
) ،=0nمن أجل  : 1 المرحلة          )2 0 1 0 23 2 3 4 7+ ++ = +    .7 مضاعف للعدد 7 و =

2 :أي.  كيفيnنفرض الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي :2         المرحلة  1 23 2n n+   . 7 للعدد  مضاعف++
2و نضع    1 23 2 7n n k+ ++ 2و منه.  عدد طبيعي k  حيث = 1 23 7 2n nk+ += −.  

) أي +1nنبرهن أن الخاصية صحيحة من أجل ل         و ) ( )2 1 1 1 23 2n n+ + + +
   .7مضاعف للعدد  +

                        ( ) ( )2 1 1 1 2 2 1 2 2 13 2 3 2n n n n+ + + + + + + ++ = +   
                  2 1 2 23 3 2 2n n+ += × + ×  
          ( )2 2 27 2 3 2 2n nk + += − × + ×  

         2 27 9 2 9 2 2n nk + += × − × + ×  
                 ( )27 9 2 7nk += × + × −  

                        27( 9 2 )nk += × −      
)           و منه  ) ( )2 1 1 1 23 2n n+ + + +

  .7مضاعف للعدد  +
n،2        إذن من أجل كل عدد طبيعي  1 23 2n n+   . 7 مضاعف للعدد ++
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   .تقارب متتالية عددية ↵
 .عددية نهاية متتالية 

) :تعريف تذكير و        )nu و عددية متتالية lعدد حقيقي .  

)الية    نقول أن المتت )nuتقبل l كنهاية إذا وفقط إذا كان كل مجال مفتوح يشمل l المتتالية                  يشمل أيضا كل حدود
   ( )nu اَو نكتب.  من رتبة  معينة بتداء  :lim n

n
u l

→+∞
lim  أو  = nu l=) حيث أن النهاية لا تحسب إلا عند+∞(   

)    في هذه الحالة نقول أن  المتتالية  )nu متقاربة.  
)لتكن المتتالية تذكير       )nuالمعرفة كما يلي( )nu f n= حيثfدالة معرفة على مجال من الشكل [ [,α + ∞   

limإذا كانت  عدد حقيقي ، α    حيث  ( )
x

f x l
→+∞

lim فإن= nn
u l

→+∞
=.   

)ة لتكن المتتالي:مثال    )nu المعرفة على ℕ 4:  كما يلي 1

3 2n

n
u

n

− +=
+

.   

) عين نهاية المتتالية•     )nu. 

)المتتالية:الحل  )nuالشكلمن ( )nu f n= حيث f معرفة على دالة[ [0,+ 4: كما يلي ∞ 1
( )

3 2

x
f x

x

− +=
+

.  

4 لدينا        
lim ( )

3x
f x

→+∞
= 4 إذا −

lim
3nn

u
→+∞

= )إذن المتتالية .− )nuمتقاربة .   

   :العكس غير صحيح  :ظةحملا 

]المعرفة علىx للمتغير الحقيقيf الدالة  لتكن:مثال    ):  كما يلي ∞+;0] )
( )cos 2

1

x x
f x

x

π

=
+

 ، الدالة المرفقة     

)المتتاليةب      )nuعرفة على  المℕ كما يلي  :
1n

n
u

n
=

+
.   

)نلاحظ فعلا بأن      )
1n

n
u f n

n
= =

+
) : n حيث أن من أجل كل عدد طبيعي  )cos 2 1nπ =.   

    lim 1nn
u

→+∞
limو ) ات علي النهايات نطبق النظري ( = ( )

x
f x

→+∞
  .  غير موجودة 

) :تعاريف    )nu عددية متتالية.   

)المتتاليةالقول أن نهاية  •   )nuكل ∞+ هي مفتوح يعني أن] [,α + ∞( )α ∈ℝ ةالمتتالي يشمل كل حدود ( )nu       
lim:  و نرمز . من رتبة  معينة ابتداء  n

n
u

→+∞
= +∞ .   

)القول أن نهاية المتتالية •   )nuهي −∞ كل مجال مفتوح يعني أن] [,α−∞( )α ∈ℝ المتتالية يشمل كل حدود ( )nu 

lim:  و نرمز . من رتبة  معينة اءبتدا       n
n

u
→+∞

= −∞.   

  

)لتكن المتتالية :تذكير    )nuالمعرفة كما يلي( )nu f n=حيث fدالة معرفة على مجال من الشكل [ [,α + ∞   
  .  عدد حقيقي α    و

lim إذا كانت •    ( )
x

f x
→+∞

= lim فإن∞+ nn
u

→+∞
= lim إذا كانت •.   ∞+ ( )

x
f x

→+∞
= lim فإن∞− nn

u
→+∞

= −∞.  
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) :1تمرين محلول    )nu متتالية معرفة في ℕ كما يلي  :
2

2

3 5 1

5n

n n
u

n

− +
=

+
.   

  .                         عين نهاية هذه المتتالية 

)الدالة المرفقة بالمتتاليةfلتكن: الحل   )nuو منه  ( )
2

2

3 5 1

5

x x
f x

x

− +
=

+
   ℝ و المعرفة على 

)و بما أن      )lim 3
x

f x
→+∞

)فإن المتتالية ) تطبيق  النظريات على النهايات  ( = )nuلها نفس النهاية   

lim      مع الدالة المرفقة لها و منه  3n
n

u
→+∞

=.   

) :2تمرين محلول      )nu متتالية معرفة في ℕ 4:  كما يلي 3

1n

n
u

n

+
=

+
.   

  .                         عين نهاية هذه المتتالية 

)المتتالية : الحل   )nu من الشكل( )n nu f v= 4  حيث 3

1n

n
v

n

+
=

+
) العددية حيث   الدالةf و  )f x x=.   

]       المعرفة على [0;+∞.   

)       الدالة المرفقة بالمتتالية )nv هي الدالة g حيث ( )
4 3

1

x
g x

x

+
=

+
]المعرفة على [0;+∞.   

)      و بما أن  )lim 4
x

g x
→+∞

)فإن المتتالية ) تطبيق  النظريات على النهايات  ( = )nvلها نفس النهاية   

lim      مع الدالة المرفقة لها و منه  4n
n

v
→+∞

limو بالتالي .  = 4 2n
n

u
→+∞

= = .    

) :3حلولتمرين م   )nu متتالية معرفة في ℕ 0:   كما يلي 3u 1 و  =

4 1

2
n

n
n

u
u

u+

−
=

+
.   

n 1nu أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي •                       ≠.   

)                          لتكن   )nv  المعرفة علىمتتالية ال ℕ 1:   كما يلي

1n
n

v
u

=
−

 .   

) أثبت أن المتتالية •                       )nvمتتالية حسابية ثم استنتج نهاية( )nu.  

         بالتراجعنستعمل الاستدلال • :الحل   
0n= ، 0من أجل  : 1 المرحلة           3u   . و الخاصية صحيحة=

1nu :أي.  كيفي موجب تماماnنفرض الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي :2         المرحلة  ≠   
1 أي +1n         و نبرهن أن الخاصية صحيحة من أجل  1nu + 1ضنفر.   و نبرهن بالخلف  ≠ 1nu + =              

4أي        1
1

2
n

n

u

u

−
=

+
1nu و نستنتج أن n 1nuمن أجل كل عدد طبيعيإذن . و هذا تناقض مع فرضية التراجع = ≠.  

        • 1
1

1

1n
n

v
u+

+

=
−

1 و منه

1 1
4 1 11

2

n n
n n

n

v v
u u

u

+ − = −
− −−
+

1 و بالتالي

1 1

3 3 3
n

n n
n

u
v v

u+

−
− = =

−
.  

)ذن       إ )nv1أساسها  متتالية حسابية

3
r 0 و حدها الأول =

1

2
v = . lim n

n

v
→+∞

  <0r لأن ∞+=

lim        و نستنتج 1n
n

u
→+∞

=.        



 14

 
  .محدودة من الأعلى، محدودة من الأسفل ، متتالية محدودة متتالية ↵
) :تعريف        )nu معرفة علىعددية متتالية ℕ.   

) القول أن المتتالية•     )nu محدودة من الأعلى يعني وجود عدد حقيقي A حيث من أجل كل عدد طبيعي n:   
       nu A≤ .  نقول أنA عنصر حاد من الأعلى .  

) القول أن المتتالية•     )nu محدودة من الأسفل  يعني وجود عدد حقيقي B حيث من أجل كل عدد طبيعي n:   
       nu B≥ .  نقول أنB عنصر حاد من الأسفل .  

) القول أن المتتالية•     )nu محدودة  يعني أنها محدودة من الأعلى و محدودة من الأسفل .  
)لتكن المتتالية   :1مثال    )nuلمعرفة كما يلي  ا:  

4: غير معدوم n           من أجل كل عدد طبيعي

3n

n
u

n
=
+

     

    الجدول المقابل يعطي قيم المتتالية
 ( )nu من أجل قيم n 14إلى1 من   

  .   و يعطي التمثيل البياني للمتتالية 
    انطلاقا من هذا نخمن أن المتتالية

 ( )nuهو1 محدودة من الأسفل و   
  .  عنصر حاد من الأسفل 

  .  لنبرهن على صحة هذا التخمين
) .+3n و 4n  لنقارن بين  )4 ( 3) 3 3 3 1n n n n− + = − = 4 فإن≤1n  وبما − ( 3) 0n n− + ≥.  

4  و منه ( 3)n n≥ 4 و بالتالي+
1

3

n

n
≥

+
1nu  إذن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ≥.   

)  و المتتالية  )nu محدودة من الأسفل  .  
)لتكن المتتالية   :2مثال    )nu المعرفة كما يلي  :  

2: غير معدوم n           من أجل كل عدد طبيعي 3
n

n
u

n

+
=  .  

)   المتتالية )nuعنصر حاد من الأعلى 5محدودة من الأعلى و  .  
)المتتالية    )nuعنصر حاد من الأسفل 2 محدودة من الأسفل و .  

)   و منه المتتالية )nu متتالية محدودة  .  
                

  .تقبل بدون برهان  :مبرهنة    
)إذا كانت •     )nu متتالية متزايدة و محدودة من الأعلى فإنها متقاربة .  
)إذا كانت •     )nu  متتالية متناقصة و محدودة من الأسفل فإنها متقاربة.  

  



 15

  

) :1تمرين محلول    )nu متتالية معرفة في *
ℕ كما يلي  :

2 9
n

n n
u

n

+ +
=.   

)                         أثبت أن المتتالية  )nuمحدودة من الأسفل .   

)لإثبات أن متتالية :طريقة    )nuمعرفة علىℕحقيقي  محدودة من الأسفل بعددB )أو محدودة من الأعلى بعددA(  
  .     يمكن إتباع إحدى الطرق الآتية 

n،nu استعمال الاستدلال بالتراجع لإثبات أنه من أجل كل عدد طبيعي•      B≥ ) لإثبات أوnu A≤. (   
nuبدراسة إشارة  ) A وnuأو( B وnu المقارنة بين •      B−) أو nu A−. (   
) إذا كانت •      )nu f n=ات الدالة على المجال ندرس تغير[ [0;+∞.  

   :الحل  
) كل عدد طبيعي غير معدوممن أجل         )nu f n= حيث f هي الدالة العددية المعرفة على ]   : حيث∞+;0]

                                         ( )
2 9x x

f x
x

+ +
=.    

) موجب تماما x  من أجل كل عدد حقيقي  )
2

2

9
'

x
f x

x

−
    : ونحصل على التغيرات الآتية =

+∞            3               0   x  
          +       0         -  ( )'f x  

                                      

                   7  
( )f x  

) عدد حقيقي موجب تماما  فإن نلاحظ أنه من أجل كل   ) 7f x    :n و منه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ≤
  7nu ) ، و المتتالية ≤ )nuعدد حاد من الأسفل7 محدودة من الأسفل و  .   

) :2تمرين محلول   )nu متتالية معرفة في ℕ كما يلي  :
2

2

2 1

4n

n
u

n

+
=

+
.   

)                         أثبت أن المتتالية  )nu 2 محدودة من الأعلى بالعدد.   

   :الحل  
2nuسب الفرق            نح −.  

         
2

2

2 1
2 2

4n

n
u

n

+
− = −

+
  و منه  ،  

2 2

2

2 1 2 8
2

4n

n n
u

n

+ − −
− =

+
 أي

2

7
2

4nu
n

−
− =

+
             

 : n كل عدد طبيعي        من أجل  
2

7
0

4n

−
≤

+
  : و بالتالي

n   : 2 كل عدد طبيعي       من أجل    0nu − ≤.   

n:  2nu كل عدد طبيعي  من أجل             و ��� ≤.  

)          إذن المتتالية  )nuعنصر حاد من الأعلى 2  محدودة من الأعلى و  .  
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 .متتاليتان متجاورتان ↵

   إحداهما متزايدة و الأخرى متناقصة ، و الفرق و فقط إذان إذا كانت متجاورتيتكون متتاليتان عدديتان :تعريف      
  . بينهما يؤول  إلى الصفر      

)لتكن المتتالية   :مثال    )nuالمعرفة على *
ℕ كما يلي :

2 2 2

1 1 1
1 ...

2 3nu
n

= + + + +.  

)لتكن المتتالية              )nvالمعرفة على *
ℕ 1: كما يلي

n nv u
n

= +.  

  
   يتين  الجدول المقابل يعطي قيم المتتال

 ( )nuو( )nv من أجل قيم n   
   و يعطي التمثيل البياني10إلى1   من 

  انطلاقا من هذا نخمن .   للمتتاليتين 
  .ن   أن المتتاليتين متجاورتا

  .  لنبرهن على صحة هذا التخمين

  •
( )

1 22 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
1 ... 1 ...

2 3 2 31
n nu u

n nn
+

     − = + + + + + − + + + +      + 
  

     أي
( )

1 2

1

1
n nu u

n
+ − =

+
  

  :n     إذن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 
( )

2

1
0

1n
>

+
) و منه )nu يدة علىمتزا*

ℕ  

  •1 1

1 1

1n n n nv v u u
n n+ +

 − = + − +   +
1 أي 1

1 1

1n n n nv v u u
n n+ +− = − + −
+

  : و منه

     
( )

1 2

1 1 1

11
n nv v

n nn
+ − = + −

++
   

     أي 
( )

1 2

1

1
n nv v

n n
+

−
− =

+
.  

  :n    من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 
( )

2

1
0

1n n

−
<

+
) و منه )nv متناقصة على*

ℕ.  

  • 1
n n n nu v u u

n

 − = − +   
1  و منه  

n nu v
n

− 1   و  =
lim 0

n n→+∞
=.  

)   إذن  )lim 0n n
n

u v
→+∞

− =.  

)   بما أن )nuمتزايدة ، ( )nvمتناقصة و( )lim 0n n
n

u v
→+∞

− ) فإن = )nu و ( )nv متجاورتان . 

)إذا كانت  :مبرهنة       )nu و ( )nvو لهما نفس النهاية ن فإنهما متقاربتاناورتي متجن متتاليتين عدديتي   .   
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) لتكن المتتالية:1تمرين محلول    )nuو المتتالية ( )nv المعرفتين كما يلي :  

         0 12u =  ،0 1v n : 1 و من أجل كل عدد طبيعي =

2

3
n n

n

u v
u +

1  و  =+

3

4
n n

n

u v
v +

+=.          

n : n من أجل كل عدد طبيعي           نضع n nw u v= 3  و  − 8n n nt u v= +.   

)أثبت أن المتتالية )1 )nw أحسب.هندسية  يطلب تعيين أساسها وحدها الأولnwبدلالةn.ما هي نهاية( )nw؟  

)أثبت أن المتتالية )2 )ntما هي نهاية .لية ثابتة  متتا( )nt؟ 

)أثبت أن المتتاليتين  )3 )nuو  ( )nvن متجاورتا. 

  .nv و نهايةnuاستنتج نهاية )4

   :الحل  

1 لدينا) 1       1

2 3

3 4
n n n n

n n n

u v u v
w u u+ +

+ += − = −           

          1

4 8 3 9

12 12
n n n n n n

n

u v u v u v
w +

+ − − −= 1 أي =

1

12n nw w+ =.  

)المتتالية           إذن )nw1  أساسهامتتالية هندسية

12
q=0  وحدها الأول 11w =.  

n: 1بيعي  من أجل كل عدد ط       
11

12

n

nw
 =   

1بما أن  . 
1 1

12
− < <( )nw متقاربة و lim 0n

n
w

→+∞
=.   

      2( ( ) ( )
1 1 1

3 2 8 3
3 8

3 4
n n n n

n n n

u v u v
t u v+ + +

+ +
= + = +   

1         أي  2 2 6 3 8n n n n n n nt u v u v u v+ = + + + = 1n و منه + nt t+ ) و المتتالية = )ntمتتالية ثابتة على ℕ.   
        0lim 44n

n
t t

→+∞
= =.   

      3 (•1

2 2 3

3 3
n n n n n

n n n

u v u v u
u u u+

+ + −− = − ) : و منه = )
1

2 2

3 3
n n

n n n

u v
u u w+

− −
− = = −   

1 :    إذن

22 1

3 12

n

n nu u+
 − = −  
 

n:1 أجل كل عدد طبيعي ومنه من 0n nu u+ − ) والمتتالية> )nuمتناقصة علىℕ.  

         •1

3 3 4

4 4
n n n n n

n n n

u v u v v
v v v+

+ + −− = − ) : ومنه = )
1

1

4 4
n n

n n n

u v
v v w+

−
− = =  

1:    إذن

11 1

4 12

n

n nv v+
 − =  
 

n:1 أجل كل عدد طبيعيمنه من و 0n nv v+ − ) و المتتالية< )nvمتزايدة علىℕ.  

lim نعلم أن •          0n
n

w
→+∞

n و أن = n nw u v= ) و بالتالي − )lim 0n n
n

u v
→+∞

− =.  

)    إذن )nuمتناقصة و( )nv تانإذن المتتالي . 0متزايدة و الفرق بينهما يؤول إلى( )nu و( )nv متجاورتان .  
)المتتاليتان) 4       )nu و( )nv متجاورتان .  

)    إذن المتتاليتان )nu و( )nvس النهاية  متقاربتان و لهما نف.  
0lim    نعلم أن  44n

n
t t

→+∞
= lim و منه = 3 8 44n n

n
u v

→+∞
+ =    

lim    نستنتج أن   lim 4n n
n n

u v
→+∞ →+∞

= =    .  
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)دراسة متتالية تراجعية من الشكل     )1n nu f u+ =. 
)  المتتاليةةسانريد در :مثالدراسة .1   )nu 0المعرفة بحدها الأول 0u    :nمن أجل كل عدد طبيعي  و=

      1

1
3

2n nu u+ =− +.   

)باستعمال مجدول ، نحسب الحدود الأولى للمتتالية ) 1         )nu.  
  
  
  

        
)تخمينا حول اتجاه تغير المتتالية         ضع  )nuحول تقاربها  و.  

1:  المعرفة كما يلي x للمتغير الحقيقي fلتكن الدالة ) 2        
( ) 3

2
f x x=− +.   

)         أرسم ) في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس fلدالة ل التمثيل البياني △( ); ,O I J.   
)         أرسم المستقيم  )D الذي معادلته y x=  .   

  هل تخميناتك تبدو صحيحة ؟ . 4u و0u ، 1u ، 2u ، 3u         ضع على محور التراتيب 
) فاصلة نقطة تقاطع αأحسب العدد ) 3        ) و△( )D.  

n          نضع nv u α= )أثبت أن  . − )nv متتالية هندسية .  
)         عين نهاية  )nvنهاية   و( )nu.    

   :الحالة العامة. 2  
)المتتالية التراجعية لتكن          )n n

u
∈ℕ

1n و العلاقة 0u المعرفة بحدها الأول  nu au b+ =   ن ا عددb وa حيث +

  .ن    حقيقيا
)عين طبيعة المتتالية  )1 )nu0 من أجلa=.   
) ، فإن المتتالية =1aأثبت أنه إذا كان  )2 )nuمتتالية حسابية يطلب تعيين أساسها . 
   . ≠0a و≠1aنفرض  )3

)سوب إلى معلم متعامد و متجانس في المستوي المن           ); ,O I Jليكن المستقيمان ، ( )Dو ( المعرفين   △(
yبالمعادلتين  x=  و  y a x b=   . على الترتيب +

) ما هي الوضعية النسبية للمستقيمين•         )Dو (    ؟△(

) فاصلة نقطة تقاطع المستقيمينα عين•         )Dو ( )△.   
)لتكن المتتالية •         )n n

v
∈ℕ

n المعرفة كما يلي  nv u α= )المتتالية   أثبت أن− )nvهندسية يطلب تعيين أساسها .    
 . غير معدوم  0u و نفرض أن −=1aنصع  )4

  .ضع تخمينا ثم برهن صحة هذا التخمين  . 0u    أوجد الحدود السبعة الأولى بدلالة 
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   .eمتتالية متقاربة نحو العدد   
   .xe للعدد تعيين حصر. 1  

      1(f الدالة العددية للمتغير الحقيقي x المعرفة على ℝ بِـ  :( ) ( )1xf x e x= − +.   
   .f          أدرس تغيرات الدالة 

) ،  xاستنتج أنه من أجل كل عدد حقيقي )  2       )1... 1 xx e+ ≤.   

) باستعمال المتباينة) 3       ) 1 أصغر تماما من xأنه من أجل كل عدد حقيقي  ، أثبت 1( )1x<:   

                       ( )2  ... 1

1
xe

x
≤
−

  

   .e للعدد تعيين حصر. 2  
        n عدد طبيعي غير معدوم .  

)باستعمال المتباينة )1 1: أن ت  ، أثب1(
1

n

e
n

  + ≤  
.   

)باستعمال المتباينة )2  :أن  ، أثبت 2(
1

1
1

n

e
n

+
 ≤ +   

.   

  3.e نهاية متتالية.  
          ( )nuمتتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعيn غير معدوم  ، كما يلي :  

                               1
1

n

nu
n

 = +   
  

3 : غير معدوم nكل عدد طبيعي أنه من أجلأثبت  )1
0 ne u

n
≤ − ≤                     .   

)أن المتتالية أثبت  )2 )nuتتقارب نحو e.  

   .100u ، 1000u ، 10000u:باستعمال آلة حاسبة ، عين قيمة مقربة لكل من الأعداد  )3

  .تطبيق   

)   لتكن المتتالية  )n n
u

∈ℕ
 :لي  المعرفة كما ي

0

1 1 1 1 1
...

! 0! 1! 2! !

n

n
k

u
k n=

= = + + + +∑.   

)   لتكن المتتالية  )n n
v

∈ℕ
 : المعرفة كما يلي 

( )
1

!n nv u
n n

= +.   

)أثبت أن المتتالية ) 1       )nuمتزايدة على ℕ.  
)أثبت أن المتتالية ) 2       )nvمتناقصة على ℕ.  

)أحسب) 3       )lim n n
n

v u
→+∞

  ماذا تستنتج؟ . −

)أثبت أن) 4       )nuو( )nvنحوان تتقارب e.   
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 .حساب مساحة    
    

)  المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس    ); ,O i j
� �

[ المعرفة على x للمتغير الحقيقيfلتكن الدالة . [0;+   :بـ∞

                                               1
( )f x

x
=  

) المعلم المستوي المنسوب إلىتمثيلها البياني في) fC( ليكن        ); ,O i j
� �

 .  

)، محور الفواصل و المستقيمين ) fC( المحدود بالمنحنى  مساحة السطحنريد حساب        )D و ( )'D  
1xنالمعرفين بالمعادلتي        2x و= = .   

   .2 التي فاصلتها B  و النقطة1 التي فاصلته A      على محور الفواصل نضع النقطة
]نجزئ القطعة .2 عدد طبيعي أكبر من أو يساوي n     ليكن  ]ABإلى nسة  جزء متقاي .    

  .المحورين و) fC( جزء المستوي المحدود بالمنحنىEليكن      
   .E تحوياحات المستطيلات التيمجموع مس nvونسمي  E مجموع مساحات المستطيلات المحتواة فيnu نسمي     
nو عليه لدينا      nu S v≤ ≤.   
  
  
  
  
  
  
  
  

  : لدينا2طبيعي أكبر من أو يساوي أثبت أنه من أجل كل عدد ) 1      

       1 1 1
...

1 2 2nu
n n n

= + + +
+ +

1      و  1 1
...

1 2 1nv
n n n

= + + +
+ −

.   

)ثبت أن المتتالية أ) 2       )nu متزايدة .  
)أثبت أن المتتالية ) 3       )nv متناقصة .  
)أحسب) 4       )lim n n

n
v u

→+∞
−.   

)          ماذا يمكن استنتاجه بالنسبة للمتتاليتين )nuو ( )nv؟   

      5 (ا طبيعيان عددعي pحتى تكون pu قيمة مقربة لِـ S210 إلى−.   
      6 (ا طبيعيان عددعي qحتى تكون qu  قيمة مقربة لِـS410 إلى−.   
      7 (50:نباستعمال آلة حاسبة ، عيu ، 500u.   

  

0 1

1

x

y

A B
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  .ln(2): متتالية متقاربة نحو العدد   

   
 

  .الأول زء  الج  
    ( )nuعددية معرفة على المجموعة متتالية *

ℕ كما يلي :  

          1 1 1
...

1 2 2nu
n n n

= + + +
+ +

.   

   :nأثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ) 1        

            
( )( )1

1

2 1 2 1n nu u
n n+ − =
+ +

          

)باستعمال مجدول ، أحسب الحدود الأولى للمتتالية ) 2         )nu.  

  .زء الثاني  الج 
         fدالة عددية للمتغير الحقيقي xالمعرفة على المجال ]   : حيث أن ∞+;0]

                        ( ) ( )lnf x x=.   

[أثبت أنه من أجل كل عدد حقيقي من المجال  )1   : لدينا ∞+;0]

                        ( )
1

1 ln 1x x
x

− ≤ ≤ −.   

 :  لديناpاستنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي )2

                 1 1 1
ln

1

p

p p p

 +  ≤ ≤  +  
 

3( nغير معدوم  طبيعي عدد . 

a (أكتب الحصر السابق من أجل قيمp الآتية  :n ، 1n+  ، ... ،2 1n−.  
b (طرف المتباينات المحصل عليها ، أثبت أن ا إلى بجمع طرف:  

             ( )
1

ln 2
2n nu u

n
≤ ≤ +.   

)أثبت أن ) 4         )nu تتقارب نحو ( )ln 2.   
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ع ���
ل �
�.  

  :تمرين 
) نعرف متتالية )nuعلى المجموعة  ℕ 0 : �ـ 2u  ومن =

n ، 12أجل كل عدد  2 3n nu u n+− = +.   
   ، nبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي . 1

2 2 1n
nu n−= − +.   

2. ( )nvمتتالية معرفة على ℕ 1: �ـn nv u t n= + − .  

2t بين أنّه إذا كانأ ـ ) ، فإن المتتالية≠ )nv تكون متباعدة .  

   ؛ تكون من أجله المتتالية t أثبت أنّه يوجد عدد طبيعيب ـ

( )nv ها الأولهندسية يطلب تحديد أساسها وحد .  

  :  حيث nS المجموع n أحسب بدلالة �ـ ـ

0 1 ...n nS v v v= + + +.   
في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس نعتبر . 3

  :  حيث G وA ، B ، Cالنقط
4 3 0GA GB GCλ+ + =
���� ���� ���� �

  . عدد حقيقيλ مع 
 C وA، B مرجحا للنقط G حتى تكون النقطةλعين 

  . على الترتيب 2S و0S، 1Sمعاملاتالمرفقة بال

� ����� �.                                                                    �    .#ـ"! ـ� 

)نضع  .1  )p n 2" الخاصية 2 1n
nu n−= − �ا���  " .+���)ا"! ��� ا )0p 

 �$ّ% �&&ّ'�0
0 2 2 0 1 2u −= − × + )نفرض أن الخاصية  .= )p k صحيحة من 

2 أيkأجل عدد طبيعي 2 1k
ku k−= − )ولنبرهن صحة الخاصية . + )1p k + 

)أي لنبرهن صحة المساواة  ) ( )1
1 2 2 1 1k

ku k− +
+ = − + من المعطيات لدينا   .+

12 2 3k ku u k+− =  معناه+
1

1 3

2 2k ku u k+ = −  وباستعمال فرضية التراجع نجد −

( )1

1 3
2 2 1

2 2
k

ku k k−
+ = − + − 1 ومعناه −

1 2 2 1k
ku k− −

+ = −  ويكافئ −

1
1 2 2 2 1k

ku k− −
+ = − − ) أي + ) ( )1

1 2 2 1 1k
ku k− +

+ = − + إذن  . +

) الوراثيةالخاصية  )1p k    صحيحة +

n ،2 حسب مبدأ التراجع ينتج أنه من أجل كل عدد طبيعيإذن 2 1n
nu n−= − + .

) أ ـ .2 )1 2 2n
n nv u t n t n−= + − = + lim ؛ − 2 0n

n

−

→+∞
 وبما أن =

2t lim فإن≠ | 2 |
n

t n
→+∞

− = lim  إذن∞+ | |n
n

v
→+∞

= ) إذن .∞+ )nv متباعدة .  

) ب ـ ) ( ) ( ) ( )1
1

1
2 2 1 2 2 2

2
n n

nv t n t n t− − −
+ = + − + = + − +  أي −

( ) ( )1

1 1
2 2

2 2n nv v t n t+ = + − + nمن أجل كل  . − ∈ℕ،
1

1
0

2n nv v+ − = 

)معناه  ) ( )1
2 2 0

2
t n t− + − 2 ؛ وهذا يعني أن = 0t − 2t أي = =.   

2tإذن  ) يكافئ أن = )nv 1 هندسية أساسها

2
0 وحدها الأول  0 1 1v u= − =.   

  ـ�ـ
( )1

0 1

1 2

1 2

n

nS v
− +

−

−=
−

2 أي  2 n
nS −= −.   

3 (0 2S =،1

3

2
S  و=

2

7

4
S 3  ؛= 7

2 0
2 4

+ + 3 و≠ 7
2 0

2 4
GA GB GC+ + =
���� ���� ���� �

 

7معناه 
4 3 0

2
GA GB GC+ + =
���� ���� ���� � 4 بما أن 3 0GA GB GCλ+ + =

���� ���� ���� �
 فإن 

7

2
GC GCλ =
���� ����

7 فإنC وA،B أن تنطبق على القطG"ـبما أنّه لا يمكن  

2
λ =.   

صحة مبدأ التراجع يتضمن شرطين 
الخاصية الابتدائية وصحة الخاصية 

ويستعمل في البرهان  . وراثيةال
  .الخاصيات المتعلقة بعدد طبيعي 

  
  
  
  
  
  
  
  

)تكون المتتالية  )nv متقاربة إذا 
limوفقط إذا كانت  n

n
v l

→+∞
 مع =

l عدد حقيقي .  
  

)تكون المتتالية  )nv هندسية إذا 
 يحقق qوفقط إذا وجد عدد حقيقي 

nمن اجل كل ∈ℕ،1n nv qv+ =.  
  
  
  
  

لحدود في يجب مراعاة عدد ا
  .المجموع 

يجب لاستعمال المرجح  �-, +'ّ*( ، 
التحقق من أن مجموع المعاملات غير 

  .معدوم 
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ع � �
�$�ّ
.  

  

 �$ &'.   
توظيف البرهان يد نهاية مشتركة لمتتاليتين و تحدذا التمرين هوهمن الهدف 

  .وخاصية تجاور متتاليتين بالتراجع 
  
  

 ()�*�.   

)نعتبر المتتاليتين )nuو ( )nvالمعرفتين على ℕ ِ0:  بـ 3u = , 1 2
n n

n

u v
u +

7 و=+
n

n

v
u

=.   

   . 3v  و0v , 1u,  1v,  2u,  2v,  3uالحدود  أحسب .1
   .3v  و3uأعط القيمتين الظاهرتين على شاشة الحاسبة للحدين

2. من أجل كل : ر بالتراجع أن برn من ℕ ,0nu 0nv  و< >.   

) ،ℕ من nبرهن أنه من أجل كل  .3 )2

1 1
1

1

4n n n n
n

u v u v
u+ +

+

− = −.   

ℕ ,0n من nاستنتج أنه من أجل كل  nu v− ≥.   
)أثبت أن المتتالية .4 )nuمتناقصة والمتتالية ( )nv متزايدة .  

∗ منn  برهن أنه من أجل كلأ ـ .5
ℕ , 21

8nu ≥.   

∗ منn برهن أنه من أجل كل ب ـ
ℕ , ( )2

1 1

1

10n n n nu v u v+ +− ≤ −.   

, ℕ من nمن أجل كل : استنتج باستعمال البرهان بالتراجع أن 
2 1

1

10n n n
u v −− ≤.   

)استنتج أن المتتاليتين  .6 )nuو ( )nvما هي نهايتهما المشتركة . ن  متجاورتا.  
   .7 للعدد −710ة إلى  هو قيمة مقرب3uبرر أن  .7

   .7 للعدد −10010 قيمة مقربة إلى nu بحيث يكونnعين أصغر عدد طبيعي
    


� ,"ت �.  

1 الخاصيتين معا ونبرهن على .2 0pu +  تستنتج من<
2

p pu v+
1 و 0pv +    من المعطيات<

) أكمل الحساب.3 )2
1 1 1

1

1
7 ...n n n

n

u v u
u+ + +

+

− =   .2الاستنتاج باستعمال السؤال .  −

1nاحسب العبارتين  .4 nu u+ 1n و− nv v+   . واستعمل السؤال السابق −

1nحظلا أ ـ .5  nu v v≥ 1حظلا ـب  وبالنسبة . ≤

21
4 4 10

8nu + ≥ ×  .3 واستعمل ≤

واستعمل التراجع للبرهان على الخاصية 
2 1

1

10n n n
u v −− ≤.  

)لتعيين. 6 )lim n n
n

u v
→+∞

 لديك−
2 1

1
0

10n n n
u v −≤ − 7ومن. ≥

n
n

v
u

2 يكون= 7l =  

7 . 1 هي قيمة مقربة إلى 7يجب تبيان أن 210
n− للعدد nu . 
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�  - &.�  .0*"ر() 

�6آ � 4"!*��"! "ت ا!#2د(0  ـ 1 .  

في كل حالة من الحالات التالية ، عين بيانيا الحدود 
)الأولى للمتتالية  )nu ,  أعط تخمينا حول اتجاه تغيرها ثم

 أ ـ   .ونهايتها 
0

1

2

1
3

2n n

u

u u+

=

 = −

.   

ب ـ  
0

1

1

1

2n n

u

u u+

=

 = −

1 �ـ ـ .         

1

1

2n n

u

u u+

=
 = +

.   

( )nuمتتالية حسابية أساسها r . ( )nvو ( )nw 
على الترتيب nمتتاليتان معرفتان من أجل كل عدد طبيعي

3  :ِ�ـ 1

5 2n nv u= 3 و − 7n nw u= +.   

)بين أن المتتاليتين  )nvو ( )nw حسابيتان مطلوب تعيين 
  .الأساس لكل منهما 

أحسب أقياس زوايا مثلث قائم حيث هذه الأقياس تشكل 
  .حدود متتابعة لمتتالية حسابية 

( )nv0 ِ�ـرفة  متتالية مع 1v  ومن أجل كل عدد =

n ، 1طبيعي 1
n

n
n

v
v

v+ =
+

.   

n، 0nvبرر أن من أجل كل عدد طبيعي) 1 >.   

2 (( )nu كل عدد طبيعي متتالية معرفة من أجلn ِ�ـ 
1

n
n

u
v

)بين أن  . = )nu متتالية حسابية .  

( )nu 3 متتالية حسابية حيث 13u 7 و= 37u = 
   .17uأحسب

( )nu1 و3 متتالية حسابية أساسها 2u = −.   

   .n بدلالةnuأكتب) 1

1أحسب ) 2 2 20...u u u+ + +.   

1أحسب المجموع 3 5
1 2 ... 10

2 2 2
S = + + + + + +.  

 نضعnمن أجل كل عدد طبيعي
1

5

7

n

n n
u +=.   

)بين أن المتتالية )nu هندسية يطلب تعيين أساسها .  

( )nu 7 متتالية هندسية حيث

1

216
u = 

10و

27

1331
u    .30u أحسب=

( )nu1 و3 متتالية هندسية أساسها 2u = −.   

   .n بدلالةnuأكتب) 1

1أحسب المجموع ) 2 2 7...u u u+ + +.   

)لتكن) 3 )nv المتتالية المعرفة من أجل كل عدد طبيعي 
2n ِ�ـ nغير معدوم nv u= .   

1أحسب المجموع  2 ... nv v v+ + +.   

( )nuنتهية حدودها موجبة  متتالية هندسية غير م
0: تماما حيث 2u 3 و= 19u u=.   

)عين أساس المتتالية ) 1 )nu.  

   .n بدلالة nuأحسب ) 2

  :  حيث nsالمجموع  nأحسب بدلالة ) 3

0 1 ...n ns u u u= + + +.   

  . ا82�98ل 4"!��ا�7  ـ 2

  :  لدينا nبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي

( )1
1 2 3 ...

2

n n
n

+
+ + + + =.  

   :  لديناnبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي

( ) ( )2 2 2 2 1 2 1
1 2 3 ...

6

n n n
n

+ +
+ + + + =.   

  :  لدينا nبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي

( )22
3 3 3 1

1 2 3 ...
4

n n
n

+
+ + + + =.   

)لتكن المتتالية )nu 0:  ِ�ـ المعرفة 4u = 
1nو nu u+ =.   

  : لدينا nن أجل كل عدد طبيعي غير معدومأثبت أنه م

1nu) أ 1)    ب            .     <

3

2nu + ≤.   

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 
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( )nuمتتالية معرفة على ℕ 0 ِ�ـ 3u من أجل  و =

n،  1كل عدد طبيعي 6n nu u+ = +.   

)أثبت أن المتتالية  )nu ثابتة .  

)لتكن المتتالية )nu 0ِ�ـ  المعرفة 0,5u = 

)و )2

1n nu u+ =.   

n ,0نه من أجل كل عدد طبيعيبرهن أ) 1 1nu< < ،  

)استنتج تغيرات المتتالية) 2 )nu.   

 ، nأثبت بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 
32 1n    .7 مضاعف للعدد −

 ، nأثبت بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 
23 1n    .8 مضاعف للعدد −

،  nأثبت بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 
2 1 2 23 2n n+    .7مضاعف للعدد  −+

np 3" هي الخاصية 2n n+ 3 يقبل القسمة على. "  

   ؟n صحيحة من أجل كل عدد طبيعي npهل الخاصية 

 يقسم 9 بحيث n أثبت أنه إذا وجد عدد طبيعي )1
10 1n 110 يقسم 9 فإن + 1n + +.   

n،  10هل من أجل كل عدد طبيعي) 2 1n + 
   ؟9مضاعف للعدد 

�-"رب ���"! 0 :2د(0  ـ 3 .  

)المتتالية  )nu معرفة من أجل كل عدد طبيعي غير 

1:ِ�ـ  nمعدوم 
nu

n n
=.   

0n حيث إذا كان 0nجد عددا طبيعيا  n> فإن 
3 310 10nu− −− < <.   

)المتتالية )nuمعرفة من أجل كل عدد طبيعي n ِ�ـ :  

nu n n=.   

0n إذا كان حيث0nجد عددا طبيعيا n>،610 فإنnu >.   

)المتتالية  )nu 1 هندسية أساسها

2
 وحدها الأول 

0 3u 510nuابتداء من أي دليل يكون  . =    ؟ >−

)ة المتتالي )nu وحدها الأول 3 هندسية أساسها 

0 1u 1210nuابتداء من أي دليل يكون  . =    ؟ <

 المطلوب حساب نهاية 30 إلى 27في التمارين من 

))))المتتالية  ))))nuرحة  المقت.  

1 (3 2

2 1n

n
u

n

+=
−

  .       2 (5 2

4 3n

n
u

n

−=
−

  .   

 3 (2
2

1nu n
n

= −
+

 .   4 (
2

2
4

3 1n

n n
u

n

+= − +
+

.   

1 (
2

2

7 3 2

1n

n n
u

n n

− +=
− +

 .   

2 (
( )

2

2

4 2

2
n

n n
u

n

− + +=
+

    .   

3 (
2

3 12

1n

n
u

n

− +=
+

 .     

4 (
2 2

4 3n

n n
u

n

+=
+

.   

1 (3 2

2 1n

n
u

n

+=
+

  .     2 (
2 2

3n

n
u

n

+=
+

    . 

3 (2

2 1n

n
u

n

+=
+

   .     4 (
1n

n n n
u

n

+=
+

.   

1 (3 2
sin

2n

n
u

n

π
π

+ =  + 
 .   

2 (3 2
cos

2n

n
u

n

π
π

− + =  + 
.   

3 (1
cos

17n

n
u

n

π=.   

f:2 التمثيل البياني للدالةCفي الشكل لدينا x x֏   

yتقيم ذو المعادلة المس∆و x=  

  

  

  

  

  

  
( )nuو ( )nvمتتاليتان معرفتان على ℕِ�ـ :    

-1 0 1

1

x

y
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( )nu f n= ،( )1n nv f v+   .يقي معلوم  عدد حق0vو =

   .∆ والمستقيمCعين إحداثيي نقطتي تقاطع المنحني) 1

)ما القول عن اتجاه تغير المتتالية) 2 )nu ؟  

  هل هي متقاربة ؟

)بتمثيل الحدود الأولى للمتتالية) 3 )nv , أعط تخمينا حول
   :التالية  رتابتها ونهايتها في الحالات

0 0,8v = ، 0 1,1v = 0 و− 1,1v =  

) حتى تكون المتتالية0vهل يمكن اختيار) 4 )nv ثابتة .  

  . !*�2ودة ا!*��"! "ت ا ـ 4

)المتتالية  )nu معرفة من أجل كل عدد طبيعي غير 

 : ِ�ـ nمعدوم 
2

10
5nu

n
= −.   

  ،5؛ 4,99999؛ 6؛ 0:التالية من بين الأعداد الحقيقية 
)ما هي العناصر الحاد من الأعلى للمتتالية  )nu؟   

أذكر إن كانت ،  36 إلى 33 التمارين من  كل منفي

))))المتتالية ))))nu تقبل عنصرا حادا من الأسفل، المقترحة 

  هل هي محدودة ؟. عنصرا حادا من الأعلى 

sin أ ـ
7n

n
u

π =  
 

 ب ـ   .
2

1
1nu

n
= +.   

1 �ـ ـ
1

2nu
n

= +
+

د ـ    .
2

1

1nu
n

=
+

.   

 أ ـ
2 1

n

n
u

n
=

+
ب ـ         .

2

2

1

1n

n
u

n

−=
+

.   

3 �ـ ـ

3 2
nu

n

−=
+

.   

2n أ ـ
nu 3 ب ـ          .= 2nu n= −.   

2 �ـ ـ 1nu n n= + −.   

21 أ ـ

1nu n
n

= +
+

cosnu ب ـ     . n n= +.   

) �ـ ـ ) 21
n

nu n= − ×.   

   :ِ�ـ  ℝ المعرفة علىfأنجز جدول تغيرات الدالة) 1

( ) 2 5 6f x x x= − +.   

1أثبت أن العدد ) 2

2
 هو عنصر حاد من الأعلى للمتتالية 

( )nu المعرفة من أجل كل عدد طبيعي n أكبر من أو 

:  بِـ 4يساوي 
2

1

5 6nu
n n

=
− +

.   

  . ا!*��"! �"ن ا!*�<"ور�"ن  ـ 5

)المتتاليتان  )nuو ( )nv معرفتان من أجل كل عدد 

1 :ِ�ـ nطبيعي غير معدوم

2 4nu
n

−=
+

1 و

1nv
n

=
+

.   

)أثبت أن المتتاليتين  )nuو ( )nv متجاورتان ثم جد 
  .نهايتهما المشتركة 

)المتتاليتان  )nuو ( )nvجل كل عدد  معرفتان من أ

1  : ِ�ـnطبيعي غير معدوم
n

n
u

n

 و=−
2

1
1nv

n
= +.   

)أثبت أن المتتاليتين  )nuو ( )nv متجاورتان ثم جد 
  .نهايتهما المشتركة 

هل , لمقترحتين أدناه في كل حالة من الحالتين ا
)المتتاليتين  )nuو ( )nvمتجاورتين ؟   

) أ ـ )nuو ( )nvمعرفتان من أجل كل عدد طبيعي n  ِ�ـ :
2 3

1n

n
u

n

−=
+

2 و 3

1n

n
v

n

+=
+

 .   

) ب ـ )nuو ( )nv معرفتان من أجل كل عدد طبيعي غير 

) : ِ�ـ nمعدوم  )1
3

n

nu
n

−
= 5 و+

3nv
n

= −.   

)المتتاليتان  )nuو ( )nv معرفتان من أجل كل عدد 
  :ِ�ـ nطبيعي غير معدوم 

1 1 1
...

1 2 2nu
n n n

= + + +
+ +

1 و
n nv u

n
= + . 

)أثبت أن المتتاليتين  )nuو ( )nv متجاورتان .  

)لمتتاليتان ا )nuو ( )nv معرفتان من أجل كل عدد 

1 :ِ�ـ nطبيعي غير معدوم 1 1
...

1 2 2nu
n n n

= + + +
+ +

 

1و 1 1
...

1 2 1nv
n n n

= + + +
+ −

.   

)أثبت أن المتتاليتين  )nuو ( )nv متجاورتان .  
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)المتتاليتان  )nuو ( )nv معرفتان من أجل كل عدد 

  : ِ�ـnطبيعي غير معدوم 
2 2 2

1 1 1
1 ...

2 3nu
n

= + + + + 

1و
n nv u

n
= +.   

)أثبت أن المتتاليتين  )nuو ( )nv متجاورتان .  

)المتتاليتان  )nuو ( )nv معرفتان من أجل كل عدد 
  : ِ�ـnطبيعي غير معدوم 

1 1
1 ... 2 1

2
nu n

n
= + + + − + 

1و 1
1 ... 2

2
nv n

n
= + + + −.     

)أثبت أن المتتاليتين  )nuو ( )nv متجاورتان .  

�  .#ّ*�!�ّ�*"ر()  
�6آ � 4"!*��"! "ت ا!#2د(0  ـ 1 .  

)برهن أن المتتالية  )nuالمعرفة على ∗
ℕ ِـ�  :

ln
n

n
u

n
   .3 هي متناقصة ابتداء من الرتبة =

5أثبت أن المتتالية 
:

!

n

u n
n

 متناقصة ابتداء من ֏

  .رتبة يطلب تعيينها 

!أثبت أن المتتالية 
:

7n

n
u n  متزايدة ابتداء من ֏

  .رتبة يطلب تعيينها 

) المتتاليتان )nuو ( )nv معرفتان من أجل كل عدد 

1  : ِ�ـnطبيعي غير معدوم 1 1
1 ...

1! 2! !nu
n

= + + + + 

)و )
1

!n nv u
n n

= )برهن أن المتتالية  . + )nu متزايدة 

)وأن المتتالية )nv متناقصة .  

ر( 4!"?".  

1 (( )nv لها الأو1 متتالية حسابية حدv وأساسها r   

1 علما أن r و1vعينأ ـ  2 3

4 5 6 7

24

74

v v v

v v v v

+ + =
 + + + =

   

 n وعين أصغر عدد طبيعي n بدلالة nv استنتج ب ـ
6023nvيحقق  >.   

2 (( )nu لها الأو1 متتالية حسابية حدu وأساسها d . 
 ، nنضع من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 

1 2 ...n nS u u u= + + +.   

) حتى يكون d و1uعين  )2 3 7nS n n=  وهذا من +
   .nبيعي غير معدوم أجل كل عدد ط

( )nu0 و−5 متتالية حسابية أساسها 4u = − .   

   .n بدلالةnuأكتب) 1

26أحسب المجموع ) 2 27 125...S u u u= + + +.   

)لتكن  )nu 0 متتالية معرفة على بِـ 2u  ومن =
n ، 14أجل كل عدد طبيعي  2 9n nu u+ − =.   

)و لتكن  )nvمتتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعي n ، 
2 9n nv u= −.   

   .3v و0v ، 1v ، 2v ثم3u و1u ، 2u أحسب الحدودأ ـ

) برهن أن المتتاليةب ـ )nv  هندسية يطلب تعيين أساسها.  

 ثم استنتج عبارة n بدلالة nv جد عبارة الحد العام 1ـ ـ
   .n بدلالة nuالحد العام 

0 المجموع n أحسب بدلالة د ـ 1 ... nv v v+ + + ثم 
0 المجموع nاستنتج بدلالة  1 ... nu u u+ + +.   

)لتكن  )nu 0 متتالية معرفة على بِـ 14u  ومن =
n ، 1أجل كل عدد طبيعي  4 3n nu u+ = +.   

1n:  ، نضع nومن أجل كل عدد طبيعي  nv u= +.   

)بين أن ) 1 )nv متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها 
  .ا الأول وحده

   .n بدلالة nu ثم استنتجn بدلالة nvأحسب ) 2

:  حيث n بدلالة nSأحسب المجموع ) 3
2 2 2

0 1 ...n nS u u u= + + +.   

( )nu3 متتالية هندسية أساسها0  علما أن

2

9
u =   

3 أحسب المجموع 4 10...S u u u= + + +.  
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  :أحسب المجموع 

0,02 0,1 0,5 2,5 ... 312,5S = − + − + +   

( )nuعرفة من أجل كل عدد حقيقي  متتالية مn  ِ�ـ:  

2 3 3 4n n
nu = × + ×.   

0 المجموع nأحسب بدلالة  1 ... nu u u+ + +.   

)لتكن المتتالية  )nu 1 ذات الحد الأول 1u = ، 
   ،1 أكبر من أو يساوي nوحيث من أجل كل عدد طبيعي 

1 2 3n nu u+ = + .   

  :  نضع ،1 أكبر من أو يساوي nمن أجل كل عدد طبيعي 

3n nv u= +.   

) أثبت أن المتتالية) 1 )nv هندسية يطلب تعيين أساسها .  

   .n بدلالة nu ثم استنتج عبارة n بدلالة nv أحسب ـ

  : حيث ns المجموع nأحسب بدلالة ) 2

1 2 ...n ns v v v= + + +.   

1 أثبت أن ـ 2 ... 3nu u u n+ + +  4 مضاعف للعدد +
   .nوهذا من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 

( )nu 0 هي المتتالية المعرفة بِـ

1

6
u  ومن أجل =

n ، 1كل عدد طبيعي 

1 5

4 8n nu u+ = −.   

)ولتكن المتتالية  )nv المعرفة من أجل كل عدد طبيعي n 

5 : ِ�ـ
2

3n nv u= +.   

   .2v و0v ، 1v ثم3u  و1u ، 2uأحسب الحدود ) 1

)برهن أن المتتالية ) 2 )nv هندسية يطلب تعيين أساسها .  

  . n بدلالة nu ثم استنتج n بدلالة nv أحسبـ

:  حيث nt و ns كلا من nأحسب بدلالة ) 3

0 1 ...n ns v v v= + + + ، 0 1 ...n nt u u u= + + +  

)نعتبر المتتالية )nu ِ�ـ  المعرفة:  

0 1

1 1

2 , 4

4 : n �5 أ1, آ33, 1 n n

u u

u u u n+ −

= =
 = − ≥

.   

 حيث b وaجد عددين حقيقيين) 1
4

1

a b

ab

+ =
 =

.   

1n نضع nمن أجل كل عدد طبيعي) 2 n nv u au+= −.  
)برهن أن المتتالية )nvهندسية أساسها b.   

1n نضع nمن أجل كل عدد طبيعي) 3 n nw u bu+= −.  
)برهن أن المتتالية )nwهندسية أساسها a.   

  .n بدلالةnu ثم استنتج عبارةn بدلالةnw وnvأكتب) 4

a ، bو c أعداد حقيقية غير معدومة .  

 بهذا الترتيب تشكل حدود c وa, bبين أنه إذا كانت ) 1
: متتابعة لمتتالية هندسية فإن 
( )( )2 2 2a b c a b c a b c+ + = + + − +.   

2 ( جد ثلاث حدود متتابعة لمتتالية هندسية علما أن
   .3276 ومجموع مربعاتها هو 78مجموعها هو 

a ،bو c ثلاث حدود متتابعة من متتالية هندسية . 

 علما أن c وa ، bأحسب 
36,75

343

a b c

abc

+ + =
 =

.  

a،  bو c 0 ثلاث أعداد حقيقية معa ≠.   

 تشكل ثلاث حدود متتابعة من c وa ، bنفرض أن 
 تشكل ثلاث 3a,2b,c ؛ و qمتتالية هندسة أساسها 

   .qأحسب . حدود متتابعة لمتتالية حسابية 

a عدد حقيقي معطى .  

)نعتبر المتتالية  )nu 1:  ِ�ـ المعرفةu a= ومن أجل كل  

n ، 1عدد طبيعي غير معدوم 

4 3

10 10n nu u+ = −.   

1 (( )nv هي المتتالية المعرفة من أجل كل عدد طبيعي 
13 : ِ�ـ nغير معدوم  4n nv u= −.   

)برهن أن المتتالية  )nv هندسية يطلب تعيين أساسها q.   

 nu استنتج عبارة ؛ ثمn وa بدلالة nvعبر عن ) 2
   .n وaبدلالة 

  :  المجموع n وaأحسب بدلالة ) 3

1 2 ...n ns u u u= + + +  
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)يرمز  )nαمتتالية هندسية غير منتهية ، كل  إلى 
1:حدودها موجبة حيث حدها الأول  3α = ، 

3و 5

15

16
α α+ =.  

)عين أساس المتتالية ) 1 )nα.   

  : ث  حيns المجموع nأحسب بدلالة ) 2

1 2 ...n ns α α α= + + +.   

نضع  , nمن أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ) 3
( )lnn nβ α=) ln هو اللوغاريتم  النيبيري . (  

 أ ـ برهن أن( )nβن  هي متتالية حسابية  يطلب تعيي
  .أساسها 

:  حيث nt المجموع nب ـ أحسب بدلالة 

1 2 ...n nt β β β= + + +  

  :  نضع nمن أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 

�11...1n
nر63333337

A =  

4 مثلا 1 ِ"ـم مساويا رق nعدد من( 1111A =. (   

1أحسب  2 ...n ns A A A= + + +.   

  :  نضع nمن أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 

�33...3n
nر63333337

A =  

5 مثلا 3رقم مساويا لِـ nعدد من( 33333A =. (   

1أحسب  2 ...n ns A A A= + + +  

( )nuو ( )nvمتتاليتان معرفتان على ℕ 0 ِ�ـ 5u =  
n ، 1عي ومن أجل كل عدد طبي 5 7n nu u n+ =  ؛ −

7 7

4 16n nv u n= − −.   

باستعمال مجدول إكسل نريد حساب الحدود العشر ) 1
)الأولى لكل من المتتاليتين  )nuو ( )nv.   

   ثم باستعمال الفأرة 0 العدد 1B أحجز في الخلية ،ولهذا 

 2B نسحب إلى اليمين ؛ نحجز في الخلية ctrlواللمسة
   .5العدد 

 نحجز = وباستعمال اللمسة 3B و2Cفي الخليتين 
العبارتين الموضوعتين في الشكل ثم أسحب كل منهما إلى 

   .ctrl الفأرة واللمسة اليمين باستعمال

  

  

  

  

 أعط تخمينا لطبيعة المتتالية ،بملاحظتك للسطر الثالث 
( )nv.   

برهن التخمين الموضوع في السؤال السابق ثم عبر عن ) 2

nvو nuبدلالة n.   

0أحسب ) 3 1 ...n ns u u u= + + +.   

( )nu 0 ِ�ـ هي المتتالية المعرفة 2u =  ومن أجل −
n ، 1nكل عدد طبيعي  nu uα β+ = + ، αو β 

   .1عددان حقيقيان غير معدومين ويختلفان عن 

 التي تجعل β وαجد علاقة تربط بين العددين ) 1
)المتتالية  )nu ثابتة .  

)نفرض أن المتتالية ) 2 )nuليست ثابتة ونعتبر المتتالية  

( )nv المعرفة من أجل كل من أجل كل عدد طبيعي n ِ�ـ 

n nv u γ=   . عدد حقيقي غير معدوم γ حيث +

) حيث تكون المتتاليةβ وα بدلالة γأ ـ عين  )nv 
  .هندسية 

3αب ـ نضع  = , 2β 1γ و= =.   

 حيث nt وnsأحسب المجموعين 

0 1 ...n ns v v v= + + + , 0 1 ...n nt u u u= + + +.   

  . 8ل 4"!��ا�7 ا2�98 ـ 2


ر( 4!"?".  

2نضع  2 2 21 2 3 ...ns n= + + +  عدد طبيعي n حيث +
  .غير معدوم 

   .4s و1s ، 2s ، 3s أحسب أ ـ) 1

1ns عبر عن ب ـ    .ns بدلالة +
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  ه من أجل كل عدد طبيعي غير معدومبرهن بالتراجع أن) 2

( ) ( )1 2 1

6n

n n n
s

+ +
=.   

)نضع  )1 2 2 3 3 4 ... 1nt n n= × + × + × + + +  
  . عدد طبيعي غير معدوم nحيث 

1ntعبر عن  . 4t و1t ، 2t ، 3tأحسب) 1    .nt بدلالة+

برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ) 2

n،  ( ) ( )1
1 2

3nt n n n= + +.   

 ، 2 أكبر من أو يساوي nمن أجل كل عدد طبيعي
: نضع 

( )2 3 21 2 2 3 2 4 2 ... 1 2nns n −= + × + × + × + + −  

2nبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي  ≥ ،   

( ) 1 1
1 2 2 1 1 1 2

2
n n n

ns n n n−  = − − × + = + − 
 

  

 ، nمن أجل كل عدد طبيعي غير معدومبرهن أنه 
( )( )

( ) ( ) ( )
1 2 3 2 3 4 ... 1 2

1 2 3

4

n n n

n n n n

× × + × × + + + + =

+ + +.   

 : ِ�ـ ومعرف n يقرأ عاملي n!الرمز  �

! 1 2 3 ...n n= × × × ×  
برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير 

   ، nمعدوم 

( ) ( )1 2 2! 3 3! ... ! 1 ! 1n n n+ × + × + + = + −.   

برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير 
!n،  1معدوم  2nn −≥.   

أكبر من أو  nأثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي
22n:  لدينا 4يساوي n≥.   

 أكبر n برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي
5 , 2من أو يساوي  4 3n n n≥ +.   

  )Bernoulli(متباينة برنولي 

a  عدد حقيقي موجب تماما.  

:  لدينا nبرهن أنه أجل كل عدد طبيعي غير معدوم) 1

( )1 1
n

a n a+ ≥ +.   

1qاستنتج أنه إذا كان ) 2 lim فإن < n

n
q

→+∞
= +∞ . 

  ) الثانيةتبرير المبرهنة المقبولة في السنة(

أكبر من أو nأثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي) 1
) ، 2يساوي  )223 1n n≥ +.   

23: "  الخاصية nPنسمي ) 2 2 5n n n≥ +. "   

 الذي من nأ ـ ما هو أصغر عدد طبيعي غير معدوم 
   صحيحة ؟nPأجله تكون الخاصية 

ب ـ برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي أكبر من أو 
  . صحيحة nP تكون الخاصية ، 5يساوي 

  : خاصية  الnP نسمي، nمن أجل كل عدد طبيعي

 "( )2
3 2n n≥ +. "   

 عين منها 3P و0P ، 1P ، 2P من بين الخواص) 1
  .الصحيحة 

برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي أكبر من أو ) 2
  . صحيحة nP تكون الخاصية ، 3يساوي 

( )nuمتتالية معرفة على ℕ 0 ِ�ـ 1u  و من أجل =

n، 1كل عدد طبيعي 2 1
n

n

n

u
u

u
+ =

+
.   

 nu ؛ أعط تخمينا لعبارة 1u , 2u , 3uأحسب الحدود ) 1
   .nبدلالة

n ,1أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي) 2

1
nu

n
=

+
 .  

   .n بدلالة nuالهدف التعبير عن 

)المتتالية )nu 0 ِ�ـ معرفة 7u   ومن أجل كل عدد طبيعي=
n ، 1 10 18n nu u+ = −.   

  . 5u و1u ، 2u ، 3u ، 4uأحسب ) 1

  ؛لاحظ النتائج هي أعداد تتكون من أرقام وسطها أسفار 

   .n أعط العلاقة بين عدد الأسفار و
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ثم برهن بالتراجع  , n بدلالة nu أعط تخمينا لعبارة )2
  .هذا التخمين 

( )nu 0 ِ�ـ متتالية معرفة 2u  ومن أجل كل عدد =
n ، 1طبيعي 2 3n nu u+ = −.   

أعط تخمينا لعبارة  . 5u و1u , 2u , 3u , 4uأحسب ) 1
( )3 nu− بدلالة n.  

ثم استنتج , برهن بالتراجع التخمين الموضوع سابقا ) 2
   .n بدلالة nuعبارة 

( )nu 0 متتالية معرفة بِـ 3u  ومن أجل كل عدد =
n , 1طبيعي 4n nu u+ = −.   

أعط تخمينا لعبارة . 5u و1u , 2u , 3u , 4uأحسب ) 1

nu بدلالة n.  

 , nبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي) 2

2 3nu 2 و = 1 1nu + =.   

 ، نضع nمن أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 
( )1 3 5 ... 2 1ns n= + + + + −.   

 nsأعط تخمينا لعبارة  . 4s و1s , 2s , 3sأحسب ) 1
  .nبدلالة 

  .برهن هذا التخمين بالتراجع ) 2

  .ط برهانا آخرا للتخمين  وأعnsلاحظ المجموع ) 3

( )nu0  ِ�ـ المتتالية المعرفة 1u  ومن أجل كل عدد =
n ، 1nطبيعي nu n u+ = +.   

)أحسب الحدود الخمسة الأولى للمتتالية ) 1 )nu وأعط 
  . n بدلالة nuخمينا لعبارة ت

  .n بدلالة nuاستعمل البرهان بالتراجع لتعيين عبارة ) 2

( )nu 0 المتتالية المعرفة بِـ 1u  ومن أجل كل =

n , 1عدد طبيعي 2
n

n
n

u
u

u+ =
+

.   

)أحسب الحدود الستة الأولى للمتتالية ) 1 )nu وأعط 
  . n بدلالة nuتخمينا لعبارة 

  .n بدلالة nuتراجع لتعيين عبارة استعمل البرهان بال) 2

( )nu 0 المتتالية المعرفة بِـ 1u  ومن أجل كل =
n ، 1عدد طبيعي 2n nu u+ = +.   

( )nv 0 ِ�ـ المتتالية المعرفة 1v  ومن أجل كل عدد =
n ، 1nطبيعي n nv v u+ = +.   

   .n بدلالة nuعبر عن ) 1

 , nبيعيبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد ط) 2
21nv n= +.   

)المتتالية  )nu 0 معرفة بِـ 1u  ومن أجل كل عدد =
n، 1طبيعي 2 3n nu u n+ = + +.   

)أدرس رتابة المتتالية ) 1 )nu.   

n ,2برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي) 2
nu n>.   

)المتتالية  )nu ِ�ـ  معرفة] [0 0 ;1u  ومن أجل كل ∋
n،  1عدد طبيعي 2 3n nu u n+ = + +.   

n,0برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي 1nu< <.    

)المتتالية  )nu 0 ِ�ـ معرفة 1u  ومن أجل كل عدد =
n، 1طبيعي 2n nu u+ = +.   

, n بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعيبرهن
0 2nu≤ ≤.   

)أثبت أن المتتالية  )nu متزايدة ماما .  

( )nuمتتالية معرفة على ℕ 0 ِ�ـ 0u  و من أجل =
n، 1كل عدد طبيعي 12n nu u+ = +.   

 تنتمي إلى 3u و 1u , 2uتحقق من أن الحدود ) 1
]المجال [0;4.   

n ,0 كل عدد طبيعيبرهن أنه من أجل) 2 4nu≤ <.   

)أدرس اتجاه تغير المتتالية) 3 )nu.   

) نعتبر المتتالية )nu 0 ِ�ـ المعرفة 2u = 
1و 0,6 1,2n nu u+ = −.   

)لتراجع أن المتتاليةبرهن با) 1 )nu متناقصة تماما .  

، nبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي) 2
3nu > −.   
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( )nu 0 ِ�ـ المتتالية المعرفة 1u  ومن أجل كل عدد =

n ، 1طبيعي

1

3
n

n
n

u
u

u+
+=
+

.   

n , 0أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي) 1 1nu≤ ≤.   
)برهن أن المتتالية ) 2 )nu متناقصة تماما .  

θ0يقي من المجال  عدد حق;
2

π 
  

.   

)نعتبر المتتالية  )nu 0 ِ�ـ المعرفة 2cosu θ= ومن أجل 
n، 1كل عدد طبيعي 2n nu u+ = +.   

   .2u و1u أحسب أ ـ) 1
 ، n أثبت بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعيب ـ
0nu >.   
 ، nبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي) 2

2cos
2n n

u
θ=.   

( )nuِ�ـلية معرفة  متتا :  

0 5u 1 و=

1 2

2n n
n

u u
u+

 
= + 

 
.   

   .3u و1u , 2uباستعمال الآلة الحاسبة أحسب) 1
)أعط تخمينا حول اتجاه تغير المتتالية) 2 )nu ,  ثم برهن

  .هذا التخمين باستعمال البرهان بالتراجع 
  :من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم نضع 

12n
nu n −= ×.   

، nبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم
( )1 2 ... 1 1 2n

nu u u n+ + + = + −.   
)نعتبر المتتالية )nu المعرفة على ∗

ℕ ِ�ـ :  

( )
1

1nu
n n

=
+

.   

  :  أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم لدينا) 1

1 2 ...
1n

n
u u u

n
+ + + =

+
.  

استنتج قيمة المجموع ) 2
1 1 1

...
1427 1428 1428 1429 2007 2008

+ + +
× × ×

.  

 يوجد عددان nبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي 

) حيث nq وnpطبيعيان )2 3 3
n

n np q+ = +.  

)المتتالية ) 1 )nu 1 ِ�ـ معرفة 1u =، 2 3u  ومن =
nأجل كل  ∗∈ℕ، 2 12n n nu u u+ += −.   

 nuأعط تخمينا لعبارة . 5u و3u , 4uأ ـ أحسب الحدود 
   .nبدلالة 

  .التراجع هذا التخمين ب ـ برهن ب

)المتتالية ) 2 )nv 0 معرفة بِـ

2

5
v = ، 1 1v  ومن =

n , 2أجل كل عدد طبيعي  15 6n n nv v v+ += −.   

n , 2برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي 3

5

n n

nv
+=.   

( )nu 0 المتتالية المعرفة بِـ 1u =، 1 2u  ومن =
n،1أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 1 4n n nu u u+ −+ =.  

 ، n من أجل كل عدد طبيعيبرهن بالتراجع أنه

( ) ( )1
2 3 2 3

2

n n

nu  = + + −
  

.   

)المتتالية  )nu 0 ِ�ـ معرفة 2u  و من أجل كل =

n ، 1عدد طبيعي 1n nu u+ = +.   

  :برهن أن 

n ، 1nuجل كل عدد طبيعي من أأ ـ > −.   

) المتتالية ب ـ )nu رتيبة .  

n , 1 من أجل كل عدد طبيعي1ـ ـ 5

2nu
+≥.   

)المتتالية  )nu 0 ـِ� معرفة 1u  ومن أجل كل =

n ، 1عدد طبيعي

4

2
n

n
n

u
u

u+
+=
−

.   

n , 1نضع من أجل كل عدد طبيعي

4
n

n
n

u
v

u

+=
−

.   

)برهن أن المتتالية ) 1 )nv هندسية .  

   .n بدلالة nu ثم nvر عنعب) 2

p الدالة كثيرات الحدود المعرفة على ℝ  ِ�ـ:  
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( )
3 2

3 2 6

x x x
p x = − +.   

  ، xي تحقق أنه من أجل كل عدد حقيق) 1

( ) ( ) 21p x p x x+ − =.   

  ، nبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي) 2

( )p n ∈ℕ.   

  ، nبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي) 3

 ( ) 2 2 21 1 2 ...p n n+ = + + +  

)المتتالية  )nu 1 معرفة بِـ 0u  ومن أجل كل =

n , 1عدد طبيعي غير معدوم 

1

2n
n

u
u+

−=
−

.   

   .2006uأعط القيمة المضبوطة للحد 

 أكبر من أو nيعي برهن بالتراجع أنه كل عدد طب
5 يمكن كتابته 24يساوي  7n a b=  b وa مع +

  .عددين طبيعيين 

1 (( )nu 1 المتتالية المعرفة بِـ

1

2
u  ومن أجل =

n ، 1كل عدد طبيعي غير معدوم 

1

2n n

n
u u

n+
+ = 

 
.   

)أ ـ أحسب الحدود الخمسة الأولى للمتتالية  )nu.   

ب ـ برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير 

  ،nمعدوم 
2n n

n
u =.   

2 (k عدد طبيعي غير معدوم ,( )nv ِ�ـ المتتالية المعرفة 

1

1
v

k
 ، n ومن أجل كل عدد طبيعي غير معدوم =

1

1
n n

n
v v

kn+
+ = 

 
.   

 ثم برهن بالتراجع هذا n بدلالة nvأعط تخمينا لعبارة 
  .التخمين 

�-"رب ���"! 0 :2د(0  ـ 3 .  

 المطلوب حساب نهاية 108 إلى 106في التمارين 

))))المتتالية  ))))nu المقترحة .  

1 (1 n
nu e −=    . 2(1

ln 1
2 3nu

n
 = + + 

     . 

3 (( )2 n
nu n e −= +     . 4 (( )2ln 3 n

nu e −= +.   

5 (6

2 1

n

n n

e
u

e

−=
+

  .        6 (1

2 1

n

n n

e
u

e

−

−

−=
+

     . 

7 (3
ln

1

n

n n

e
u

e

 −=  + 
    . 8 (

2

2
ln

1

n

n n

e
u

e

 +=  + 
.   

1 (2 2
3 3

1nu n
n

 
= + −  + 

.   

2 (23 1 3nu n n= − −.   

3 (
2 1

n

n n
u

n n
= −

+ +
.   

4 (
2

2

3 9 1

5
n

n n
u

n

− +=
+

.   

2 أ ـ

5

n

n n
u 3,01 ب ـ      . =

3

n

n n
u = 

.  

  ــ�
2

1 1 1
1 ...

5 5 5n n
u = + + + +.   

( )nuو ( )nv متتاليتان عدديتان معرفتان من أجل 

0 : ِ�ـ nكل عدد طبيعي  2u = ، 1 3 1
n

n
n

u
u

u+ =
+

 

1و
n

n

v
u

=.   

n , 0nuبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي) 1 >.   

)برهن أن ) 2 )nv متتالية حسابية .  

)استنتج نهاية المتتالية ) 3 )nu.   

( )nuو ( )nv أجل  متتاليتان عدديتان معرفتان من

0 :ِ�ـ  nكل عدد طبيعي  2u = ، 1

1
2

3n nu u+ = − 

3nو nv u=  , nنضع من أجل كل عدد طبيعي . +

0 1 ...n ns v v v= + + 0 و + 1 ...n nt u u u= + + +.   

)برهن أن المتتالية ) 1 )nv هندسية .  

)عين نهاية لكل من المتتاليات ) 2 )nu,  ( )nsو ( )nt .  
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)جد نهاية لكل من المتتاليات  )nu,  ( )nv , 

( )nwو ( )nt  المعرفة من أجل كل عدد طبيعي غير

 :ِ�ـ  nمعدوم 
2 1

1n

n
u

n

+=
+

n ؛ 
n

u
v

n
؛  =

n nw u n= 1 ؛ −

1
n

n
n

v
t

w

−=
−

.   

)جد نهاية لكل من المتتاليات )nu، ( )nvو ( )nw 
   :ِ�ـ nالمعرفة من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 

23 4

1n

n
u

n

−=
+

n ؛ 
n

u
v

n
3n  ؛ = nw u n= −.   

)المتتالية  )nu معرفة من أجل كل عدد طبيعي غير 

1 : ِ�ـ nمعدوم 

!nu
n

= .  

1nنذكر من أجل( ≥ , ! 1 2 ...n n= × × ×(  

)ى للمتتالية أحسب الحدود الستة الأول) 1 )nu.   

 , nتحقق أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ) 2
1

0 nu
n

< ) ؛ ثم استنتج نهاية المتتالية ≥ )nu.   

)المتتالية  )nuدد طبيعي غير  معرفة من أجل كل ع

) : ِ�ـ nمعدوم  )cos 3
n

n
u

n

π−
=.   

 , nتحقق أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 
1 1

nu
n n

− ≤ ) ثم استنتج نهاية المتتالية ≥ )nu.   

)المتتالية  )nu معرفة من أجل كل عدد طبيعي n 

1: ِ�ـ  cos
5n

n
u n

π= + −.   

n ،2nnتحقق أنه من أجل كل عدد طبيعي u n≤ ≤ ؛  +
)ثم استنتج نهاية المتتالية  )nu.   

)لمتتالية ا )nu معرفة من أجل كل عدد طبيعي غير 

1: ِ�ـ  nمعدوم 
10

n

n

n
u

 = − 
 

.   

أعط القيم المقربة لأحد عشر الحدود الأولى من المتتالية ) 1
( )nu.  

أكبر من أو يساوي nبرر أنه من أجل كل عدد طبيعي ) 2
2n يكون  ،30

nu ) ؛ ثم استنتج نهاية المتتالية ≤ )nu.   

0  �ِـ المعرفةuأكتب برنامجا للمتتالية ) 1 1u = 

1والعلاقة التراجعية 

1
1n

n

u
u+ = +.   

ابتداء من أي دليل تصبح حدود المتتالية مستقرة على ) 2
  .شاشة الحاسبة 

  ما هو التخمين الذي يمكن وضعه ؟

 متقاربة فإن نهايتها هي uأثبت أنه إذا كانت المتتالية ) 3

1العدد الذهبي  5

2

 +
  
 

.   

)عين نهاية المتتالية  )nuالمعرفة على ∗
ℕ ِبـ 

1 0,57u =،  2 0,5757u = ، ... ، 
 2

0,57...57n

n

u = ا	�� م ق ر  
.  

)نعتبر المتتالية  )nuرفة على المعℕ  ِـ� :  
2

nu n n n= + −.   

أعط القيمة العشرية , باستعمال مجدول أو حاسبة بيانية ) 1
 ، ثم للحدود 4u و1u ، 2u، 3uالمقربة للحدود 

10nu 
   .13 إلى 1 يتغير من nحيث العدد

nبرهن أنه من أجل كل) 2 ∗∈ℕ , 1

1
1 1

nu

n

=
+ +

 .   

)استنتج نهاية المتتالية )nu.   

ض في النتيجتين للسؤالين السابقين اشرح لماذا يظهر تناق) 3
.  

)نعتبر المتتالية  )nuالمعرفة على ℕ ِ0 بـ 1u = 

1: والعلاقة التراجعية 

1 14

3 3n nu u+ = +.   

)باستعمال البرهان بالتراجع برهن أن المتتالية) 1 )nu 
  .متزايدة 

  :  التالية x المعادلة ذات المجهول ℝحل في) 2
1 14

3 3
x x= +.   
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)إذا كانت المتتالية ) 3 )nu فما هي نهايتها ؟,  متقاربة  

n , 7nيعينضع من أجل كل عدد طب) 4 nv u= −  

)أثبت أن المتتالية  )nv أكتب عبارة الحد ,  هندسية

)استنتج أن المتتالية , n بدلالة nvالعام )nuمتقاربة .   

   يكوننه ابتداء من رتبة مطلوب تعينها ،برهن أ) 1

( )2 1 !n n≤ −.  

2بين أن المتتالية ذات الحد العام ) 2

!

n

n
  .متقاربة  , 

aعدد حقيقي و ( )nuمتتالية معرفة على ℕ ِـ� : 

0u a= 1:  والعلاقة التراجعية 22
n

n
n

u
u

u+ =
+

.   

ℕ ,1 منnبرهن أنه من أجل كل ) 1 2
n

n

u
u + ≤.   

, ℕ منnاستنتج أنه من أجل كل ) 2
2n n

a
u ≤.   

)ما هي نهاية المتتالية) 3 )nu؟   

)لتكن المتتالية )nu 0 �ِـ المعرفة 2u  والعلاقة =

1: التراجعية 

2

2 1
n

n
n

u
u

u+
+=
+

.   

  . موجب تماما ℕ، nu منn برر أنه من أجل كل أ ـ) 1

) إذا كانت المتتاليةب ـ )nuمتقاربة فما هي نهايتها ؟   

في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ، ) 2

2 المنحني الممثل للدالة  Cأنشئ 
:

2 1

x
f x

x

+
+

ثم  , ֏

y ذي المعادلة ∆المستقيم  x=)  يقتصر الرسم على
]المجال  ]0 ;    .3u و1u، 2uمثل الحدود  ) . 2,2

)ما هو تخمينك حول تقارب المتتالية  )nu.   

ℕ ,1 منnنضع من أجل كل) 3

1
n

n
n

u
v

u

−=
+

.   

)أ ـ برهن أن المتتالية  )nv هندسية متقاربة ثم عبر عن 

nv بدلالة n.   

 ثم برر التخمين الموضوع nv بدلالةnuب ـ عبر عن
  .سابقا 

)لتكن المتتالية )nu0  �ِـعرفة الم 5u  والعلاقة =

1التراجعية 2n nu u+ = +.   
, nبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي) 1

12 n nu u+≤ ≤.   
)برر أن المتتالية) 2 )nuمتقاربة ونهايتها l أكبر من أو 

   .2تساوي
2l تحقق lبين أن ) 3 l=    .lاستنتج قيمة . +

∗ المعرفة على uنعتبر المتتالية 
ℕ  ِـ�

1

1 1 1 1
1 ...

2 3

n

n
k

u
n k=

= + + + + =∑.   

)أدرس اتجاه تغير الدالة ) 1 ): ln 1f x x x+ −֏ 
[المعرفة على المجال [1;− + ∞.   

∗ منkمن أجل كل : استنتج أن ) 2
ℕ،   

( ) 1
ln 1 lnk k

k
+ − ≤  

∗ منn من أجل كل ثم
ℕ،  ( )ln 1 nn u+ ≤.   

)ما هي نهاية المتتالية  )nu؟   
3 (د أصغر عدد طبيعيأكتب برنامجا الذي يحدnيحقق : 

10nu ≥.   

  . ا!*��"! "ت ا!*�2ودة  ـ 4

)المتتاليتان  )nuو ( )nv معرفتان من أجل كل 

: ِ�ـ عدد طبيعي غير معدوم 
2

1

1
nu

n
=

+
1 و

nv
n

=.   

)الأعلى للمتتالية  عنصر حاد من 1أثبت أن ) 1 )nu.   

nأثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم) 2 nu v<.  

) هل المتتاليتين) 3 )nuو ( )nvمحدودتين ؟   

)المتتالية  )nuل عدد طبيعي غير  معرفة من أجل ك
   : ِ�ـمعدوم 

( ) 1 1
ln 1 1 ln 1 ... ln 1

2nu
n

   = + + + + + +   
   

.   

)بين أن المتتالية ) 1 )nu متزايدة .  

   .nuأعط عبارة مختصرة للحد ) 2

)هل المتتالية ) 3 )nu محدودة ؟   
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)المتتالية  )nu ِ�ـ معرفة :   

2

1 1 1
1 ...

3 3 3n n
u = + + + +.   

3هل العدد ) 1

2
) هو عنصر حاد من الأعلى للمتتالية  )nu 

  ؟

)برهن أن المتتالية) 2 )nu متزايدة ، استنتج أنها متقاربة .  

limأحسب ) 3 n
n

u
→+∞

.   

)لتكن المتتالية  )nu0 المعرفة بحدها الأولu ومن 
n ، 1أجل كل عدد طبيعي

nu
nu e −

+ =.  

) تكون المتتالية2برهن أنه ابتداء من الدليل  )nu محدودة 
   .0u وهذا مهما كان اختيارا الحد الأول1 و0بالعددين 

)نعتبر المتتالية  )nu المعرفة على ℕِـ�  :  

2

1 1 1
1 ...

4 4 4n n
u = + + + +.   

)تالية ما هو اتجاه التغير للمت) 1 )nu؟  

   ،nبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي) 2

4 1 1

3 3 4

n

nu
 = −  
 

limثم أحسب  .  n
n

u
→+∞

  

)استنتج أن المتتالية ) 3 )nu هل العدد .  محدودة
) عنصر حاد من الأعلى للمتتالية 1,333333 )nu؟  

)لتكن المتتالية )nu ِ0 المعرفة بـu عدد حقيقي 
  ،  nمعطى و من أجل كل عدد طبيعي

2
1 3 5n n nu u u+ = − +.   

n,  1جل كل عدد طبيعيبرر أنه من أ) 1 1n nu u+ − ≥ ، 
  ماذا تستنتج ؟

)نفترض أن المتتالية ) 2 )nu متقاربة ونهايتها l .  أكتب
   .lمعادلة من الدرجة الثانية تكون محقق من أجل

)استنتج أن المتتالية ) 3 )nu هل هي محدودة ؟ .  متباعدة
limما القول عن  n

n
u

→+∞
  ؟

)لتكن المتتالية )nu ِالمعرفة بـ 
0

11

4
u  ومن أجل =

n ، 1كل عدد طبيعي 3 4n nu u+ = − .   

   .2u و1uأحسب الحدين ) 1

)برهن أن المتتالية ) 2 )nu متزايدة تماما .  

)نعتبر المتتالية ) 3 )nv المعرفة على ℕ ِبـ  :
4n nv u α=   . عدد حقيقي α حيث+

) بحيث تكون المتتاليةα عين قيمة أ ـ )nv هندسية .  

 nvأكتب,  المحصل عليها سابقا α باستعمال قيمة ب ـ
   .n بدلالةnu ثم عبر عن nبدلالة

) هل المتتالية ج ـ )nu محدودة ؟   

   ،n نضع من أجل كل عدد طبيعيد ـ

1 2
0 2

...
4 4 4

n
n n

u u u
w u= + + + +.   

)برهن أن المتتالية  )nw متقاربة .  

  . ا!*��"! �"ن ا!*�<"ور�"ن  ـ 5

)لتكن  )nuو ( )nv المتتاليتين المعرفتين على ∗
ℕ 

1 : �ِـ 1 1
1 ...

1! 2! !nu
n

= + + + 1 و+

!n nv u
n n

= +
×

.   

)برهن أن المتتاليتين) 1 )nuو ( )nv متجاورتان  .  

 تكون قيمة مقربة إلى pu حيثpاستنتج عددا طبيعيا) 2
) المشتركة بين المتتاليتينlلنهاية بالنقصان ل−310 )nu 

)و )nv .   

 على شكل كسر غير قابل للاختزال وكذلك puأعط قيمة
 .قيمته المقربة المحصل عليها بالحاسبة 

( )nuو ( )nv 0 : ِ�ـ متتاليتان معرفتان 0u =،  

0 2v n:  1 ومن أجل كل عدد طبيعي=

3 1

4
n

n

u
u +

+= 

1و

3 1

4
n

n

v
v +

+= .  

 , nطبيعيبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد ) 1
1n nu v≤ ≤.   

)أثبت أن المتتاليتين ) 2 )nuو ( )nv متجاورتان وجد 
  .نهايتهما المشتركة 
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)نعرف المتتاليتين )nuو ( )nv 0 :�ِـ 1u =،  

0 2v  : n ومن أجل كل عدد طبيعي=

1

2

3
n n

n

u v
u +

+= ، 1

4

5
n n

n

u v
v +

+= .  

nنضع , nمن أجل كل عدد طبيعي ) 1 n nw u v= −.   

)برهن أن المتتالية )nw عين نهايتها ثم عبر .  هندسية
   .n بدلالةnwعن

1nعبر عن) 2 nu u+ 1n و − nv v+  ؛ استنتج nw بدلالة −
)تغير المتتاليتيناتجاه  )nuو ( )nv.   

)بين أن المتتاليتين ) 3 )nuو ( )nv ولهما نفس النهاية 
   .lيرمز لها 

3 نضع،nمن أجل كل عدد طبيعي ) 4 10n n nt u v= +.  

)برهن أن المتتالية )nt استنتج قيمة .  ثابتةl.   

)نعتبر المتتاليتين  )nuو ( )nv ِ�ـ المعرفتين : 

0 3u =،  0 4v ،  n  ومن أجل كل عدد طبيعي =

1 2
n n

n

u v
u +

1 ؛ =+
1 2

n n
n

u v
v +

+
+=.   

   .2v و1u،  1v ، 2uأحسب ) 1

n: نضع  ،nمن أجل كل عدد طبيعي) 2 n nw v u= − . 
)بين أن المتتالية  )nw هندسية وعين نهايتها .  

)أدرس اتجاه تغير المتتاليتين ) 3 )nuو ( )nv استنتج  ثم
  .أنهما مجاورتان 

)برهن أن) 4 )nt هي المتتالية المعرفة من أجل كل عدد 

):  بِـ nطبيعي  )1
2

3n n nt u v= +.   

)برهن أن )nt متتالية ثابتة .  

)اية المشتركة للمتتاليتين النه , lعين  )nuو ( )nv.   

] المعرفة على المجال fنعتبر الدالة  : ِ�ـ 2;0[

( ) 2 1

1

x
f x

x

+=
+

.   

 استنتج أنه إذا كان . fأدرس اتجاه تغير الدالة) 1
[ ]1;2x )فإن ،  ∋ ) [ ]1;2f x ∈.   

2 (( )nuو ( )nv  0 : ِ�ـمتتاليتان معرفتان 1u =،  

0 2v )،n  ومن أجل كل عدد طبيعي= )1n nu f u+  ؛ =

( )1n nv f v+ =.   

باستعمال حاسبة بيانية مثل منحني الدالة والمستقيم ذي 
yالمعادلة  x=.   

أعط تخمينا حول اتجاه تغير وتقارب لكل من المتتاليتين 
( )nuو ( )nv.   

  :برهن بالتراجع عن الخواص التالية ) 3

n" : 1من أجل كل عدد طبيعي  2nu≤ ؛  " ≥
"1 2nv≤ 1n"؛  " ≥ nu u 1n"و " ≥+ nv v +≥. "   

 , nت أنه من أجل كل عدد طبيعي أثب) 4

( )( )1 1 1 1
n n

n n
n n

v u
v u

v u+ +
−− =

+ +
.   

n , 0nاستنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي  nv u− ≥ 

)و )1 1

1

4n n n nv u v u+ +− ≤ −.   

n ،1أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي

4

n

n nv u
 − ≤  
 

.   

)استنتج أن للمتتاليتين  )nuو ( )nv نفس النهاية l.   

   .lعين القيمة المضبوطة للعدد 

aو b 0 عددان حقيقيان حيث a b< <.   

)المتتاليتان  )nuو ( )nv 0 : ِ�ـ معرفتانu a=، 0v b=  
n،  1nومن أجل كل عدد طبيعي  n nu u v+ =،  

1 2
n n

n

u v
v +

+=.   

)1nu 1nv  ؛nv وnu يسمى الوسط الهندسي للحدين + + 
  .)يسمى وسطهما الحسابي 

n،  0أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي) 1 n nu v< ≤.   

  ،  nبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ) 2

( )1 1

1

2n n n nv u v u+ +− ≤ −.   

)استنتج أن  )1

2n n n
v u b a− ≤ −.    
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)أثبت أن المتتاليتين ) 3 )nuو ( )nv متجاورتان .  

2aنفرض أن ) 4 5b و=  هو النهاية lوالعدد  , =
)المشتركة للمتتاليتين  )nuو ( )nv.    

 −310عيين القيمة المقربة إلى استعمل نتيجة السؤال الثاني لت
   .lللنهاية 

)المتتاليتان )nuو ( )nv0 :  ِ�ـ معرفتان 1u = − ، 

0 2v n،1 ومن أجل كل عدد طبيعي= 2
n n

n

u v
u +

  ؛ =+

1

4

5
n n

n

u v
v +

+=.   

  ، nأ ـ برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي ) 1

n nu v<.   

)ب ـ برهن أن المتتاليتين  )nuو ( )nv متجاورتان .  

nنضع  , nمن أجل كل عدد طبيعي ) 2 n nx u av= + 
nو n ny u bv=   . عددين حقيقيين متمايزينb وa حيث+

) حيث تكون المتتاليتان b وaجد  )nxو ( )ny 
   .n بدلالة ny وnxهندسيتين ثم عبر عن 

)جد النهاية المشتركة للمتتاليتين ) 3 )nuو ( )nv.   

  

��ـAـ"@ـ .  

)لتكن )Eمجموعة المتتاليات غير المعدومة ( )nu 
   :التالية  والتي تحقق الخاصية ℕالمعرفة على 

2 1

3 2

35 35n n nu u u+ += +.   

)هل توجد في المجموعة ) 1 )E متتالية ثابتة ؟ متتالية 
  حسابية ؟ متتالية هندسية ؟

 تكون β وαتحقق أنه من أجل كل عددين حقيقيين ) 2

)المتتالية )nu2 ذات الحد العام 1

7 5

n n

nu α β −   = +   
   

  

)هي عنصر من المجموعة  )E.   

)عين المتتالية ) 3 )nu ذات الحد العام 

2 1

7 5

n n

nu α β −   = +   
   

0 علما أن  3u = 

1و

4

35
u =   .ة أحسب نهاية هذه المتتالي . −

I− 1 ( أدرس اتجاه تغير الدالتينfو g 
]المعرفتين على المجال  [0;+   : ِ�ـ  ∞

( ) ( )21
ln 1

2
f x x x x= − −   ؛ +

( ) ( )ln 1g x x x= + −.   

  ؛ xعدد حقيقي موجب برهن أنه من أجل كل ) 2

( )
2

ln 1
2

x
x x x− ≤ + ≤ . . . ( )1   

II− في هذا الجزء نريد دراسة المتتالية ( )nu المعرفة 

1 : ِ�ـ

3

2
u ،  nبيعي غير معدوم  ومن أجل كل عدد ط=

1 1

1
1

2n n n
u u+ +

 = + 
 

.   

برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ) 1
n ، 0nu >.   

 ، nبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ) 2

2

1 1 1
ln ln 1 ln 1 ... ln 1

2 2 2n n
u

     = + + + + + +     
     

  

  :نضع) 3
2

1 1 1
...

2 2 2n n
S = + + +   

و
2

1 1 1
...

4 4 4n n
T = + + + .   

)باستعمال العلاقة  :  برهن أن 1(
1

ln
2n n n nS T u S− ≤ ≤.   

   .nدلالة  بnT و nS أحسب أ ـ) 4

) استنتج نهاية لكل من المتتاليتين ب ـ )nS و ( )nT.   

)دراسة تقارب المتتالية ) 5 )nu.   
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) برهن أن المتتالية أ ـ )nu متزايدة تماما .  

  . استنتج أنها متقاربة ب ـ

)إذا كانت المتتاليتان:  نقبل النتيجة التالية1ـ ـ )nαو ( )nβ 
n ، nمتقاربتين حيث من أجل كل عدد طبيعي  nα β≤ 

limفإن  limn n
n n

α β
→+∞ →+∞

≤.   

) حصرا لنهاية المتتالية أعط )nu.   

)المتتاليتان  )nuو ( )nv معرفتان من أجل كل عدد 
 :  ِ�ـnطبيعي غير معدوم 

2 2 2

1 2
sin sin ... sinn

n
u

n n n
= + + + 

و
2 2 2

1 2
...n

n
v

n n n
= + + +.   

) أثبت أن المتتالية )1 )nv 1 متقاربة ونهايتها هي

2
.   

 المعرفة على المجال h وf , gنعتبر الدوال ) 2
[ [0;+ : : ِ�ـ ∞ sinf x x x−֏ ؛   

2

: 1 cos
2

x
g x x− +  ؛ ֏+

3

: sin
6

x
h x x x− + +֏.   

 مبينا أن كل h وf ، gأدرس اتجاه تغير لكل من الدوال
  .من هذه الدوال موجبة 

 ، n كل عدد طبيعي غير معدوم برر أنه من أجل) 3
3 3 3 41 2 ... n n+ + + ≤.   

  ،nاستنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 

2

1 1

6n n nv u v
n

− × ≤ ≤.   

)أثبت أن المتتالية ) 4 )nu، ها ؟ وما هي نهايت متقاربة  

I−لتكن fالدالة المعرفة على المجال ] [0;+ ∞ 

) : ِ�ـ ) ln

1

x x
f x

x
=

+
.   

 المعرفة على المجال gأدرس اتجاه تغير الدالة ) 1
] [0;+ ):  بِـ ∞ ) 1 lng x x x= +  ؛ ثم بين أن +

)المعادلة  ) 0g x  حيث β تقبل حلا وحيدا =
0,27 0,28β≤ ≤.   

0xمن أجل ) 2 ) عبر عن < )'f x بدلالة ( )g x.   

   .fاستنتج تغيرات الدالةـ 

   .∞+ و 0 عند fأحسب نهايتي الدالة ـ 

II− نريد دراسة المعادلة ( )f x n=  حيثn عدد 
  .طبيعي غير معدوم 

 هذه المعادلة تقبل حلا وحيدا n بين أنه من أجل كل) 1

nα.   

   .ne و nαالمقارنة بين ) 2

)أ ـ بين أن  )nf e n≤ ,  استنتج أنn
n eα ≥.   

)ب ـ أثبت أن العلاقة  )nf nα  يمكن كتابتها على =

)الشكل  )1 . . . ln n
n

n

n

e

α
α

  = 
 

.   

limلاستنتاج ) أ ـ(استعمل  n
nn e

α
→+∞

.   

ne و nαالمقارنة بين ) 3 n+.   

)نضع  )1n
n neα ε= 0nε حيث + ≥ . . . ( )2.   

) باستعمال العلاقة أ ـ ) عبر عن 1( ) ( )1 ln 1n nε ε+ + 
   .nبدلالة 

0t بين أنه من أجل كل ب ـ ≥،   

( ) ( )
2

0 1 ln 1
2

t
t t t≤ + + − ≤.   

1nأنه من أجل كل ) ب ـ(و ) أ ـ( استنتج من 1ـ ـ ≥ ، 
2

20
2

n n
n

n
ne eε− −≤ − ≤ . . . ( )3.   

) باستعمال د ـ ) و2( ) عين 3( )lim n
n

n
e n α

→+∞
+ −.   
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في كل سؤال اقتراحات موضوعة يمكن أن تكون 
  .أكثر من جملة صحيحة؛ المطلوب اختيار الجمل الصحيحة

) نعتبر المتتالية  )nu 0 �ـ المعرفة 0u  و من أجل كل =

n ∈ℕ ، 2 1

1 2

3 3n n nu u u+ += +.   

)نعرف المتتاليتين  )nv و( )nw 1 : �ـn n nv u u+= − 

1و

2

3n n nw u u+= +.  

) المتتاليةأ ـ) 1 )nvالمتتاليةب ـ.   حسابية ( )nwحسابية .  

) المتتالية �ـ ـ )nvالمتتالية د ـ.    هندسية ( )nw هندسية.  

2 أ ـ) 2

3

n

nv
 = − 
 

2 ب ـ .         
1

3

n

nv
 = −  
 

.   

1nw �ـ ـ =.   

0 أ ـ) 3 1 1...n nu v v v −= + + +.   

) ب ـ )3

5n n nu w v= −.   

) المتتالية �ـ ـ )nu لا تقبل نهاية .  

) المتتالية د ـ )nu 3 متقاربة ونهايتها

5
.   

لين ، بالضبط اقتراحين صحيحين في كل من السؤا
  .المطلوب تعيينهما 

  : المتتاليات التالية متقاربة ) 1

 أ ـ
2008

2n

n
0n و ) ب ـ .            < )2 1

1

n
n n

n

+ −
+

.  

1 �ـ ـ
sinn

n
0n و ) د ـ      .    < )ln

n

n
1n و >.  

  :  تمتاز بالخواص التالية w وu ، vالمتتاليات ) 2

≤ ≤n n nu v w ، lim 1n
n

u
→+∞

= lim و− 1n
n

w
→+∞

=.  

lim  أ ـ 0n
n

v
→+∞

=.  

  . محدودة من الأسفل v المتتاليةب ـ

n ، 1 من أجل كل عدد طبيعي�ـ ـ 1nv− < <.   

  . تقبل نهاية أم لا v لا يمكن معرفة إن كانت المتتاليةد ـ

  أF �G أم D.B ؟أF �G أم D.B ؟
  

  .ميز بين الجمل الصحيحة والجمل الخاطئة 
  .كل متتالية متناقصة هي محدودة من الأعلى ) 1
 0كل متتالية متناقصة ومحدودة من الأسفل بالعدد) 2

  .فتكون نهايتها معدومة 
  . من الأعلى هي محدودة كل متتالية متزايدة ومحدودة) 3
 فإن هذه المتتالية تكون ∞+إذا كانت نهاية متتالية هي ) 4

  .غير محدودة من الأعلى 
  .كل متتالية متقاربة هي محدودة ) 5
)إذا كانت ) 6 )nuو ( )nvان  متتاليتين متقاربتين و تحقّق

n ، nمن أجل كل عدد طبيعي  nu v< فإن 
lim limn n

n n
u v

→+∞ →+∞
<.   

  أذكر إن كانت الجملة صحيحة أم خاطئة مبررا ذلك
) هو نهاية المتتاليةlإذا كان العدد الحقيقي) 1 )nu وإذا 

)كانت المتتالية )nv المتتالية لا تقبل نهاية حقيقية ، فإن 

( )n nu v+ لا تقبل نهاية حقيقية .  
) هو نهاية المتتاليةlإذا كان العدد الحقيقي) 2 )nu وإذا 

)ةكانت المتتالي )nv المتتالية لا تقبل نهاية حقيقية ، فإن 

( )n nu v× لا تقبل نهاية حقيقية .  
limإذا كانت ) 3 n n

n
u v l

→+∞
lim و= n

n
u

→+∞
= +∞ فإن ،

lim 0n
n

v
→+∞

=.  

  .سفل أو من الأعلى كل المتتالية تكون محدودة من الأ) 4


ر( 4!"?".  

)المتتالية )nuالمعرفة على ℕ 0 : �ـ 1,5u  ومن أجل =
n ، 1كل عدد طبيعي  2 1n nu u+ = −.   

  .اطئة مبررا ذلكالمطلوب تمييز بن الجمل الصحيحة والخ
)المتتالية) 1 )nu الذي هو فاصلة نقطة 1 العددنحو متقاربة 

yتقاطع المستقيمين الذين معادلتيهما x=2 و 1y x= −.  
)المتتالية) 2 )nvرفة على المعℕ 1 : �ـn nv u= − ، 

  .هي متتالية هندسية 
)المتتالية) 3 )nv محدودة من الأعلى .  
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