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  الكفاءات المستهدفة
) المنتهية أو غير المنتهية(حساب نهاية منتهية أو غير منتهية لدالة عند الحدود 

 .لمجالات مجموعة التعريف
حساب نهاية باستعمال المبرهنات المتعلقة بالعمليات على النهايات أو المقارنة  

 .وتركيب دالتين
 دراسة السلوك التقاربي لدالة 

)ل مبرهنة القيم المتوسطة لإثبات وجود حلول للمعادلة استعما  )f x k=،k عدد 
  .حقيقي معطى

  

   إلىم1789من   عاش في الفترةةفرنسي من جنسية عالم رياضيات و فيزياء: ��
�أو	���� شيآ�    
  صفة خاصة، و باتالرياضي عظيم على معظم فروع بالدقة تأثير  كان لأعماله التي تميزت.م1857  
   . متغيرات عقدية ذات نظرية الدوالطور ، والاستمرارالنهايات و   وضع أسس التحليل الحديث بدلالة 
  للرياضيات   و أصبح أستاذا  العالم لابلاس و العالم لاغرانج نشاطه في الرياضيات على متابعة  شجعه  
   السياسية و الدينية رفض أن و بسبب آرائه و كلية فرنسا  السوربون جامعةفي مدرسة البوليتكنيك،  
  حفيد تشارلز العاشر ، و عينته جامعة تورينو في  فنفي مع1830  يقسم يمين الولاء للويس فليب سنة  
  ، و لكنه تركه لتعليم حفيد تشارلزأجله  أنشئ منأستاذية منصب كرسي  
  .رالعاش  
  حول التكاملات المحدودةعملا ، تتضمن مقالات  789  لقد نشر ما مجموعه   
   وو نظرية الأعد  بحثية في الهندسة اأوراق  و انتشار الموجات ، كما نشر 

    . الضوء المرونة و نظرية الخطأ و الفلك و


�	����أو شيآ�                                                                                                                  ��  
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  ���ط أول       
   

] المعرفة علىf نعتبر الدالة     [ ] [1;0 0;− + ) بـِ ∪∞ ) 1 1x
f x

x

+ ) و ليكن=− )fCتمثيلها البياني .  

 وضع تخمين )1

)أظهر على شاشة حاسبة بيانية التمثيل البياني • )fCثم أنجز  التكبيرات ( )zoomالتالية :  

                  1                                      0,6                                  0,501  
  

          0,5                                  0,5                                    0,5  
  

    1              0              1−   0,3        0,4           0,3−   0,01     0,499          0,01−  
  

ضع في هذه الحالة .  بالقدر الذي نريد0 أخد قيم قريبة منx إلا أنه بإمكان0 غير معرفة عندfالدالة •

)تخمينا بخصوص قيم )f x.  

  ينإثبات صحة التخم )2

:نعلم أن الدالة  1g x x   .0 قابلة للاشتقاق عند֏+
 .0 عندgعين العدد المشتق للدالة •

  0 عندfاستنتج نهاية الدالة •
                                       


�ن���ط        

  

 دراسة مثال )1

[ المعرفة علىu       نعتبر الدالة [1;+ ) بـِ∞ ) 2 3

1

x
u x

x

+=
−

) بـℝِ الدالة المعرفة علىv و لتكن ) 2 1v x x= +  

vعرف الدالة • u�. 

 لاحظ على شاشة حاسبة بيانية أو مجدول سلوك  •

)      كل من )u xو ( )v u xمن أجل� xكبير بالقدر الكافي . 

vهاية الدالةضع تخمينا بخصوص ن • uعند� +∞. 

 .b عندv ثم نهاية الدالة∞+عند u نهاية الدالةbعين •

 حظ ؟ ماذا تلا •

 وضع تخمين )2

       a،bو cأو ∞+ تمثل أعددا حقيقية أو −∞.u، v وfدوال حيث f v u= �.  
)       إذا فرضنا أن  )lim

x a
u x b

→
) و = )lim

x b
v x c

→
  .a عندfضع تخمينا بخصوص نهاية الدالة  =
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������ط         
  

  n العدد الصحيح x و التي ترفق بكل عدد حقيقيℝسمي الدالة الجزء الصحيح الدالة المعرفة على ن:تعريف      

1n                حيث  x n≤ < ]أو E و نرمز لها بالرمز+ ].  

  

]أحسب ) 1 ]2,3− ،( )1E − ،3 
 و ( )11,01E. 

] المعرفة على المجالh وf،gنعتبر الدوال) 2  : كما يلي−1;2]

( ) [ ]f x x= ، ( ) [ ]g x x x= −، ( ) 2 1h x x= ) و لتكن + )fC،( )gC،( )hCتمثيلاتها البيانية على  

  .الترتيب

)أرسم في معالم مختلفة التمثيلات البيانية • )fC،( )gCو( )hC. 

)هل بإمكانك رسم المنحنيات • )fC،( )gCو( )hC ؟ ) اليد ( بدون رفع القلم 

  ؟0 ؟ عند−1 نهاية عندh وf،gهل تقبل الدوال •

 .أكتب خلاصة •

  

  را�
���ط        
)                           إليك المنحنيات  )fC ،( )gCو ( )hCالممثلة على التوالي لثلاث دوال f ،gو h معرفة 

]على المجال ] عددا حقيقيا من المجالk و ليكن−2;1[ ]2;3−.  

  
  
  
  
  
  
  
  

] مستمرة على المجالh وf ،gهل الدوال. 1   ؟−2;1[

 :، عدد حلول كل معادلة من المعادلات التاليةkحسب قيم العدد الحقيقيبواسطة قراءة بيانية حدد، . 2

                  ( )1 ( )f x k=          ( )2 ( )g x k=           ( )3 ( )h x k=  

] حدود المجال3 و−2ماذا تمثل القيمتان. 3    ؟−3;2[

] من المجالkمن أجل كل عدد حقيقي. 4 ]2;3−، 

)ل معادلة من المعادلاتهل تقبل ك � )1 ،( )2 ، ( ] حلا على الأقل في المجال3(   ؟−2;1[

)هل تقبل كل معادلة من المعادلات � )1 ،( )2 ، ( ] حلا وحيدا في المجال3(   ؟−2;1[
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 ∞−أو∞+نهاية منتهية أو غير منتهية لدالة عند  ↵
 ∞− أو∞+نهاية منتهية عند. 1

] دالة معرفة على مجال من الشكلf :تعريف     [0 ;x +   . عدد حقيقيl و∞

) يشمل كل القيمlمل للعدد يعني أن كل مجال مفتوح شاl هي∞+ عندfالقول أن نهاية     )f xمن   

) نكتب. كبير بالقدر الكافيx    أجل )lim
x

f x l
→+∞

) و نقرأ= )f xيؤول إلى lلما يؤول xإلى +∞.  

y نقول أن المستقيم ذا المعادلة:نتيجة       l=مستقيم مقارب للمنحني  ( )fCالممثل للدالةfعند +∞.  

  .∞−ل على تعريف و نتيجة مماثلتين عند نحص:ملاحظة      

 :أمثلة      
2 2

1 1 1 1 1
lim 0 lim 0 lim 0 lim 0 lim 0

x x x x xx x x xx→+∞ →−∞ →+∞ →−∞ →+∞
= ∗ = ∗ = ∗ = ∗ = ∗  

 ∞− أو∞+نهاية غيرمنتهية عند. 2
] دالة معرفة على مجال من الشكلf :1تعريف     [0 ;x + ∞.  
] يعني أن كل مجال من الشكل∞+ هي∞+ عندfالقول أن نهاية     [;A + ∞)A ∈ℝ (يشمل كل القيم( )f xمن   

) نكتب. كبير بالقدر الكافيx    أجل )lim
x

f x
→+∞

= ) و نقرأ∞+ )f xلما يؤول∞+ يؤول إلى xإلى +∞.  

] دالة معرفة على مجال من الشكلf :2تعريف     [0 ;x + ∞.  
[ يعني أن كل مجال من الشكل∞− هي∞+ عندfالقول أن نهاية     ];B−∞)B ∈ℝ (شمل كل القيمي( )f xمن   

) نكتب. كبير بالقدر الكافيx    أجل )lim
x

f x
→+∞

= ) و نقرأ∞− )f xلما يؤول∞− يؤول إلى xإلى +∞.  

  .∞− نحصل على تعريفين مماثلين عند:ملاحظة     

3 :أمثلة      3 2 2lim lim lim lim lim
x x x x x

x x x x x
→+∞ →−∞ →+∞ →−∞ →+∞

=+∞ ∗ =−∞ ∗ =+∞ ∗ =+∞ ∗ =+∞∗  

 المستقيم المقارب المائل. 3
)ليكن   :تعريف     )fC التمثيل البياني لدالة fيكن  في معلم و ل( y: المستقيم ذو المعادلة∆( ax b= +  

)         القول أن المستقيم  ) مستقيم مقارب للمنحني∆( )fC يعني أن ) ∞−على الترتيب عند  ( ∞+ عند:  

( )lim ( ) 0
x

f x ax b
→+∞

 − + =  )  على الترتيب( )lim ( ) 0
x

f x ax b
→−∞

 − + = (   

): معرفة كما يليfإذا كانت الدالة :ملاحظة      ) ( )f x ax b xϕ= + ) مع+ )lim 0
x

xϕ
→+∞

) أو= )lim 0
x

xϕ
→−∞

= 

y المعادلةاذح أن المستقيم فمن الواض ax b=   .∞− أو ∞+ عندf مستقيم مقارب مائل للمنحني الممثل للدالة+

∗ المعرفة علىf نعتبر الدالة:مثال     
ℝ ِبـ ( ) 2

1
2 3f x x

x
= − ) و ليكن+ )fCتمثيلها البياني في معلم .  

لدينا
2

1
lim 0

x x→−∞
 و =

2

1
lim 0

x x→+∞
) و منه فالمستقيم= 2 ذو المعادلة∆( 3y x= )قيم مقارب للمنحني مست− )fC  

   .∞− و ∞+عند
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[ الدالة المعرفة علىf لتكن:1تمرين محلول    [3;+ ) بـِ ∞ ) 2

3
f x

x
=

−
  

):  أثبت باستعمال التعريف أن    )lim 0
x

f x
→+∞

=   

[ليكن :الحل    [;I a b= 0 حيثa b< < ) I0 مجال مفتوح يشمل.(   

[ منx من أجل [3;+ ∞ ،( )f x I∈يعني 
2

3
b

x
<

−
 أي 

2
3x

b
> +.   

2أكبر من(  كبير بالقدر الكافيx نستنتج أنه من أجل
3

b
   يشمل كلI، المجال )+

)قيم  )f x .ومنه نهايةf0 هي∞+ عند.  

] الدالة المعرفة علىf لتكن:2تمرين محلول    [3;+ ) بـِ ∞ ) 3f x x= −  

):     أثبت باستعمال التعريف أن )lim
x

f x
→+∞

= +∞   

  . عددا حقيقيا موجباA ليكن:الحل   

      3x A− 2  يعني ≤ 3x A≥ ] ومنه المجال + [;A + ∞  

)      يشمل كل القيم  )f xمن أجل xكبير بالقدر الكافي .  

)       لدينا إذن  )lim
x

f x
→+∞

= +∞  

[ الدالة المعرفة علىf لتكن:3تمرين محلول    [0;+ ) بـِ ∞ ) 1
1f x x

x
= − )ن و ليك− )fCتمثيلها   

  . البياني في معلم   

)بعد تمثيل. 1 )fCعلى شاشة حاسبة بيانية، ضع تخمينا بصدد وجود مستقيم مقارب مائل للمنحني( )fC. 

)بين أن المستقيم. 2 ) : 1D y x= )نحني مستقيم مقارب للم− )fCعند +∞. 

)أدرس وضعية. 3 )fCبالنسبة إلى ( )D.                                                      

)��را�� و�
�� :طريقة    )fC إلى بالنسبة( ) :D y ax b= ) ندرس إشارة الفرق  + ) ( )f x ax b− +  .  

   .1:الحل   
      

  
 

)يظهر و أن المنحني )fCِيقترب من مستقيم من أجل قيم لـ x كبيرة بالقدر الكافي و منه يمكن أن نخمن بوجود 

) مقارب مائل للمنحني مستقيم )fC عند+∞.  

2  .( ) 1
lim ( 1) lim 0

x x
f x x

x→+∞ →+∞
− − = − =   المستقيم و منه( ) : 1D y x= )  مستقيم مقارب للمنحني− )fC 

  .∞+عند

3 .( ) 1
( 1)f x x

x
− − = −  و منه من أجل كل xمن ] [0;+ ∞،  

 ( ) ( 1) 0f x x− − <   .إذن المنحني( )fCيقع تحت المستقيم المقارب ( )D.  
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 ينهاية منتهية أو غير منتهية لدالة عند عدد حقيق  ↵
 نهاية منتهية عند عدد حقيقي. 1

[ دالة معرفة على مجموعة من الشكلf :تعريف     [ ] [0 0; ;a x x b∪و lعدد حقيقي .  

) يشمل كل القيمl يعني أن كل مجال مفتوح شامل للعددl هي0x عندfالقول أن نهاية     )f xمن أجل xقريب   

) نكتب.0x    بالقدر الكافي من )
0

lim
x x

f x l
→

) و نقرأ= )f xيؤول إلى lلما يؤول x0 إلىx.  

∗ الدالة المعرفة علىf:مثال      
ℝِبـ ( ) ( )sin x

f x
x

)و   = )fCتمثيلها البياني .  

) إلا و اقتربت0 منxتبين شاشة الحاسبة البيانية أنه كلما اقترب )f x1 من.  

)تضح أكثر أنه يمكننا جعلبإجراء تكبيرات أو باستعمال جداول قيم بواسطة الحاسبة ي )f x  

 لدينا إذن.  بالقدر الكافي0 منx بالقدر الذي نريد بشرط أن يقترب1قريب من
( )

0

sin
lim 1
x

x

x→
=.  

  )بإتباع نفس المنهجية المتبعة في النشاط الأول يمكن إثبات صحة التخمين    ( 

 نهاية غيرمنتهية عند عدد حقيقي. 2
[ دالة معرفة على مجموعة من الشكلf :تعريف     [ ] [0 0; ;a x x b∪.  

] يعني أن كل مجال من الشكل∞+ي ه0x عندfالقول أن نهاية     [;A + ∞)A ∈ℝ (يشمل كل القيم( )f xمن   

) نكتب.0x قريب بالقدر الكافي منx    أجل )
0

lim
x x

f x
→

= ) و نقرأ∞+ )f xلما يؤول∞+ يؤول إلى x0 إلىx. 

} الدالة المعرفة علىf لتكن:1مثال       }2−ℝِبـ ( )
( )2

1

2
f x

x
=

−
   

)  يتضح جليا أن )f xبشرط أن يقترب  تأخذ قيما كبيرة بالقدر الذي نريدx2 من   

)لدينا هكذا . بالقدر الكافي )
2

lim
x

f x
→

= +∞  

  

∗ الدالة المعرفة علىfلتكن :2مثال      
ℝِبـ ( ) 1

f x
x

   2f و1fنعتبر الدالتين. =

[المعرفتين على الترتيب على [ و∞−0;] [0;+ ) بـِ ∞ ) ( ) ( )1 2f x f x f x= =  

)من الواضح أن  )1
0

lim
x

f x
→

= ) و ∞− )2
0

lim
x

f x
→

= +∞  

   من اليمين0عند f و أن نهاية∞− من اليسار هي0 عندfنقول في هذه الحالة أن نهاية

) و نكتب ∞+هي )
0

lim
x

f x
<

→
= ) و ∞− )

0
lim

x
f x

>
→

= +∞ 

)ليكن   :تعريف     )fC التمثيل البياني لدالة f في معلم و ليكن ( x: الذي معادلتهالمستقيم ∆( a=.  

) القول أن المستقيم      ) مستقيم مقارب للمنحني∆( )fC يعني أن نهاية الدالةf0 عندx ) سار أو من اليمين من الي(  

  .∞− أو ∞+     هي
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] الدالة المعرفة علىf لتكن:1تمرين محلول    [1;− + ) بـِ ∞ ) ( )2
1 2f x x= + −  

)    نريد دراسة سلوك )f xلما يؤول x1 إلى.  

 .ضع تخمينا. 1

) بحيث ينتميxفي أي مجال يجب اختيار. 2 )f xإلى المجال [   ؟2,01;1,99[

3 .r0يقي حيث عدد حق 1r< <. 

) بحيث xفي أي مجال يجب اختيار • ) [ ]2 ;2f x r r∈ −   ؟+

   صغيرا بالقدر الذي نريد ؟rماذا تستنتج علما أنه يمكن اختيار •

   :الحل   

) اقترب1 منxيظهر و أنه كلما اقترب. 1 )f xمن ( )2
1 1 2+  .2 أي من العدد−

2 .( )1,99 2,01f x≤ ) يعني ≥ )2
3,99 1 4,01x≤ + 1,998بحيث xيمكن اختيار. ≥ 1 2,002x≤ + ≤ 

0,998أي  1,002x≤ ] و منه ≥ ]0,998 ; 1,002x ∈.  

3.∗ ( )2 2r f x r− ≤ ≤ ) يعني + )2
4 1 4r x r− ≤ + ≤   بحيثxيمكن اختيار. +

4 1 4r x r− ≤ + ≤ 1  أي+ 4 1 4r x r− + − ≤ ≤ − + + 

1ومنه 4 ; 1 4x r r ∈ − + − − + + .  

) يمكننا جعل∗ )f xبالقدر الذي نريد بشرط أخذ2 قريبا من xقدر الكافي و هذا يثبت أن نهاية  بال1 قريبا من

  .2 هي1 عندfالدالة

[ الدالة المعرفة علىf لتكن:2تمرين محلول    [1;+ ) بـِ ∞ ) 3

1
f x

x
=

−
  

)   نريد دراسة سلوك  )f xلما يؤول x1 إلى.  

 .1 عندf على شاشة حاسبة بيانية ثم ضع تخمينا بخصوص نهايةfمثل منحني الدالة. 1

2 .Aعدد حقيقي موجب تماما . 

) بحيث يكونxفي أي مجال يجب اختيار • )f x A≥؟  

  .1أثبت صحة التخمين الموضوع في السؤال •

   :الحل   

 .∞+ هي1 عندfنخمن بأن نهاية الدالة. 1

2.( )f x A≥ يعني  
3

1
A

x
≥

−
3   أي   

1x
A

− ≤ 

أي   
2

9
1x

A
−   و  أخيرا ≥

2

9
1x

A
≤ +.  

)يكونتى ح )f x A≥نختار x 2 في المجال

9
1;1

A
 +  

.  

) كبيرا بالقدر الذي نريد يمكننا جعلA علما أنه يمكن أخذ )f xكبيرا بالقدر الذي نريد بشرط أخذ x1 قريبا من 

  .∞+ هي1 عندfبالقدر الكافي و هذا يثبت أن نهاية الدالة
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 تتمات على النهايات ↵
  بعض نهايات الدوال المرجعية.1

       lim lim lim
x x x

x x x
→+∞ →−∞ →+∞

= +∞ ∗ = −∞ ∗ = +∞ ∗  

             3 3 2 2lim lim lim lim
x x x x

x x x x
→−∞ →+∞ →−∞ →+∞

= −∞ ∗ = +∞ ∗ = +∞ ∗ = +∞ ∗  

             
0 0

1 1 1 1
lim lim lim 0 lim 0

x xx xx x x x< > →−∞ →+∞→ →
= −∞ ∗ = +∞ ∗ = ∗ = ∗  

 العمليات على النهايات. 2

                 f و gدالتان  .a نقبل دون برهان المبرهنات التالية. ∞−  أو ∞+ يمثل عدد حقيقي أو:  

 :نهاية مجموع دالتين •

−∞  +∞  +∞  l ∈ℝ  l ∈ℝ  l ∈ℝ  lim ( )
x a

f x
→

  

−∞  −∞  +∞  −∞  +∞  l ′∈ℝ  lim ( )
x a

g x
→

  

l  ∞+  ∞−  ∞+  ح ع ت  ∞− l ′+  ( )lim ( ) ( )
x a

f x g x
→

+  

  :نهاية جداء دالتين •

0  0  −∞  +∞  +∞  0l <  0l <  0l >  0l >  l ∈ℝ  lim ( )
x a

f x
→

  

−∞  +∞  −∞  −∞  +∞  −∞  +∞  −∞  +∞  l ′∈ℝ  lim ( )
x a

g x
→

  

l  ∞+  ∞−  ∞−  ∞+  ∞+  ∞−  ∞+  ح ع ت  ح ع ت l ′×  ( )lim ( ) ( )
x a

f x g x
→

×  

  :نهاية حاصل قسمة دالتين •

−∞  −∞  +∞  +∞  0  −∞  −∞  +∞  +∞  l  l  l ∈ℝ  lim ( )
x a

f x
→

  

−∞  +∞  −∞  +∞  0  0l′<  0l′ >  0l′<  0l′>  −∞  +∞  l ∗′∈ℝ  lim ( )
x a

g x
→

  

  ح
  ع
  ت

  ح
  ع
  ت

  ح
  ع
  ت

  ح
  ع
  ت

  ح
  ع
  ت

+∞  −∞  −∞  +∞  0  0  
l

l ′
  

( )
lim

( )x a

f x

g x→

 
 
 

  

  ) ح ع ت (  "عدم التعيين " تسمى الحالات التي لا تسمح فيها النظريات السابقة من استنتاج النهاية بحالات :ملاحظة      

  ∞−أو∞+نهاية دالة كثير حدود أو دالة ناطقة عند. 3

 .)∞−(∞+عند  لدالة كثير حدود هي نهاية حدها الأعلى درجة∞− و عند∞+النهاية عند  �  قواعد إجرائية     

 .)∞−(∞+عند  لدالة ناطقة هي نهاية حاصل قسمة الحدين الأعلى درجة∞− و عند∞+  النهاية عند�        

} الدالة الناطقة المعرفة على fلتكن  :مثال       }1;1− −ℝ ِبـ ( )
2

2

2 3 1

1

x x
f x

x

+ +=
−

  

����� ا�����ة ∞+ عندfلدينا  حالة عدم التعيين بالنسبة لنهاية  � ��'&% �$# 2 إ! أ�� ( )
2

2

2
lim lim 2

x x

x
f x

x→+∞ →+∞
= =  
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  .∞− وعند∞+ عندfD المعرفة علىfلدالةا  أدرس في كل حالة من الحالات التالية نهاية:1تمرين محلول   

1 .( ) 3 2 2f x x x= − + − ، fD = ℝ 

2. ( ) 23 3f x x x= + − ، fD = ℝ 

3 .( )
2 2 1

2

x x
f x

x

+ +=
−

، { }2fD = −ℝ 

   :الحل   

1 .( ) ( )3lim lim
x x

f x x
→−∞ →−∞

= − = )  و  ∞+ ) ( )3lim lim
x x

f x x
→+∞ →+∞

= − = −∞ 

2 .( ) ( )2lim lim 3
x x

f x x
→−∞ →−∞

= = )  و  ∞+ ) ( )2lim lim 3
x x

f x x
→+∞ →+∞

= = +∞ 

3 .( ) ( )
2

lim lim lim
x x x

x
f x x

x→−∞ →−∞ →−∞

 
= = − = +∞ − 

) و  ) ( )lim lim
x x

f x x
→+∞ →+∞

= − = −∞  

} الدالة المعرفة علىf لتكن:2تمرين محلول    }2;1− −ℝ ِبـ ( ) 2

2 3

2

x
f x

x x

+=
+ −

  

2 إشارةxحدد حسب قيم. 1 2x x+ −. 

 .1 و−2أدرس النهايات من اليمين و من اليسار عند كل من. 2

  . ∞− وعند∞+ عندfأدرس نهايتي الدالة. 3

   :الحل   

2لكثير الحدود.1 2x x+  : نجد3 و بتطبيق القاعدة المحددة لإشارة ثلاثي حدود من الدرجة.1و −2 جذران هما−

+∞          1            2−          −∞  x  
     +         0      -     0+          2 2x x+ −  

 

2.( )
2

lim 2 3 1
x

x
→−

+ = − ،( )2

2
lim 2 0
x

x x
→−

+ − 2x و بما أنه من أجل= < − ، 2 2 0x x+ − >  

) فإن  )
2

lim
x

f x
<

→−
= −∞.  

( )
2

lim 2 3 1
x

x
→−

+ = − ،( )2

2
lim 2 0
x

x x
→−

+ − 2 و بما أنه من أجل= 1x− < < ، 2 2 0x x+ − <  

) فإن  )
2

lim
x

f x
>

→−
= +∞.  

( )
1

lim 2 3 5
x

x
→

+ = ،( )2

1
lim 2 0
x

x x
→

+ − 2 و بما أنه من أجل= 1x− < < ، 2 2 0x x+ − <  

) فإن  )
1

lim
x

f x
<

→
= −∞.  

( )
1

lim 2 3 5
x

x
→

+ = ،( )2

1
lim 2 0
x

x x
→

+ − 1x و بما أنه من أجل= > ، 2 2 0x x+ − >  

) فإن  )
1

lim
x

f x
>

→
= +∞.  

3.( ) 2

2 2
lim lim lim 0

x x x

x
f x

x x→−∞ →−∞ →−∞

   = = =   
   

 

( ) 2

2 2
lim lim lim 0

x x x

x
f x

x x→+∞ →+∞ →+∞

   = = =   
   
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 النهايات بالمقارنة-نهاية دالة مركبة ↵
  نهاية دالة مركبة.1

f دوال حيثfو u، v.∞− أو ∞+ تمثل أعددا حقيقية أوc وa،b :مبرهنة     v u= �.  

)        إذا كانت  )lim
x a

u x b
→

) و إذا كانت = )lim
x b

v x c
→

) فإن = )lim
x a

f x c
→

=  

∗ المعرفة على المجالfنعتبر الدالة  :مثال      
ℝ ِ1 بـ

( ) sin
2

f x
x

π = + 
 

) و نريد حساب  )lim
x

f x
→+∞

  

) بهذا الترتيب حيث v وu هي مركب الدالتينfنلاحظ أن ) 1

2
u x

x

π= )  و + ) sinv x x=)   f v u= �(   

)بما أن  )lim
2x

u x
π

→+∞
)  و = )

2

lim 1
x

v x
π→

)  فإن = )lim 1
x

f x
→+∞

=  

 النهايات بالمقارنة. 2

)إذا كانت.  عدد حقيقيl دوال و h وf،g :1مبرهنة     )lim
x

g x l
→+∞

) و= )lim
x

h x l
→+∞

   و إذا كان من=

) كبير بالقدر الكافي x      أجل ) ( ) ( )g x f x h x≤ )  فإن ≥ )lim
x

f x l
→+∞

=.  

∗ المعرفة علىfنعتبر الدالة  :مثال      
ℝ ِبـ ( ) sinx

f x
x

=  

ℝ ،1 منxنعلم أنه من أجل كل sin 1x− ≤    و منه فإن≥

[ منx من أجل كل [0;+ ∞ ،1 sin 1x

x x x
− ≤ ≤  

1و بما أن  1
lim lim 0

x xx x→+∞ →+∞

   − = =   
   

sin فإن 
lim 0

x

x

x→+∞
=  

  

)إذا كانت.  عدد حقيقيl  دالتان و f،g :2مبرهنة     )lim
x

g x
→+∞

=    كبير بالقدر x و إذا كان من أجل ∞+

)      الكافي  ) ( )f x g x≥ن   فإ( )lim
x

f x
→+∞

= +∞.  

)إذا كانت.  عدد حقيقيl  دالتان و f،g :3مبرهنة     )lim
x

g x
→+∞

=    كبير بالقدر x و إذا كان من أجل ∞−

)       الكافي ) ( )f x g x≤ فإن  ( )lim
x

f x
→+∞

= −∞.  

  .وعند عدد حقيقي∞−تمدد هذه المبرهنات إلى حالتي النهاية عند :ملاحظة      

) بـِ ℝ المعرفة علىfنعتبر الدالة  :مثال       ) sinf x x x= +  

ℝ ،1 منxنعلم أنه من أجل كل sin 1x− ≤    و منه فإن≥
ℝ،1 منx من أجل كل sin 1x x x x− ≤ + ≤ +   
)    بما أن  )lim 1

x
x

→+∞
− = ) فإن ∞+ )lim

x
f x

→+∞
= +∞  

)    بما أن  )lim 1
x

x
→−∞

+ = ) فإن ∞− )lim
x

f x
→−∞

= −∞  
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[ الدالة المعرفة علىf لتكن:1تمرين محلول    [1
; 1;

2
 −∞ − + ∞  

)بـِ ∪ ) 2 1

1

x
f x

x

+=
−

  

  . عند أطراف مجموعة تعريفهاf    أدرس نهايات الدالة 

  

   :الحل   

) بهذا الترتيب حيث v وu هي مركب الدالتينfنلاحظ أن ) 2 1

1

x
u x

x

+=
−

)  و  )v x x=)   f v u= �(   

2 بما أن ∗      1
lim 2

1x

x

x→−∞

+  = − 
 و 

2
lim 2
x

x
→

) فإن = )lim 2
x

f x
→−∞

)نجد كذلك . = )lim 2
x

f x
→+∞

=. 

) بما أن ∗ )
1
2

lim 0
x

u x
→−

) و = )
0

lim 0
x

v x
→

) فإن = )
1
2

lim 0
x

f x
→−

=.  

) بما أن ∗ )
1

lim
x

u x
>→

= ) و ∞+ )lim
x

v x
→+∞

= ) فإن ∞+ )
1

lim
x

f x
>→

= +∞.  

∗ المعرفة علىfنعتبر الدالة :2تمرين محلول   
ℝِبـ  ( ) 2

cos
1

x
f x

x
= +  

∗ منxبين أنه من أجل كل. 1
ℝ ،( )2 2

1 1
1 1f x

x x
− ≤ ≤ + 

  . ∞− وعند∞+ عندfأستنتج نهايتي الدالة. 2

   :الحل   

ℝ ،1 منxنعلم أنه من أجل كل. 1 cos 1x− ≤ ∗ منx و منه فإن من أجل كل≥
ℝ ،

2 2 2

1 cos 1x

x x x
− ≤ ≤ 

∗ منxمن أجل كلفإن و بالتالي 
ℝ ،

2 2 2

1 cos 1
1 1 1

x

x x x
− ≤ + ≤ ) أي + )2 2

1 1
1 1f x

x x
− ≤ ≤ +  

2بما أن   .2 2

1 1
lim 1 lim 1 1

x xx x→+∞ →+∞

   − = + =   
   

) فإن  )lim 1
x

f x
→+∞

) و = )lim 1
x

f x
→−∞

=  

)  بـℝِ المعرفة على fنعتبر الدالة :3تمرين محلول    )
2 sin

x
f x

x
=

+
  

، ℝ منxبين أنه من أجل كل. 1
1 1

1
3 2 sinx

≤ ≤
+

 

  . ∞− وعند∞+ عندfهايتي الدالةستنتج نا. 2

   :الحل   

ℝ ،1 منxمن أجل كل. 1 sin 1x− ≤ 1 و منه≥ 2 sin 3x≤ + 1 أي ≥ 1
1

3 2 sinx
≤ ≤

+
 

1لدينا. 2 1

3 2 sinx
≤

+
[ منx  ومن أجل  لدينا ∞−0;[

2 sin 3

x x

x
≤

+
lim و بما أن 

3x

x
→−∞

=  فإن ∞−

( )lim
x

f x
→−∞

= −∞  

1لدينا 1

3 2 sinx
≤

+
] منx  ومن أجل [0;+  لدينا ∞

2 sin 3

x x

x
≥

+
lim و بما أن 

3x

x
→+∞

=  فإن ∞+

( )lim
x

f x
→+∞

= +∞  
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 الاستمرارية ↵
  تعريف الاستمرارية.1

  .fD منعدد حقيقي غير معزول a وfDموعة تعريفها دالة مجf :تعريف    

) هي a عند f يعني أن نهاية الدالةa مستمرة عندf         القول أن الدالة )f a.  

)fمستمرة عند a  (   يعني)( ) ( )lim
x a

f x f a
→

=(  

  .I مستمرة عند كل عدد حقيقي منf يعني أنI مستمرة على مجالfالقول أن الدالة  :ملاحظة      

جال دون  عندما يمكن رسم منحنيها البياني على هذا المI مستمرة على مجالfتكون الدالة  :التفسير البياني      

  ).اليد ( رفع القلم 

  :1مثال      

  المجال غير مستمرة على الممثلة في الشكل المقابل fالدالة      

 [   . لأنه لا يمكن رسم منحنيها البياني دون رفع القلم−3;2[

] مستمرة على كل من المجاليننلاحظ أنها        في حين [و −1;2[ ]1;3.  

  

  :2مثال      

[ المعرفة على المجال fالدالة   : بـِ−2;2]

        ( )f x x= [  إذا كان − ]2;0x ∈ −      

       ( ) 2f x x= إذا كان    ] [0;2x ∈  

[و الممثلة في الشكل المقابل مستمرة على المجال     لأنه −2;2]

  .باستطاعتنا رسم تمثيلها البياني بدون رفع القلم

 )تقبل دون برهان ( خواص. 2
محصل عليها بالعمليات على دوال مألوفة أو بتركيبها مستمرة على كل    نقبل بأن كل الدوال المقررة في هذا المستوى و ال

  .مجال من مجموعة تعريفها

  نتائج  

  . الدوال المرجعية مستمرة على كل مجال من مجموعة تعريفها•       
  .ℝ مستمرة على cos وsin الدوال كثيرات الحدود،•       
  .مستمرة على كل مجال من مجموعة تعريفها) حاصل قسمة كثيري حدود (  الدوال الناطقة •       

 

  :أمثلة      

o  22الدالة 3 4x x x−  .ℝ  مستمرة على ֏+

o  الدالة
2

3 2

1

x
x

x

−
−

[  مستمرة على كل من المجالات ֏ [; 1−∞ − ،] [ و −1;1] [1;+ ∞.  
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] الدالة المعرفة علىf لتكن:1تمرين محلول      : كما يلي−3;2[

        ( ) 2 2f x x= − ]  إذا كان + [2;0x ∈ −      

       ( )f x x= إذا كان    [ ]0;3x ∈  

  ؟0 نهاية عندfهل تقبل الدالة. fمثل بيانيا الدالة. 1

] مستمرة علىfهل الدالة. 2   . مستمرة عليهf ؟ أذكر مجالا تكون الدالة−3;2[

   :الحل   

)لدينا من جهة . أنظر الشكل المقابل. 1 )
0

lim 2
x

f x
<→

  و لدينا من جهة ثانية=

( )
0

lim 0
x

f x
>→

  .0 نهاية عندfإذن لا تقبل الدالة. =

] و بالتالي فهي غير مستمرة على0الدالة غير مستمرة عند. 2 ]2;3−. 

  .م تمثيلها البياني دون رفع القلم نلاحظ أنه غير ممكن رس
] مستمرة مثلا على المجالfالدالة ]0;3.  

  

)  بـℝِ المعرفة على المجالfنعتبر الدالة :2تمرين محلول    ) ( )2 1 cosf x x x x= + +  

  .ℝ مستمرة علىf       بين أن الدالة 

   :الحل   

cosx      الدالتان  x֏ 2 و 1x x x+   .ℝ علىن مستمرتا֏+

  .ℝ فهي إذن مستمرة علىℝ هي جداء دالتين مستمرتين علىf                    الدالة

] المعرفة على fنعتبر الدالة :3تمرين محلول    ):  بـِ −2;1] )( ) 1f x xE x= +  

)لة     حيث الدا )x E x֏ أنظر النشاط الأول (  هي الدالة الجزء الصحيح(  

)عين عبارة. 1 )f xعلى كل من المجالات التالية  :[ [1;0− ، [ ] و 1;0] [1;2. 

)أرسم في معلم. 2 ); ,O I Jالمنحني الممثل للدالة f. 

] مستمرة على المجالfهل الدالة. 3 ]؟ على المجال −1;1]   ؟−2;1]

  الحل

]من أجل . 1 [1;0x ∈ ) لدينا − ) 1E x = ) ومنه − ) 1f x x= − +  

]من أجل  [0;1x ) لدينا ∋ ) 0E x ) ومنه = ) 1f x =  

]من أجل  [1;2x ) لدينا ∋ ) 1E x ) ومنه = ) 1f x x= + 

  .انظر الشكل المقابل .2

] مستمرة على المجالfنعم الدالة. 3    لأنه بإمكاننا رسم جزء المنحني−1;1]

  .في هذا المجال دون رفع القلم

] ليست مستمرة على المجالfالدالة    كما نلاحظ أنه لا يمكن رسم منحنيها1غير مستمرة عندلأنها −2;1]

  .البياني دون رفع القلم
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 مبرهنة القيم المتوسطة ↵
 )تقبل دون برهان (  مبرهنة القيم المتوسطة .1

]على مجالو مستمرة دالة معرفة  f :مبرهنة     ];a b.  

) محصور بين k       من أجل كل عدد حقيقي )f aو ( )f bيوجد على الأقل عدد حقيقي ،cمحصور بين aو b    

)   بحيث      )f c k=.  

  

  التفسير البياني. 2

    f  على مجالو مستمرة دالة معرفة[ ];a bو ليكن ( )C   

)منحنيها البياني في معلم ); ,O I J.  

) محصور بين kكل عدد حقيقي من أجل )f aو ( )f b،  

)المستقيم y ذو المعادلة∆( k=يقطع على الأقل مرة واحدة   

)المنحني  )Cفي نقطة فاصلتها cمحصورة بين aو b.  

)بالنسبة للشكل المقابل(  ) يقطع∆( )Cفي ثلاث نقط فواصلها على   

   ).3c و1c ،2cالترتيب

  

] دالة مستمرة على مجالfإذا كانت  :حالة خاصة       ];a b  

) و كان ) ( ) 0f a f b× )محصور بين  0العدد ( > )f aو ( )f b(    

)  بحيث b وa محصور بينcقل عدد حقيقييوجد على الأ  فإنه ) 0f c =      b                        c      a  

] تنعدم على الأقل مرة واحدة علىf أي أن ];a b.  

  

)المعادلة. 3 )f x k= 

]على مجالو مستمرة دالة معرفة  fإذا كانت        ];a bفإنه من أجل كل عدد حقيقي kبين   محصور( )f a  

)و )f bالمعادلة ،( )f x k=تقبل على الأقل حلا cمحصورا بين aو b. 

)مبرهنة القيم المتوسطة تؤكد فقط وجود حل على الأقل للمعادلة  :ملاحظة     )f x k= أما تعيين الحلول أو قيم   

  .مقربة لها فيتم بإتباع خوارزميات مختلفة

) بـِ ℝ الدالة المعرفة علىf لتكن :مثال     ) 3 1f x x x= + −  

fدالة كثير حدود فهي إذن مستمرة على ℝ و لدينا ( )0 1f = ) و − )1 1f = ،  

)محصور بين 0العدد )0fو ( )1f ،ومنه، حسب مبرهنة القيم المتوسطة   

)المعادلة ) 0f x   .1 و0 تقبل على الأقل حلا محصورا بين=
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3يم المتوسطة أن المعادلة  برهن باستعمال مبرهنة الق:1تمرين محلول    2 2x x− =    تقبل على الأقل حلا−

]      في المجال ]2;1−.             

                                       

]لإثبات وجود حلول معادلة على مجال :طريقة    ];a b المتوسطة نتبع الخطوات التالية باستعمال مبرهنة القيم:  

)نكتب المعادلة على الشكل • )f x k=. 

] على المجالfنتحقق من استمرارية الدالة • ];a b. 

) محصور بينkنتحقق من أن العدد • )f aو ( )f b. 

  

3يمكن كتابة المعادلة :الحل    2 2x x− = ) على الشكل − ) 2f x =   :  بـℝِ هي الدالة المعرفة علىf حيث−

                                             ( ) 3 2f x x x=   )يمكن اختيار كتابة أخرى مماثلة   ( −

] و من تم علىℝ دالة كثير حدود و بالتالي فهي مستمرة علىf الدالة ]2;1−.  

)لدينا  )2 4f − = ) و − )1 1f =   .-1 و -4 محصور بين العددين-2 كما نلاحظ أن العدد−

3  المعادلةمبرهنة القيم المتوسطةإذن حسب  2 2x x− = ]تقبل على الأقل حلا في المجال  − ]2;1−.  

  يمكن مراقبة النتيجة باستعمال حاسبة بيانية بحيث يتم :ملاحظة   

2y و المستقيم ذا المعادلةfلدالةتمثيل ا =   . ثم ملاحظة تقاطعهما−

  

  

):  بـℝِرفة علىالمع f نعتبر الدالة :2تمرين محلول    ) 3 22 1f x x x x= + + +  

 .fبة بيانية التمثيل البياني للدالةأظهر على شاشة حاس. 1

)بين أن المعادلة. 2 ) 0f x   . تقبل على الأقل حلا في مجال يطلب تحديده=

   :الحل   

  .نحصل مثلا على الشكل المقابل. 1

  
  
  
  
  
 

)يوحي الشكل بأن المعادلة. 2 ) 0f x  .−1 و−2 حلا محصورا بين تقبل=

] و بصفة خاصة على المجالℝ دالة كثير حدود فهي مستمرة علىfبما أن ]2; 1− −.  

)لدينا من جهة ثانية  )2 1f − = )  و − )1 1f − ) أي بين1 و−1 محصور بين0 و بما أن= )2f ) و− )1f −   

) إذن حسب مبرهنة القيم المتوسطة، المعادلة ) 0f x ]تقبل على الأقل حلا في المجال = ]2; 1− −.   



 20

  

 الدوال المستمرة و الرتيبة تماما ↵
] الدوال المستمرة و الرتيبة تماما على مجال.1 ];a b 

]ى مجالعلدالة مستمرة و رتيبة تماما  fإذا كانت :مبرهنة     ];a bفإنه من أجل كل عدد حقيقي k               محصور بين   

     ( )f aو ( )f bالمعادلة ،( )f x k=تقبل حلا وحيدا في المجال  [ ];a b.  

    :البرهان      

]مجالالعلى مستمرة و رتيبة تماما  fالدالةنفرض أن        ];a b.  

)محصور بين  عدد حقيقيkو ليكن )f aو ( )f b .رهنة ومنه حسب مب  

    b وa محصور بينcيوجد على الأقل عدد حقيقيالقيم المتوسطة، 
)بحيث  )f c k=.  

   b وaمحصور بين، c مختلف عن′cلنفرض أنه يوجد عدد حقيقي آخر
)و يحقق  )f c k′ =.  

cيكون لدينا حينئذ  c′≠ و ( ) ( )f c f c′=و هذا يناقض الرتابة التامة للدالة fمجالال  على[ ];a b.  

] من cو بالتالي يوجد عدد حقيقي وحيد ];a bبحيث ( )f c k=أي أن cهو الحل الوحيد للمعادلة ( )f x k=.  

   ملاحظات.2

]على مجال) متزايدة تماما أو متناقصة تماما (  مستمرة و رتيبة تماما fإذا كانت الدالة :1ملاحظة       ];a b فإن 

  :جدول تغيراتها يأخذ أحد الشكلين التاليين

  

) محصور بينkكل عدد حقيقي  من أجل )f aو ( )f bالمعادلة ،( )f x k=0 تقبل حلا وحيداxفي المجال [ ];a b.  

مفتوح أو مفتوح Iعلى مجالمستمرة و رتيبة تماما  f تقبل المبرهنة السابقة عدة تمديدات في حالة دالة:2ملاحظة      

  .من إحدى الجهتين، محدود أو غير محدود

  .سهم المائلة في جدول تغيرات دالة تترجم استمرارية و رتابة الدالة على المجال المعتبر  الأ:  تذكير

   :مثال      

[ الدالة المعرفة علىf                لتكن [1;− + ) بـِ ∞ ) 2

1
f x

x
=

+
  

[مستمرة و متناقصة تماما على fالدالة [1;− + ) و لدينا ∞ )
1

lim
x

f x
→−

= ) و ∞+ )lim 0
x

f x
→+∞

=.  

[ من kإذن من أجل كل عدد حقيقي [0;+ )، المعادلة∞ )f x k=0 تقبل حلا وحيداxفي المجال ] [1;− + ∞.  

b                0x              a  x  
                                ( )f a  

                   k  
  ( )f b                             

  
( )f x  

  

b                0x              a  x  
( )f b  

                   k  
                                ( )f a  

  
( )f x  
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]رفة علىالمع f نعتبر الدالة:1تمرين محلول    ):  بـِ−3;4[ ) 3 22 2 12 1f x x x x= + − +  

)أحسب. 1 )f x′ثم شكل جدول تغيرات الدالة f. 

 . على شاشة حاسبة بيانية باختيار نافذة مناسبةfأرسم التمثيل البياني للدالة. 2

) بين أن المعادلة. 3 ) 8f x ] في المجال وحيداحلا تقبل = ]2;1−. 

  .−210وجد حصرا لهذا الحل سعتهباستعمال حاسبة بيانية أ. 4

   :الحل   

] منxمن أجل كل. 1 ]4;3− ،( ) ( ) ( )6 2 1f x x x′ = + − 

3              1              2−               4−  x  
       +       0      -       0+          ( )f x′  

46                            21  
  

                6−                              31−  

  
( )f x  

  

 .أنظر الشكل المقابل

)لدينا . 2 )2 21f − = ،  ( )1 6f = 6  و − 8 21− ≤ ≤.f دالة كثير حدود فهي مستمرة  

]و بصفة خاصة على المجالℝعلى )ن حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة  إذ.−1;2[ ) 8f x    تقبل على الأقل =

] في المجالcحلا  ]ة تماما على متناقصfو بما أن.−1;2[   . وحيدc فإن−1;2[

8y يمكننا، بعد تمثيل المستقيم ذي المعادلة cلتعيين حصرا للحل. 3   التقاطع، إظهار قيم مقربة لإحداثيي نقطة=

0,5370446c و هكذا نقرأ  ≈ 0,54:  و منه نستنتج الحصر التالي− 0,53c− < < −.      

)  بـℝِ المعرفة على المجالfنعتبر الدالة :2تمرين محلول    ) 3 2 5f x x x= − − +  

)برهن أن المعادلة. 1 ) 0f x  .α تقبل حلا وحيدا=

 .−110 سعتهα ثم عين حصرا للعددfة بيانية المنحني الممثل للدالةمثل على شاشة حاسب. 2

 .f إشارة الدالةxعين حسب قيم. 3

   :الحل   

) و لدينا ℝللاشتقاق علىقابلة  fالدالة. 1 ) ( )23 2f x x′ = −   و بالتالي لدينا من أجل كل عدد +

)،xحقيقي ) 0f x′   .ℝ متناقصة تماما علىfإذن الدالة.>

)لدينا كذلك  )lim
x

f x
→−∞

= ) و ∞+ )lim
x

f x
→+∞

=   . لأنها كثير حدودℝ مستمرة علىfكما أن الدالة. ∞−

)المعادلة أننستنتج مما سبق  ) 0f x   .α تقبل حلا وحيدا=

 نثبت بإتباع مثلا نفس الطريقة السابقة أو باستعمال. 2

  0,1 مجدول أو باستعمال جدول قيم مع اختيار الخطوة
1,3  أن  1,4α< <. 

[من أجل. 3 [;x α∈ −∞،( ) 0f x >  

[و من أجل [;x α∈ + ∞،( ) 0f x <.    
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  إزالة حالة عدم التعيين    

    بالاختزال. 1

} المعرفة علىfنعتبر الدالة }2;1− −ℝ ِبـ ( )
3 2

2

2 2

2

x x x
f x

x x

+ + +=
+ −

  

)أحسب • )3 2

2
lim 2 2
x

x x x
→−

+ + ) و + )2

2
lim 2
x

x x
→−

+   ؟−2 عندfهل يمكن استنتاج نهاية الدالة. −

3قم بتحليل كل من  • 22 2x x x+ + 2  و + 2x x+ −.  

} من xبين أنه من أجل كل • }2;1− −ℝ ،( )
2 1

1

x
f x

x

+=
−

. 

 .−2 عندfاستنتج نهاية الدالة •

} المعرفة علىgلدالةل 1 أدرس النهاية عند  :تطبيق }1−ℝ ِبـ ( )
3

2

1

2 1

x
g x

x x

−=
− +

. 

  باستعمال التحليل .2

] المعرفة علىfنعتبر الدالة [1;+ ) بـِ ∞ ) 22 1 2f x x x x= + − + −  

  مباشرة ؟ لماذا ؟∞+ عندfهل يمكن تعيين نهاية الدالة •

[ من xمن أجل كلبين أنه  • [1;+ ∞ ،( ) 2

1 1 2
2 1f x x

x x x

 
= + − + −  

 
. 

 .∞+ عندfاستنتج نهاية الدالة •

] المعرفة علىgلدالةل ∞+ أدرس النهاية عند  :تطبيق [0;+ ) بـِ ∞ ) 2g x x x= + −.  

  باستعمال المرافق .3

] المعرفة علىfنعتبر الدالة [2;+ ) بـِ ∞ ) 2 21 2f x x x x= + − −    

 .∞+ إلىxتحقق أن لدينا حالة عدم التعيين لما يؤول •

] منxبين أنه من أجل كل • [2;+ ∞ ،( )
1

2

1 2
1 1

xf x

x x

+
=

+ + −
 

 .∞+ عندfاستنتج نهاية الدالة •

] المعرفة علىgلدالةل ∞−ية عند أدرس النها  :تطبيق [0;+ ) بـِ ∞ ) 22g x x x x= + + +.  

  باستعمال العدد المشتق .4

∗ المعرفة علىfنعتبر الدالة
ℝ ِبـ ( ) cos 1x

f x
x

−=  

  مباشرة ؟ لماذا ؟0 عندfهل يمكن تعيين نهاية الدالة •

cosx للدالة0باستعمال تعريف العدد المشتق عند • x֏الدالة  عين نهايةf0 عند.  

] المعرفة علىgلدالةل 0 أدرس النهاية عند  :تطبيق [ ] [1;0 0;− + ) بـِ ∪∞ ) 4 2x
f x

x

+ −=  
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   بالتنصيفحصر لحل معادلة إيجاد   

] دالة مستمرة و رتيبة تماما على مجالfبصفة عامة إذا كانت :المبدأ             ];a bبحيث ( ) ( ) 0f a f b× <   

) فإن، حسب مبرهنة القيم المتوسطة، المعادلة  ) 0f x ]المجال في α تقبل حلا وحيدا= ];a b.  

 نعلم أن 
2

a b
m

] هو مركز المجال=+ ];a b                           .b      m       a  

                                                                              

) إذا كان  αماذا يمكن القول عن. 1 ) ( ) 0f a f m×   ؟ >

) إذا كان  αماذا يمكن القول عن. 2 ) ( ) 0f a f m×   ؟<

  . و ذلك إلى غاية الحصول على الحصر المرغوب فيهm بـbِ أوa من خلال تعويض   نواصل بنفس الطريقة

  :αتعيين حصر لـِ            

) بـِ ℝ المعرفة علىfنعتبر الدالة :مثال                     ) 3 3 3f x x x= − −                      

)برهن أن المعادلة. 1 ) 0f x ] في المجالα تقبل حلا وحيدا= ]2;3. 

)بحساب. 2 )f mحيث ، mهو مركز [  .0,5 سعتهα، عين حصرا لـ3ِ;2[

 ما هي سعته ؟. α بحدي الحصر السابق و بإتباع نفس المنهجية أوجد حصرا لـ3ِ و2بتعويض . 3

   ؟2 مرحلة علما أنه في كل مرحلة يتم قسمة السعة علىnما هي سعة الحصر المحصل عليه بعد . 4

           :برامج لحاسبة بيانية                                          :استعمال مجدول            

CasioGraph     89      العملية السابقة أنجز ورق الحساب أسفله لمتابعة . 1 92TI −      82 83TI −  
  :   بإتباع الخطوات التالية

): 2Dنحجز في الخلية • 2 2) / 2B C= + 

2E :2نحجز في الخلية • ^ 3 3* 2 3B B−    ثم−
 .2G و2Fننقلها نحو كل من الخليتين

 : نحجز على الترتيب3C و3Bفي الخليتين •

        ( 2* 2 0; 2; 2)SI E G B D=        و>
        ( 2* 2 0; 2; 2)SI E G D C=      ثم نسحب نحو>

  . الأسفل في كل عمود من أعمدة ورقة الحساب
  ؟−510 أصغر من α تكون سعة حصر العددnابتداء من أي قيمة لـِ. 2
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���ل �����ع .  

  يارحسب بكالو: التمرين 

( ); ;O i j
� ��

  . 1cm معلم متعامد للمستوي ، وحدة الرسم هي
�ِـℝ المعرفة علىuنعتبر الدالة   :   

( ) 2 1u x x x= +   . تمثيلها البياني C      نسمي −
  . ∞− عند uعين نهاية الدالة أ ـ .1
  : ، لدينا xبين أنّه من أجل كل عدد حقيقي   ـب

( )
2

1

1
u x

x x
=

+ +
  .∞+ عند uاستنتج نهاية الدالة . 

)بين أن  أ ـ .2 ) 2u x x+  عندما 0 تؤول إلى x 

   .∞−يؤول إلى
)، xأنّه من أجل كل عدد حقيقي بين  ـب ) 0u x >  .

)استنتج إشارة  ) 2u x x+  .  

  .فسر هذه النتائج بيانيا   ـ"ـ
 Cأرسم  . ℝ متناقصة تماما على uنقبل أن الدالة 

  .ومستقيمه المقارب المائل 

                                                      

#$%&'� (.  
  

2lim لديناأ ـ .1 1
x

x
→−∞

+ = lim و∞+
x

X
→+∞

= 2limإذن∞+ 1
x

x
→−∞

+ = +∞ 

)ومنه  ) 2lim lim 1
x x

u x x x
→−∞ →−∞

= + − = +∞.  

)  ـب )
( ) ( )2 2

2 2

1 1 1

1 1

x x x x
u x

x x x x

+ − + +
= =

+ + + +
.   

2limبما أن  1
x

x x
→+∞

+ + = ) فإن ∞+ )
2

1
lim lim 0

1x x
u x

x x→+∞ →+∞
= =

+ +
.  

)، xأجل كل عدد حقيقيمن  أ ـ .2 ) 22 1u x x x x+ = +  ومنه +

( )
2

1
2

1
u x x

x x
+ =

+ −
2lim لدينا أ ـ حسب  1

x
x x

→−∞
+ − =  إذن ∞+

( )lim 2 0
x

u x x
→−∞

+ =  .  

) ، x حقيقيأجل كل عددمن   ـب ) 2

2

1
1

1
u x x x

x x
= + − =

+ +
 

0xوبالتالي إذا كان  ) فإن ≥ ) 0u x 0xإذا كان   ، و< ) فإن ≤ ) 0u x >.   

)، xإذن من أجل كل عدد حقيقي ) 0u x >.   

)،x من أجل كل حقيقيأ ـ .1وحسب  ) ( )
1

2u x x
u x

+ )إذن= ) 2 0u x x+ >  

2y ذي المعادلة D المستقيم ـ"ـ x=  يقع C ، وC هو مقارب مائل للمنحني−
   .Dفوق المستقيم 

2 3 4 5 6 7-1-2-3

2

3

4

5

6

-1

0 1

1

x

y

  

  .,ـ+��ـ* (

  
  .نلاحظ أن هناك نهاية لدالة مركّبة

  
استعمال المرافق لإزالة حلة عدم 

  .التعيين 
إذن يكون حامل محور الفواصل 

  .C للمنحنيا أفقيامقارب

  
  
  
  
  
  
  
  
  

( ) 2 0u x x+ ) معناه< ) 2u x x> −  

   .D فوقC يقعوبالتالي 
  
  
  

 لاحظ أن( )0 1u =.   
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����ع  -"��  

  

 )-�./.   
طرائق استقرائية ، أي عند تحليل قضية يطلب في بعض الاستدلالات نتّبع 

  .نجدها صحيحة ) تكون شرطا كافيا(تبريرها 
  

$1
�ا� &.   
  . تماما ا موجبا حقيقيا عددbليكن

1 يكون 1A موجب تماما وأكبر منx حيث ، من أجل كل عدد حقيقي1Aدد عن عbبر بدلالةع .1
b

x
<.   

1 يكون 2A موجب تماما وأكبر منx حيث ، من أجل كل عدد حقيقي2Aدد عن عbبر بدلالةع .2

2 1
b

x
<

+
.  

[ دالة معرفة على fلتكن .3  [0;+   :  من هذا المجال يكون x حيث ، من أجل كل عدد حقيقي∞

   ( )1 1

2 1
f x

x x

− ≤ ≤
+

.  

   يكون A موجب تماما وأكبر من أو يساويx ، حيث من أجل كل عدد حقيقيb ، بدلالة Aعددا  ني ع ـأ
( ) ] [;f x b b∈ −.   

   ت في السؤال السابق ؟رهن التي بfما هي الخاصية على الدالة  ـب
  . لهذه الخاصية باستعمال مبرهنة درست يطلب كتابتها كلياً وبدقّة قترح تبريرا آخر ا ـ"ـ

  

  . (�"�3+ت

1 يكون حتىx علىاشرطعين  .1
b

x
  . 1A ثم استنتج>

1 حتى يكون الشرط يمكن استعمال النتيجة السابقة .2

2 1
b

x
<

+
 كافيا لضمان الشرط 

12 1x A+ >.   

)لكي يكون أ ـ .3 ) ] [;f x b b∈ 1يكفي أن يكون −
b

x
1 و>

2 1
b

x

− > −
+

.   

  .م النهاية تذكّر مفهو ب ـ

)  ـ"ـ )1 1

2 1
f x

x x

− ≤ ≤
+

  .استعمل المبرهنة حول النهاية والحصر   
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4�5�.�) �
  (1+ر

17/8 4�3&/��/&4�3 أو 	�$  4
  ∞− أو∞+ ـ 39+

[المعرفة على fنعتبر الدالة        [1;− +   :ـب∞

                ( ) 3 2

1

x
f x

x

−=
+

   

x حيث  إذا كان Aأوجد عدداً حقيقيا ) 1 A> فإن 

( )f x ينتمي إلى المجال ] [2,9;3,1.  

3y الذي معادلته ∆بين أن المستقيم ) 2  مقارب =

   .f  الممثل لدالةfCللمنحني

  .∆بالنسبة إلى المستقيمfCادرس وضعية المنحني ) 3

[المعرفة على fنعتبر الدالة         :بـ∞−1;]

                ( ) 1

1

x
f x

x

+=
−

   

x حيث  إذا كان Aأوجد عدداً حقيقيا ) 1 A< فإن 

( )f x ينتمي إلى المجال ] [0,9;1,1.  

1y الذي معادلته ∆بين أن المستقيم ) 2  مقارب =

   .f  الممثل لدالةfCللمنحني 

  .∆ بالنسبة إلى المستقيمfCادرس وضعية المنحني ) 3

1اثبت باستعمال التعريف أن        
lim 0

1x x→+∞
=

−
  

): بـℝالمعرفة على fنعتبر الدالة        ) 2 3f x x= −   

) اثبت باستعمال التعريف أن  )lim
x

f x
→+∞

= +∞  

المعرفة  fالدالة       لتكن 

[على )بـ∞−1;] ) 1f x x= −   

)اثبت باستعمال التعريف أن       )lim
x

f x
→−∞

= +∞  

[المعرفة على fالدالة     لتكن     [1;+   :بـ∞

                   ( ) 1

1
f x x

x
= +

−
  

  . تمثيلها البياني في معلمfCو ليكن 

y الذي معادلته ∆بين أن المستقيم ) 1 x= مقارب 

   .∞+ عند fCللمنحني 

  .∆ بالنسبة إلى المستقيمfCادرس وضعية المنحني  )2

  : بـℝالمعرفة على fالدالة  لتكن       

                ( ) 2

2
2 1

1
f x x

x
= − −

+
  

  . تمثيلها البياني في معلمfCو ليكن 

2 الذي معادلته ∆بين أن المستقيم ) 1 1y x=  مقارب −

   .∞+ و عند ∞− عند fCللمنحني 

  .∆ بالنسبة إلى المستقيمfCادرس وضعية المنحني  )2

 الة الد  اذكر إن كان منحني11 إلى  8  في التمارين من •

f  كمستقيم مقارب عند∆قبل المستقيم ي −∞   

  .∆ ثم حدد وضعية المنحني بالنسبة إلى ∞+و عند

))        أ ) 1
1f x

x
= + ، : 1y∆ =   

))      ب ) 2

1 1

3
f x

x
= − −،  1

:
3

y∆ = −  

)) أ       ) 5
2 1

3
f x x

x
= + +

−
 ، : 2 1y x∆ = +   

))     ب ) 2

1

2 1

x
f x x

x
= − +

−
 ، 1

:
2

y x∆ = −  

))       أ ) 2
3f x x

x
= + − ، : 3y x∆ = +   

))     ب ) sin
1

x
f x x

x
= − + ، : 1y x∆ = − +  

))       أ )
2 1

1 2

x x
f x

x

+ −=
−

 ، 1 3
:

2 4
y x∆ = − −  

))      ب )
3

2

1

1

x
f x

x

+=
−

 ،  : y x∆ =  

2 7/8 4�3&/��/&4�3 أو 	�$  4
  78د #�5* ـ 39+

):  بـℝ المعرفة علىf لتكن الدالة       ) 2 3f x x= +  

)نريد دراسة سلوك  )f x لماx  2يؤول إلى.  

)ضع تخمينا لسوك) 1 )f x  لماx  2يؤول إلى.  

) بحيث ينتميxفي أي مجال يجب اختيار ) 2 )f x إلى 

]   ؟7,01;6,99]

3 (α 0 عدد حقيقي حيث 1α< <  

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 
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) بحيث ينتميx في أي مجال يجب اختيار • )f x إلى 

] [7 ;7α α−   ؟+

 صغير بالقدر الذي نريد ، ماذا α نختار  علما أننا•

  تستنتج؟

  :  المعرفة بـf للدالة 4 خمن النهاية عند -      

            ( ) 2

2

x
f x

x

+=
−

    

x بحيث إذا كان 4 مركزه I أوجد مجالا -  I∈ فإن 
( ) ] [2,95;3,05f x ∈  

:  المعرفة بـf للدالة 2       خمن النهاية عند 

( )
( )2

3 4

2

x
f x

x

+=
−

 بحيث إذا a  ، ثم أوجد عدداً حقيقيا

[كان  [2 ;2x a a∈ − ) فإن+ ) 310f x >  

[المعرفة على  f  لتكن الدالة       [2;+   : بـ∞

             ( ) 1

2
f x

x
= −

−
  

)الشكل التالي هو  التمثيل البياني) 1 )fC للدالة f  على

  شاشة حاسبة بيانية 
  ؟2 إلى xعندما يؤول  f ماذا تخمن بالنسبة سلوك الدالة •
2 (Aعدد حقيقي موجب تماما   

) بحيث يكون xفي أ مجال يجب اختيار  • )f x A≤   ؟−

  . أثبت صحة التخمين السابق•
2xماذا يمكن القول عن المستقيم الذي معادلته) 3 = 

)بالنسبة للمنحني )fC؟  

    f  للدالة 1 وعند ∞+،عند ∞−ادرس النهاية عند) 1     

):    المعرفة بـ ) 2 5

1

x
f x

x

+=
−

  

   fحدد معادلات المستقيمات المقاربة لمنحني الدالة ) 2
  .و ادرس وضعيته بالنسبة إلى المستقيم المقارب الأفقي  

      f  المعرفة بـ  هي الدالة العددية :( ) 3

2

x
f x

x

−=
+

  

  ثم احسب النهايات عند fعين مجموعة تعريف الدالة  ) 1
  .حدود مجموعة التعريف

   fحدد معادلات المستقيمات المقاربة لمنحني الدالة ) 2

  .و ادرس وضعيته بالنسبة إلى المستقيم المقارب الأفقي

   ـ (&1+ت �8; ا�/3+
+ت3

و في كل حالة  من الحالات  22إلى  18في التمارين من  •

 ادرس a غير معرفة عند f ، إذا كانت fادرس نهاية الدالة 

  a النهاية على يمين و على يسار
)) أ         ) 32 1f x x x= −    ∞+،عند ∞− عند+

)) ب ) 43 2 4f x x x= − +   ∞+،عند ∞− عند+

)) ج ) 3 2 1f x x x x= − + +   ∞+، عند ∞− عند+

))  أ      ) 1

1

x
f x

x

−=
+

    -1، عند ∞+،عند ∞− عند

))  ب )
22 5

2

x
f x

x

+=
−

  2، عند ∞+،عند ∞− عند

)) ج ) 4 1

3

x
f x

x

− +=
−

  3، عند ∞+،عند ∞− عند

))       أ ) 2 1

x
f x

x
=

+
  ∞+،عند ∞− عند

)) ب )
( )2

1

2

x
f x

x

+=
−

  2، عند ∞+،عند ∞− عند

)) ج )
3

2

1x
f x

x

  0، عند ∞+،عند ∞− عند=+

))    أ    ) 3
2 1f x x

x
= −   0،عن ∞+، عند ∞− عند+

)) ب )
( )2

1
3

1
f x

x
= −

+
  -1،عند ∞+، عند ∞− عند

)) ج ) 2 1

3
f x x x

x
= + −

−
  3،عند ∞+،عند ∞− عند

))     أ    ) ( )( )
1

1 4
f x

x x
=

− −
  ،∞+،عند∞−عند

   4 ، عند 1   عند 

)) ب ) 1 2
2

1 3
f x x

x x
= + −

+ −
  ،∞+، عند ∞− عند

   3 ، عند-1   عند 

)) ج )
( )

2
2

1

2
f x x

x
= +

+
  -2،عند∞+ ،عند ∞−عند

، في كل حالة  من  28 إلى 23في التمارين من  •
ادرس نهاية ات على النهايات الحالات وباستعمال العملي
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22 
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0 1

1

x

y

(Cf)

0 1

1

x

y

(Cf)

0 1

1

x

y

(Cf)

0 1

1

x

y

 ادرس إن كان a غير معرفة عند f ، إذا كانت fالدالة 
  .a ضروريا النهاية على يمين و على يسار

)) أ       ) 22 1f x x x= +    ∞+ عند +

))     ب ) 1
2

1
f x x

x
= +

−
  1عند،  ∞+  عند 

)) أ        ) 1

2

x
f x

x

+=
−

  4 عند 

))   ب ) ( )( )1 2f x x x= − −   0، عند ∞− عند −

)) أ         ) 2
cosf x x

x
=   ∞+ ، عند 0  عند−

))     ب ) ( )sin 2f x x x=  عند +
4

π عند ،+∞  

)) أ       ) 3 2 1f x x x x= + −   ∞+  عند −

))      ب ) 2

3

x
f x

x

+=
−

  ∞+  عند

)) أ       ) 1 2f x x x= −   ∞+  عند −

))        ب )
2

2

1

2

x x x
f x

x

+ + −=
+

  ∞+  عند

)) أ       ) 1 1f x x x= + −   ∞+  عند −

))       ب ) 2 1f x x x x= − +   ∞−عند  −

    f هو التمثيل البياني الممثل لدالة fCالمنحني         

 مجموعة تعريف  D  في كل حالة من الحالات الثلاث عين 
    .D  ثم خمن النهايات في أطراف المجموعة fالدالة  

  

  

  

  

  

  )2(الحالة  )                  1(   الحالة 

  

  

  

  

  

  )4(الحالة )                   3(      الحالة 

   ا�/3+
+ت =+�51+ر49–�4 �$آ.4  ـ 39+
4 دا4

  :       احسب النهايات التالية

 1 (
3

3 4
lim

3x

x

x→>
+
−

  ،  2 (
1

3 6
lim

1x

x

x→>
−
−

  

 3 (2lim 1
x

x x
→+∞

+ + ،  4 (3lim 2 3
x

x x
→−∞

− + −  

      fالمعرفة على الدالة  هي ]   : بـ−2;2]

               ( )
2

3

4
f x

x

−=
−

   

   .2 و عند -2 عند f  احسب نهاية الدالة

  : النهايات التاليةاحسب        

  2

4
lim cos

3x

x

x→+∞

+ 
 − 

  ، 1
lim cos

2x

x

x

π
→+∞

− 
 
 

 ، 

( )21

1
lim sin

2 1x
x

x

π
→−

 − + 
  +

 ، 
0

sin
limcos
x

x

x
π

→

 
 
 

  

1xكل عدد حقيقي  جلبرهن أنه من أ       > − :   

        1 cos 1

1 1 1

x

x x x

− ≤ ≤
+ + +

    

cosالدالة هل تقبل
:

1

x
f x

x+
   ؟∞+ هاية عند ن֏

      f 1  دالة بحيث من اجل كل عدد حقيقيx > ،   

        ( )3 cos 3 7

1

x x x
f x

x x

+ +≤ ≤
−

    

   ؟∞+ نهاية عند f هل تقبل

      f0   دالة بحيث من اجل كل عدد حقيقيx ≥  :   

             ( ) 2

1
3

1
f x

x
− ≤

+
    

   ؟∞+ هاية عند نfالدالة  هل تقبل 

      f0   دالة بحيث من اجل كل عدد حقيقيx < :    

           ( ) 32f x x≤ −    

   ؟∞+ نهاية عند fالدالة  هل تقبل  

      f0   دالة بحيث من اجل كل عدد حقيقيx >:   

            ( ) 41

2
f x x x≥ +    

   ؟∞+ نهاية عند fالدالة    هل تقبل
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  :  يكونxبين أنه من أجل كل عدد حقيقي ) 1      

             1 3 2cos 5x≤ + ≤  

1 الدالةهل تقبل) 2
:

3 2cos

x
f x

x

−
+

  .؟∞+نهاية عند֏

  :  يكونxبين أنه من أجل كل عدد حقيقي ) 1      

          2 23sin 3x x x− ≥ −  
:2 الدالةهل تقبل) 2 sin 3f x x x−֏؟∞+ نهاية عند    

:2 الدالةهل تقبل       2 sinf x x x x+֏ نهاية عند   

  ؟∞−و عند   ؟∞+     

         f 1ىدالة معرفة عل
;

2
 − + ∞  

  : بـ

            ( ) sin

2 1

x x
f x

x

+=
+

  

1بين أنه من أجل كل عدد حقيقي ) 1 

2
x > −:      

        ( )1 1

2 1 2 1

x x
f x

x x

− +≤ ≤
+ +

  

   ؟∞+نهاية عند  f الدالة هل تقبل) 2 

54
   ـ ا?<&1$ار

]  المعرفة علىf        نعتبر الدالة    : كما يلي−4;2]

           ( ) [ [
( ) [ [

2 ; 2;1

1 ; 1;4

f x x x x

f x x x

 = + ∈ −
 = − ∈

  

  نهاية  fهل تقبل الدالة . في معلمfمثل بيانيا الدالة ) 1

   ؟1  عند 

] مستمرة على المجال fهل الدالة ) 2   ؟ لماذا؟−4;2]

  . مستمرة عليهfاذكر مجالا تكون الدالة ) 3

  : كما يليℝ  المعرفة علىf       لتكن الدالة 

           
( )
( )

2

2

2 1 ; 2

5 ; 2

f x x x x

f x x x x

 = − + ≤


= + − >

  

  . 2عند  fادرس استمرارية الدالة ) 1

  اذا؟ ؟ لمℝمستمرة على  fهل الدالة ) 2

  : بـℝالمعرفة على f      ادرس استمرارية الدالة 

     
( )
( )

2 2 ; 1

1
1 ; 1

2

f x x x x

f x x x

 = − + + ≤



= + >


  

       f دالة عددية معرفة كما يلي  :  

   ( )
3 1

1

x
f x

x

−=
−

1x إذا كان  ) و ≠ )1 3f =  

   .1  عند fاستمرارية  ادرس ) 1

   ؟ℝ  مستمرة علىfهل الدالة ) 2

} وℝ المعرفتان علىg  و f       لتكن الدالتان }1−ℝ  

  :   على الترتيب كما يلي

( ) 32 1f x x x= − )    و   + )
2 2 3

1

x x
g x

x

− +=
−

  

  . g  و f ادرس استمرارية  

  :   بـℝ  المعرفة علىf        نعتبر الدالة 

               ( ) ( )2 sinf x x x x= −  

   ؟ℝ  مستمرة علىfلماذا الدالة 

  :  بـℝ  المعرفة علىfنعتبر الدالة        

                ( ) 2

cos

1

x
f x

x
=

+
  

   .fادرس استمرارية  

]  المعرفة علىfنعتبر الدالة          : كما يلي−1;2]

            ( ) ( )( )f x x x E x= +  

) حيث  )x E x֏هي دالة الجزء الصحيح   

)عين عبارة) 1 )f xعلى كل من المجالات التالية :  

[ [2; 1− − ، [ [1;0−  ،[ [0;1  

)ارسم في معلم ) 2 ); ,O i j
� �

  .  f المنحني الممثل للدالة 

  مستمرة fهل الدالة ) 3

]على [2; 1− −،[ [2;0−،[   ؟−1;2]

   ـ �.$ه/4 ا��5@ ا�1&�<�64

 أن المعادلة       برهن باستعمال مبرهنة القيم المتوسطة
3 4 2x x− = ] تقبل على الأقل حلا في المجال− ]3; 2− −   
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]  المعرفة على fنعتبر الدالة          : كما يلي2;0[

        
( )
( )

2 1 ; 0 1

2 3 ; 1 2

f x x x

f x x x

= + < ≤
 = − + ≤ <

  

هل يمكن تطبيق مبرهنة القيم المتوسطة لإثبات أن ) 1

)المعادلة  ) 0f x ] تقبل حلولا في المجال=    ؟2;0[

)تحقق أن المعادلة )2 ) 0f x تقبل حلا واحدا في =

[ ]0;2.  

        f  المعرفة على الدالة هي ℝكما يلي    :  

              ( ) 3 1
3 2

4
f x x x= − −  

)احسب) 1  ) ( ) ( )1
1 , , 0 , 1

2
f f f f

 − − 
 

  

)استنتج أن المعادلة ) 2  ) 0f x  تقبل على الأقل ثلاثة =

]حلول في المجال  ]1;1−  

       f  المعرفة على الدالة هي [   :  بـ −6;3[

             ( ) 3 12f x x x= −  

    و شكل جدول تغيراتها fادرس تغيرات الدالة ) 1 

)ما هو عدد حلول المعادلة ) 2  ) 30f x =.  

 بين أن كل دالة كثير حدود درجته فردية تقبل على       

  .الأقل جذرا حقيقيا

       بين أن المعادلات التالية تقبل على الأقل حلا في 

  :في كل حالة من الحالات التالية Iالمجال 

 1 (32 1 0x + =    ، [ ]1;0I = −   

 2 (5 4 23 6 1 0x x x+ − − =    ، [ ]1;2I =  

 3 (4 4 3 0x x+ − =    ، 1
;1

2
I

 =   
  

 4 (3 23 3x x− + =    ،  3
1;

2
I

 =   
  

5 (1
sin 2

2
x x+ =     ، [ ]0;I π=  

[ مستمرة على المجالدالة  fلتكن          [3;− + ∞   

  :    و جدول تغيراتها هو الآتي

+∞        2           0            3-   x  
             4                        +∞   

2                        2 -      ( )f x  

)بين أن المنحني  )fC الممثل للدالة f   يقطع حامل محور 

الفواصل في نقطتين مختلفتين يطلب إعطاء حصرا 

  .لفاصلتيهما

  : بـℝ المعرفة على f      إليك جدول تغيرات الدالة 

        ( ) 3 21 1
2 1

3 2
f x x x x= − − +    

+∞           2            1-      −∞   x  

 +∞                        13

6
    

               7

3
−                  −∞  

( )f x  

) لماذا المعادلة ) 2 0f x +   ؟ℝتقبل ثلاثة حلول فقط في=

7+�   ـ ا�7وال ا��1&1$ة و ا�$(�.1) 4+

] المعرفة علىf       نعتبر الدالة    :  بـ−2;1[

             ( ) 3 22 3 1f x x x= − −   

)احسب) 1 )'f x ثم شكل جدول تغيرات الدالة f.   

على شاشة حاسبة بيانية  fارسم التمثيل البياني للدالة ) 2

  .باستعمال نافذة مناسبة

)ين أن المعادلةب) 3 ) 0f x  تقبل حلا وحيدا =

]في ]1;2−.  

باستعمال حاسبة بيانية أوجد حصرا لهذا الحل سعته ) 4
210−.  

  :  بـℝ المعرفة علىf نعتبر الدالة        

             ( ) 3 22 3 5f x x x x= − + − +   

  و شكل جدول تغيراتها fادرس تغيرات الدالة ) 1

)بين أن المعادلة )2 ) 0f x   .ℝفيα تقبل حلا وحيدا =

لهذا  −210باستعمال حاسبة بيانية أوجد قيمة مقربة إلى) 3

  .الحل
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] المعرفة علىf نعتبر الدالة           :  بـ2;1[

             ( ) 4 2 1f x x x= − +   

  .و شكل جدول تغيراتها fادرس تغيرات الدالة ) 1

)بين أن المعادلة )2 ) 3f x  تقبل حلا وحيدا =

αفي] باستعمال حاسبة بيانية أوجد قيمة مقربة ) 3 .2;1]

  α لـ−210إلى

3بين أن المعادلة        22 5 3 0x x− −    تقبل حلا وحيدا =

5في المجال    
;3

2
 
  

.  

1 المعادلة بين أن       
2cos

2
x

x
=

+
   تقبل حلا وحيدا 

0;في المجال    
2

π −  
.  

] المعرفة على f    لتكن الدالة      ]0;πبـ :  

      ( ) 3cos 3cos 2f x x x= − +  

بين أنه يوجد عدد حقيقي 

]منαوحيد ]0;πبحيث( ) 2f α =  

        f  المعرفة على الدالة هي ℝ بـ  :  

             ( ) 3 23 1f x x x= − + −  

   .∞+ و عند∞− عند fادرس نهايات الدالة ) 1 

  .  ثم ادرس إشارتهاfالدالة  مشتقة f'أحسب ) أ) 2 

    .fمثل جدول تغيرات الدالة )    ب

)بين أن المعادلة ) 3  ) 0f x  تقبل حلا واحدا على كل =

]: مجال من المجالات التالية ]1;0− ، [ ]0;1 ، [ ]2;3   

       fمعرفة على  دالة[ ]0;π 

):بـ ) 1
2 sin

2
f x x= +  

] من α بين أنه يوجد عدد حقيقي وحيد• ]0;πبحيث   

 ( )f α α=   

] المعرفة على f لتكن الدالة        [0;+   : بـ∞

           ( ) ( )2

2f x x= −  

] متناقصة تماما على المجالfبين أن الدالة ) 1 ]0;2D =  

):بـD المعرفة علىgلتكن الدالة ) 2 ) ( )g x f x x= −  

  .Dمتناقصة تماما على g بين أن الدالة •

) احسب• )0gو ( )2g ثم استنتج أن المعادلة 

( )f x x=لا وحيدا في المجال تقبل حD.  

:      نعتبر الدالتين  1f x x+֏ 3 و:g x x−֏  

)  بين أن المنحنيين• )fCو ( )gCثلين للدالتين مالمf   

 0xى الترتيب  يتقاطعان في نقطة وحيدة فاصلتها عل g و 

0حيث 

7 3

8 4
x− < < −.  

 �
  �&,1*�(1+ر

17/8 4�3&/��/&4�3 أو 	�$  4
  ∞− أو∞+ ـ 39+

         f   المعرفة علىهي الدالة] [3;+   :بـ∞

                ( ) 1

3

x
f x

x

+=
−

   

x حيث  إذا كان Aأوجد عدداً حقيقيا ) 1 A> فإن 

( )f x ينتمي إلى المجال   ] [0,99;1,01.  

1yذي معادلته  ال∆بين أن المستقيم ) 2  مقارب =

بالنسبة fC ادرس وضعية  ،ثمf  الممثل لدالةfCللمنحني 

  .∆إلى 

        f   المعرفة علىهي الدالةℝبـ :  

                ( ) 4 32 1f x x x= + +   

)نعلم أن  )lim
x

f x
→+∞

= 0Aأوجد عدداً حقيقيا  .∞+ > 

xحيث  إذا كان  A> فإن ( ) 610f x >     

       f   المعرفةهي الدالة{ }1−ℝبـعلى   

               ( )
( )2

1

x
f x

x
=

−
   

  .1 عند fادرس نهاية الدالة ) 1

  ،  I من x حيث من أجل كل 1مركزه  Iأوجد مجالا ) 2

( ) 610f x >  
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2C5�5# 4�3 7/8 78د&/��/&4�3 أو 	�$  4
   ـ 39+

):   حيثf      لتكن الدالة   ) c
f x ax b

x d
= + +

+
  

) و  )Cتمثيلها البياني .  

):  بحيث d و a ، b ، cعين الأعداد الحقيقية  )C يقبل 

1xمستقيما مقاربا معادلته   و مستقيما مقاربا مائلا =

  معادلته

2 3y x=  ويشمل النقطة ∞+ و عند∞− عند +

( )0;4A  

} المعرفة على  f        نعتبر الدالة   }1− −ℝ بـ   :  

              ( )
( )

3 2

2

3 6 3

1

x x x
f x

x

+ + +=
+

  

   x بحيث  من أجل كل عدد حقيقي d و a ، b ، cعين ) 1

)يكون       )
( )2

1

cx d
f x ax b

x

+= + +
+

  

)استنتج أن المنحني ) 2 )C الممثل للدالة f   يقبل مستقيما

   يطلب تعيين معادلة له ∞+ و عند∞−عند ∆مقاربا مائلا 

)حدد وضعية المنحني) 3 )C بالنسبة إلى ∆.  

  :بـ  ℝ المعرفة على  f  نعتبر الدالة      

            ( ) 2 4 5f x x x= + +  

)احسب ) 1 )lim
x

f x
→+∞

) ثم  ) ( )lim 2
x

f x x
→+∞

 − +   

) للمنحني ∆ستقيم مقارب مائل استنتج وجود م) 2 )C 

  .∞+ عندfالممثل للدالة 

)احسب ) أ) 3 )lim
x

f x
→−∞

  

بحيث  β  وα حقيقيان انبين أنه يوجد عدد) ب

( )
lim
x

f x

x
α

→−∞
= و ( )lim

x
f x xα β

→−∞
 − =   

)استنتج أن المنحني ) ج )C عند ∆' يقبل مستقيما مقاربا 

  . يطلب تعيين معادلة له∞−

     f  وgعلىتان معرفتان  دال ℝ  و +
ℝ على 

)    :بـ الترتيب  ) 2 1f x x x= + +   

)      و             ) 2 4g x x x= +  

)احسب ) 1 )lim
x

f x
→+∞

) و )lim
x

g x
→+∞

  

)احسب) 2 ) 1
lim

2x
f x x

→+∞

  − +  
  

  

)       و  ) 1
lim

2x
g x x

→+∞

  − +  
  

.  

 ما هو التخمين الذي تضعه حول السلوك التقاربي •

  ؟ ∞+ عندgو  fللدالتين 

)حدد بدون حساب  ) 3 ) ( )lim 2
x

g x x
→+∞

 − +  .  

  تنتج ؟ماذا تس

      f هي الدالة المعرفة على [ [0;+   : بـ ∞

                 ( ) 21 4f x x x x= + + +  

)  و  )C تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم .  

2 الذي معادلته ∆ مبين أن المستقي) 1 3y x=  مقارب +

)للمنحي  )Cعند+∞  

)ادرس الوضعية النسبية لـ ) 2 )C و ∆.   

     fمعرفة على  هي الدالة الℝكما يلي :    

          ( ) 21
1

2
f x x x= − + −  

)  و  )C تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم .  

   .f مجموعة تعريف الدالة Dعين ) 1

  .∞+ و عند∞− عند f الدالة تب نهايااحس) 2

)احسب) 3 ) 3
lim

2x
f x x

→−∞

 +  
)و ) 1

lim
2x

f x x
→+∞

 −  
.   

)استنتج أن المنحني ) 4 )C يقبل مستقيمين مقاربين مائلين 

  . يطلب تعيين معادلتيهما∆' و∆

)حدد وضعية ) 5 )C و∆بالنسبة إلى كل من '∆.  

  المنحنيات المتقاربة

      fلة المعرفة على  هي الدا] [2;− +     : كما يلي∞

          ( )
3 22 1

2

x x
f x

x

+ +=
+
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)  و  )C تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم .  

  .∞+ عندfاحسب نهاية الدالة ) 1

)احسب) أ)2 ) 2lim
x

f x x
→+∞

 −   

)اشرح لماذا المنحني) ب )Cو المنحني ( )P  الذي 

2yمعادلته  x= " عندما يؤول"  شيئا فشيئا يتقاربان x إلى 

+∞.  

)حنييننقول في هذه الحالة أن المن )Cو ( )P متقاربان 

  .∞+عند

)ارسم ) ج )C ثم ( )P.  

      f هي الدالة المعرفة على ] [1;+     :كما يلي ∞

          ( ) 2 2
3

1
f x x

x
= −

−
  

)و  )C تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم .  

)ابحث عن منحن) 1 )Pمقارب للمنحني ( )C ثم ∞+عند،

)لنسبية لـحدد الوضعية ا )Cو ( )P.    

)هل ) 2 )Cو ( )Pمتقاربان عند −∞.  

      f هي الدالة المعرفة على ∗
ℝكما يلي :    

          ( ) 2

1

1

x
f x

x x
= +

+
  

)و  )C تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم .  

)ابحث عن منحن )P لدالة مرجعية مقارب 

)للمنحني )C ثم حدد الوضعية النسبية ∞−و عند∞+عند، 

)لـ )Cو ( )P.  

     f هي الدالة المعرفة على ] [0;+       : كما يلي∞

                    ( )
2 1x

f x
x x

+=  

)و  )C تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم 

)ابحث عن منحن. )P لدالة مرجعية مقارب 

)للمنحني )C لـ ، ثم حدد الوضعية النسبية∞+عند( )C 

)و )P.  

   ـ (&1+ت �8; ا�/3+
+ت3

        f  المعرفة علىهي الدالة{ }1;4D = − −ℝبـ :  

                ( )
2

2

3 2

3 4

x x
f x

x x

+=
− −

  

   حيث من أجل c وa، bأوجد ثلاثة أعداد حقيقية )   1

) :Dمن  x   كل )
1 4

b c
f x a

x x
= + +

+ −
  

عند حدود مجالات مجموعة fرس نهايات الدالةاد) 2

  .التعريف

      في كل حالة من الحالات التالية عين مجموعة تعريف 

  :ثم احسب النهايات عند أطراف مجموعة تعريفها  fالدالة  

1 (( ) 2

1

2 3

x
f x

x x

+=
+ −

    ، 2( ( )
( )2

3

1

x
f x

x
=

+
   ، 

3( ( )
2

2

1

2

x x
f x

x x

+ +=
+ −

    ،  4 (( )
3

2

1

1

x
f x

x

−=
−

   

5 (( ) 2

2 1

1 4
f x

x x
= −

− −
،6(( ) ( )3

2 8x
f x

x

+ −
=  

  :باستعمال المرافق احسب النهايات التالية       

2 2lim 1 1
x

x x
→+∞

+ − −    ، 
0

1 1
lim
x

x

x→

+ − ،   

2lim 2
x

x x
→+∞

− +    ،       2lim 1
x

x x x
→−∞

+ + +  

2lim 3
x

x x
→−∞

+ +    ،        
2 2

2 20
lim
x

x a a

x b b→

+ −
+ −

    

0a    حيث  0b و < >  
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  :  باستعمال تعريف العدد المشتق احسب النهايات التالية     

    
0

1 1
lim
x

x

x→

+ −   ،   
2

1

1 2
lim

1x

x

x→

+ −
−

 ،   

     
2

0

2
lim
x

x x

x→

+    ،  
3

1 6
lim

3x

x x

x→

+ −
−

  

  : باستعمال تعريف العدد المشتق احسب النهايات التالية    

 
0

sin
lim
x

x

x→
 ،   

0

1 cos
lim
x

x

x→

−   ، 
2

cos
lim

2
x

x

x
π π→ −

  

علما أن        
0

sin
lim 1
x

x

x→
 و =

0

tan
lim 1
x

x

x→
=   

  :    احسب النهايات التالية 

    
0

sin 3
lim
x

x

x→
 ، 

0

tan 3
lim
x

x

x→
 ، 

0

sin 3
lim

2x

x

x→
 ،   

    
0

tan
lim

4x

x

x→
 ،  

0

sin
lim
x

ax

bx→
 ،  

0

tan
lim
x

ax

bx→
   

  :  احسب النهايات التالية      

1 (
1

1 8 3
lim

1x

x

x→−

− −
+

    ، 2 (
2

3

9
lim

3x

x

x+→

−
−

،   

3 (
2

3

9
lim

3x

x

x−→−

−
+

    ،    4 (
3

1 2
lim

3x

x

x→

+ −
−

  

5 (
24

2
lim

5 4x

x

x x→

−
− +

  ،   6(  
20

lim
x

x x

x x x→

+
+ −

  

       باستعمال تعريف العدد المشتق عند 
3

π لكل من 

sinالدالتين   3x x֏   2    وcos 1x x−֏ ،   

 احسب  النهاية التالية
3

sin 3
lim

2cos 1x

x

xπ
→ −

   

ل تعريف العدد المشتق عند       باستعما
4

π  لكل من 

tanxالدالتين   x֏ 2  وcos 2x x−֏  احسب ، 

 النهاية التالية
4

tan 1
lim

2cos 2x

x

xπ
→

−
−

  

   :      بين باستعمال طريقة مناسبة  أن 

        
0

sin 2
lim 2 2

1 cosx

x

x>→
=

−
   

)   و     )
2

lim 2 tan 2
x

x x
π

π
→

− =  

   و    
0

sin
lim 2

1 1x

x

x→
=

+ −
  

   ا�/3+
+ت =+�51+ر49– ـ 39+
4 دا�4 �$آ.4 4

  : حسب ما يليباستعمال نهاية مركب دالتين ا      

1 (1
lim

2 4x

x

x→+∞

−
−

       ، 2 (2lim
1x

x

x→+∞ −
  

3 (2lim 9 3
x

x x
→−∞

− + ،  4 (1
lim
x

x

x→+∞

+  

  :حسب ما يليباستعمال نهاية مركب دالتين ا       

1 (1
lim cos
x x→+∞

 
 
 

       ، 2  (( )sin
lim
x

x

xπ

π
π→

−
−

   

3 (3
lim sin

1x

x

x

π
→+∞

+ 
 + 

 ، 4 (1
lim sin

2x

x

x

π
→+∞

+ 
 
 

  

 5 (
2

2

tan
lim

tan 1x

x

xπ<→ +
 ،6(20

1 cos
limcos 2
x

x

x
π

→

− × 
 

  

  المعرفة من أجل كل عدد حقيقي fنعتبر الدالة       

1x ):    بـ< ) 2

1

x
f x

x
=

+
  

1xبين أنه إذا كان ) 1 1: فإن< 1

1 2x x
>

+
  

)استنتج ) 2 )lim
x

f x
→+∞

  

0xبين انه من أجل كل عدد حقيقي ) 1       >:  

      1
0 1

2
x x

x
≤ + − ≤   

limاستنتج ) 2 1
x

x x
→+∞

+ −  

   : x      بين أنه من أجل كل عدد حقيقي  

          2 cos sin 2x x− ≤ + ≤ ،  

ثم استنتج 
2

cos sin
lim
x

x x

x→+∞

+  
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1xبين انه من أجل كل عدد حقيقي ) 1      ≥:  

                1
1

2 1

x

x
≤ ≤

+
   

  :استنتج النهايتين التاليتين) 2

lim)   أ
1x

x x

x→+∞ +
)    ،  ب

( )
lim

1x

x

x x→+∞ +
  

    : ، عين النهايتين التاليتينباستعمال نهاية حصر دالتين      

    ( )2 4 1
lim
x

x

x→+∞

+ −
 ،  3 cos

lim
1x

x x

x→+∞

+
−

  

0x      من أجل  24، قارن < 5x   .2x و +

2lim     استنتج  4 5
x

x x
→+∞

+ −  

1x       من أجل  22، قارن < 1x   .2x و −

2lim       استنتج  2 1 3
x

x x
→+∞

− −  

0x   من أجل كل      22، قارن < 1x x+ +  

  .2x     و 

2lim استنتج 2 1
x

x x x
→+∞

+ + −    

  : المعرفة كما يلي  fنعتبر الدالة          

                ( ) ( )
2

1 sin

1

x x
f x

x x

+
=

− +
  

   : xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي ) 1

        
2

1
2

1
x

x x
< −

− +
  

 : xأجل كل عدد حقيقي موجب تماما من استنتج أنه ) 2

( ) 24f x x≤ ) ثم احسب − )lim
x

f x
→+∞

  

54
  ـ ا?<&1$ار

في كل حالة من 0x عند  f  ادرس استمرارية الدالة       

  :الحالتين التاليتين

  1   (( )
( )

2

0

1 1
; 0

0 ;

0 0

x
f x x

x x
f

 + −= ≠= 
 =

     

  2   (( )
( )

0

; 0
0 ;

0 2

x
f x x x

x x
f


= × ≠= 

 =

  

         f  المعرفة على الدالة  هي ℝ بـ  :  

           
( )

( )
2

1 1
; 0

1
; 0

2

x
f x x

x

x
f x x

x

 − += >


− = ≤
 −

  

   ℝ مستمرة على  fبين لن الدالة  

  :  بـ ℝ المعرفة على  f  الدالة         نعتبر 

       ( )
( )

22 4
; 0

0

x x
f x x

x
f α

 + − += ≠

 =

.    

  .ℝمستمرة على  f حتى تكون الدالة  αعين قيمة العدد 

  : بـℝ المعرفة على  fالدالة نعتبر         

       
( )

( )

2

2

2 ; 2

2
; 2

f x x x a x

x a b
f x x

x

 = + − >

 − += ≤


   

  .قيان ثابتان عددان حقيbو  a حيث 

  .2مستمرة عند  fالدالة  ن تكوحتى b و aعين علاقة بين  

  ا�7وال ا��1&1$ة وا�$(�.4 (1+�+- ـ �.$ه/4 ا��5@ ا�1&�<�64

        f دالة مستمرة على المجال[ ];a b  بحيث   

     ( )f a ab< و  ( ) 2f b b>  

] من cبين أنه يوجد عدد حقيقي  ];a b بحيث 

( )f c bc=.  

       f دالة مستمرة على المجال[    بحيث1;0[

   ( )0 0f )  و = )1 1f =  
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-π 0 x

y

(C)(d)

[ منcبين أنه يوجد عدد حقيقي   بحيث 1;0]

( ) 1

1

c
f c

c

−=
+

  

        f دالة مستمرة معرفة على المجال[ ]0;1I = 

) ، I  من xبحيث   من اجل كل  )f x I∈ .  

بحيث   I من αه يوجد على الأقل عدد حقيقي بين أن

( )f α α=  

         في الشكل المقابل المنحني 

 ( )Cهو التمثيل البياني للدالة   

 cosx x֏و ( )dهو التمثيل   

3بياني للدالة  ال

2
x x−֏   

]على المجال  ];0I π= −.  

3خمن عدد حلول المعادلة ) 1
cos

2
x x=    في −

  Iالمجال

 :  كما يلي I  المعرفة على المجال fنعتبر الدالة ) 2

            ( ) 3
cos

2
f x x x= +  

 و احسب Iتقبل الاشتقاق على  fتحقق من أن الدالة )  أ

( )'f x .  

  .  fشكل جدول تغيرات الدالة )  ب

3استنتج أن المعادلة ) 3
cos

2
x x=  تقبل حلا واحدا −

α في المجال I .   

        nعدد طبيعي غير معدوم .  

1بين أن المعادلة) 1 2 1 0n nx x+ − +  تقبل حلا =

2محصورا بين 

1

n

n+
   .2 و 

8هل المعادلة ) 2 72 1 0x x− +  إذا ℝتقبل حلا في  =

  .كان الجواب نعم عين حصرا لهذا الحل

 (E+ــ��  

} المعرفة على fلتكن الدالة           }1−ℝكما يلي :  

          ( )
( )

3 2

2

4 8 4

1

x x x
f x

x

− + −=
−

   

fC تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم 

)متعامد ); ,O I J.  

  عند أطراف مجموعة fعين نهايات الدالة  ) أ )1

  .التعريف

   .و شكل جدول تغيراتها  fادرس تغيرات الدالة ) ب

بحيث يكون من أجل  c وa ، bعين الأعداد الحقيقية ) أ) 2

1xعدد حقيقي  كل ≠:( )
( )2

1

cx d
f x ax b

x

+= + +
−

  

)و المستقيم fCتنتج بالنسبة للمنحنيماذا تس) ب )d  الذي  

2yمعادلته x=   .؟ برر−

) بالنسبة لـ fCحدد وضعية )  ج )d،  لتكنA نقطة 

)و fCتقاطع )d.  

)وfCارسم ) 3 )d). 2تؤخذ الوحدةcmعلى ( )Ox   

) على 1cm  و  )Oy(.  

) بين أن المعادلة) 4 ) 0f x  على α تقبل حلا وحيدا =

[المجال   .α للعدد −210استنتج قيمة مقربة إلى .∞−1;]

)استنتج بيانيا عدد حلول المعادلة ) 5 )f x x m=  حيث +

mوسيط حقيقي .  

  باستعمال الحساب) 5نريد إيجاد نتيجة السؤال ) أ) 6

   مع المستقيم الذيfCبين أن فواصل نقط تقاطع المنحني

yمعادلته x m= ) هي حلول المعادلة+ )Eالتالية :  

       ( ) ( )22 2 7 4 0m x m x m+ − + + + =   

) عدد حلول المعادلةmجد حسب قيم ) ب )E.  

       fالمعرفة على هي الدالة ] [ ] [; 2 2;−∞ − ∪ + ∞  
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):   بـ       )
2 4

x
f x x

x
= +

−
  

)  و  )Cي المنسوب إلى معلم  تمثيلها البياني في المستو.  

    فردية fبين أن الدالة  ) 1

  .عند أطراف مجموعة التعريف fاحسب نهايات الدالة  ) 2

1y الذي معادلته ∆ مبين أن المستقي) 3 x=  مقارب +

)للمنحي  )Cد وضعية .∞+عندحد( )Cبالنسبة لـ ∆  

)استنتج أن المنحني ) 1باستعمال نتيجة السؤال ) 4 )C 

  . يطلب تعيين معادلة له∞−يقبل مستقيما مقاربا مائلاً عند

)ليكن ) 5 )'C التمثيل البياني للدالة g  المعرفة على

] [ ] [; 2 2;−∞ − ∪ + ):  بـ ∞ ) ( )g x f x= −   

)عين المستقيمات المقاربة للمنحني • )'C.  

       fلى  هي الدالة المعرفة ع{ }1;1− −ℝ بـ    :  

            ( ) 2
| 1|

1

x
f x x

x
= + +

−
      

) و  )C تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم .  

)اكتب )  أ) 1 )f xبدون رمز القيمة المطلقة .  

عند أطراف مجموعة  fادرس نهايات الدالة ) ب

   .التعريف

)احسب ) أ) 2 )'f x و ادرس إشارتها .  

  .  f مثل جدول تغيرات الدالة)  ب

:بين أن المستقيمين ) أ) 3 1y x∆ =  و +

' : 1y x∆ = − ) مقاربين للمنحني − )C و∞+عند −∞ 

  .على الترتيب

)ادرس وضعية )  ب )C على المجال ∆ بالنسبة إلى   

] [1;+ ) و ادرس وضعية ∞ )C على ∆' بالنسبة إلى 

[المجال [; 1−∞ −.  

)بين أن المعادلة ) 4 ) 0f x على α تقبل حلاً واحداً =

[المجال    .−110 سعته α، وأعط حصراً لـ −1;1]

 المعرفتان على المجموعة  g  و f  نعتبر الدالتين        

] ] [ [; 1 1;−∞ − ∪ +    : كما يلي ∞

        ( ) 2 1f x x x= + −      

)    و    ) 2 1g x x x= − −  

البيانيين على الترتيب في معلم  تمثيلاهما gC وfC و

)متعامد و متجانس  ); ,O i j
� �

  

  ∞+ عند f عين نهاية الدالة) أ) 1

 fCاستنتج أن المنحني .∞− عند f عين نهاية الدالة) ب

  .يقبل مستقيما مقاربا أفقيا

:بين أن المستقيم)ج 2y x∆   fC مقارب للمنحني=

  .∞+عند 

)احسب ) أ) 2 ) ( )f x g x× ثم استنتج نهايات الدالة g 

  .∞− و ∞+عند 

  هو التفسير الهندسي لهذه النتيجة ؟ما )  ب

)قارن بين )  ج ) 2g x x− و ( )f x.   

)استنتج  )lim 2
x

g x x
→−∞

  . ،أعط تفسيرا هندسيا للنتيجة−

)نعتبر المنحني ) 3 ) f gC CΓ = ∪.  

) بين أن معادلة  )Γ 2 هي 2 1 0y xy− + =   

uليكن الشعاع ) 4
�

2u من المستوي حيث  i j= +
� � �

.  

)نرمز بـ );x yالنقطة  لاحداثيتي M في المعلم 

( ); ,O i j
� �

.  

)و بـ )'; 'x yها في المعلم ت  احداثيا( ); ,O i u
� �

  

    .’y  و ’x  بدلالة y و  xعبر عن ) أ

)عين معادلة) ب )Γ في المعلم ( ); ,O i u
� �

.  

)ما طبيعة) ج )Γ.  
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2 3 4 5 6 7 8 9

2

3

-1

-2

0 1

1

x

y

�&,ـ7اا ���&,ـF7&�+ر  ��       ددF&�+ر 
 عين الإجابة الصحيحة دون تبرير            

 معرفة f لدالة fCفي الشكل الموالي لدينا الرسم البياني
]على [ ] [0;1 1;D = ∪ : كما يلي∞+

( ) ( )
3 2

2

4 3 2

2 1

x x x
f x

x

− + −=
−

 الذي معادلته ∆و المستقيم 

1
2

2
y x= − 

 
 
 
  
1yهالمستقيم الذي معادلت) أ) 1   fC مقارب لـ=
1xالمستقيم الذي معادلته )ب   fC مقارب لـ=
  . لا يقبل مستقيما مقاربا أفقيا و لا عمودياfC) ج

[من أجل كل من) 2 [1;+∞:( ) ( )2

1

2 2 1

bx c
f x x a

x

+= + +
−

  

2a) أ = − ، 2b = ، 3c = −    
2a) ب = ، 2b = − ، 3c = −  
1a )ج =  ،2b = ، 3c =    
3 (fCمعادلته∞+ يقبل مستقيما مقاربا عند :  

1) أ
1

2
y x= 1 )   ب+

2
2

y x= 1)    ج+
2

2
y x= −  

3 يقطع المستقيم المقارب في النقطةfC) أ) 4 3
;

2 2
A
 − 
 

  

3 يقطع المستقيم المقارب في النقطة fC) ب 5
;

2 4
B
 − 
 

  

  . لا يقطع المستقيم المقارب في أية نقطةfC )ج
]مجالعلى ال) 5 )، المعادلة 1;0] ) 1f x   :تقبل=
  .ثلاثة حلول) حلين متمايزين  ج) حلا واحدا  ب)  أ

        fمعرفة على  { }5−ℝبـ :( )
23 5

5

x x
f x

x

−=
−

   

1(  ( )
5

lim
x

f x
→

= −∞   2(  ( )lim 0
x

f x
→+∞

=  

} منx من أجل كل    )3 }5−ℝ:  

            ( ) 50
3 10

5
f x x

x
= + +

−
  

5xالمستقيمان اللذان معادلتاهما) 4 3 و= 10y x= + 
  .fمقاربان لمنحني الدالة 

  

  GH+F أم J��KGH+F أم J��K  
  معرفة و قابلة للاشتقاق fت دالة         إليك جدول تغيرا

∗على
ℝ  

+∞     1         0          1-   −∞  x  
      -  0         +     -    0 +       ( )'f x  

         3                       2    
−∞           −∞  −∞              1  

( )f x  

أجب  . الممثل في معلمf إلى منحني الدالة fCنرمز بـ

  :على كل جملة من الجمل التاليةبصحيح أو خاطئ 

1xالمستقيم الذي معادلته) 1   .fC مقارب لـ=

  .fCلـ محور التراتيب مقارب) 2

1yالمستقيم الذي معادلته) 3   .في نقطة واحدةfC يقطع =

)المعادلة) 4 ) 0f x [ تقبل حلين في المجال= [0;+∞.  

[على المجال) 5 [;0−∞ ، ( ) 3f x ≤  

        fدالة مستمرة و متناقصة تماما على [   :،إذن∞+;0]

)) أ )lim
x

f x
→+∞

= −∞   

] منxمن أجل كل ) ب [0;+∞:( ) ( )0f x f<  

 يقطع محور الفواصل على الأقل في fمنحني الدالة ) ج
  .نقطة

8     fC هو المنحني الممثل لدالةf معرفة علىℝ في 

المستقيم الذي معادلته ∆م متعامد و متجانس ومعل

1y x= −  
)فإن∞−عندfCمقاربا لـ∆إذا كان) 1 )lim

x
f x

→−∞
= +∞  

فلا يوجد مستقيم مقارب ∞+عندfCمقاربا لـ∆إذا كان )2

  .fCأفقي لـ

)إذا كانت) 3 )lim 3
x

f x
→+∞

 أن يكون ∆فلا يمكن لـ=

  .fCمقاربا لـ

)فإن∞+عندfCمقاربا لـ∆إذا كان )4 )lim 1
x

f x x
→+∞

+ =  

       1  (sin
lim 1
x

x

x→+∞
=    2( 1

lim sin 1
x

x
x→+∞

=  

  3( 
0

sin 5
lim 1
x

x

x→
=    4 (

0

sin
limsin 1

2x

x

x

π
→

  = 
 
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