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AC?!<3 : ا=1;&م DE(م  F%&F%ا
ا%?!&3H&ت ,&دة JK J8&F%ا LNP%ا إQR<&ر

T!?+Q%ط05( :01ا!"#(

ا+('&$ -/1&#ABCDEFGH3&451.

'1+6I80-)+ا 9"; ا+(-J80وADHE*-آ> 9"; ]*ABCD،KAC1E*-آ> ]IJ
F4&)+ا -/1&#( ); ; ;A AB AD AE

r r r
.

ا+E"!ط–1 إLNا;J!ت 6JPI،J،KF4&)+ا QR( ); ; ;A AB AD AE
r r r

.

2–S"E+ا أن 6J0A،KوGUJ*!"1Vإ QR WXJ+.

3U)J"1X)+ا U&Y"4+ ا+(\]ري ا+(1X]ي أن 6J0 ـ أ ]ـ ]IJ1]يX)+ا )ه] )AKG.

+1X)4]ي UJ2ر!'Kد U+د!&* SPأ ـ )ب )AKG.

UY"E+ا أن _"\2 ـ +1X)4]يaDـ Q)1E2( )AKG.

T!?+Q%ط08( :02ا!"#(

( )Ιgb4P UR-&)+ا U+اL+ا Q4K آ(! ، :( ) 1
xg x e x= − −.

ا1 Jd2-ات e!g2إ أدرس ا+K!iE!ت( .L+gا+Uـ XN!ب $4YK j (

)إm!رةإk1E1Vـ2 )g xو( )x
e x−.

( )ΙΙ-/1&#U+اL+اfb4P UR-&)+ا Q4K ): آ(! ) ( )2
2

x
f x x ln e x= − −.

19aأ 6* أ3# _"\2 ـ أ 0xـ nRن≤ ، :( ) ( )2
2 2 1

x
f x x x ln xe= − − −$XNوأ ، :( )

x
lim f x
→+∞

.

9aأ 6* أ3# _"\2 ـ 0xب nRن> ، :( ) ( )2
2 2 1

xe
f x x ln x ln

x

 
= − − − − 

 
$XNوأ ،:( )

x
lim f x
→ ∞

.

ـ2 أ Q"J"Nـ LPد آ9 9aأ 6* أ3# _"\2xنnR ، :( ) ( ) ( )
2 1
x

x
f ' x g x

e x

−
= ×

−
.

U+اL+ا Jd2-ات e!g2إ k1E1Vإ ـ ب Jd2-اf!i2ـ Laول op#أ F;.

*QR&1ـ3 F4ـ&* b+إ ا+(XE]ب و*q#!g1ا+(1X]ي L*!( )O ; i ; j
r r

Q)X#( )fCU+اL4+ 9r))+ا Q#!J/+ا bE\E)+اf

)و )∆QE\E)4+ )ا+((!س )fCU4D!s+ا ذات UY"E+ا QR0.

أ ـ ا+((!سأ U+د!&* )آ$1 )∆.

$XNأ ـ )ب )1f،( )2f،3

2
f
 
 
 

.

bE\E)+ا أن 6J0 ـ )aـ )fCأL/)+ا 6P A41u2 UY"# QR 9Dا[s+ا *\]ر 9*!N 8Y"KO!i14D!Rα،wJN:
3

1
2

α< <.

ـ )أرFVد )fCو( )∆.
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أن !)0A1]يX)+ا b+إ Q)1E2( )AKGنnR :( ) ( )1 1
0 0 0

2 2
d− + أي= ، :0d =..............................0.25

UD{u+1]ي: اX)+ا U+د!&*( )AKGQه :
1 1

0
2 2
x z− أي= ، :0x z− =.....................................0.25

ـ ا+UY"Eا+aـ أن _"\1D1]يX)4+ Q)1E2( )AKG:

Uia 6* !EKL+ :0 0AD AB AD AE= + +
r r r r

3J4Pو :( )0 1 0D ; ;................................................0.25

أv-ى Uia 0: و*6 0 0− إذن= ،D1]يX)4+ Q)1E2( )AKG......................................................0.25

6K-)1+02ا:

( )Ιgb4P UR-&)+ا U+اL+ا!Q4K آ(! ،:( ) 1
xg x e x= − −.

1U+اL+ا Jd2-ات e!g2إ UVدرا :gـ

-Jd1+ا e!g2إ :U+اL+اgb4P +(1m"!ق U40! !وQ"J"N LPد آ9 9aأ 6*x!EKL+ ،:( ) 1
xg' x e= −................0.25

ü( ) 0g' x =oR!'2 :1 0
x
e − أي= ، :0x =

ü( ) 0g' x >oR!'2 :1 0
x
e − أي< ، :0x >

ü( ) 0g' x <'2oR! :1 0
x
e − أي> ، :0x <...................................................................0.5

3J4Pو :U+اL+اgل!g)+ا b4P !*!)2 ]*1>اLKة [0 ; ا+(g!ل∞+ b4P !*!)2 UC !E1*و] ]0;−∞.........................0.25

.................................................0.25 U+اL+ا Jd2-ات : Lagول

إm!رة2ـ2 6JJ&( )g xو( )x
e x−:أن k1E1X# U"0!X+ا UVراL+ا 6*:

Q"J"N LPد آ9 9aأ 6*xنnR ، :( ) 0g x ≥...........................................................................0.5

Q"J"N LPد آ9 9aأ 6* nRنxإذن ، :1 0
x
e x− − ≥

3J4Pو :Q"J"N LPد آ9 9aأ 6*xنnR ، :1x
e x− ≥..................................................................0.5

( )ΙΙfQ4K آ(! UR-&)+ا UKدL&+ا U+اL+ا:( ) ( )2
2

x
f x x ln e x= − −.

ـ2 أ أ9aـ 6* أ3# 0xا+1\"_ nRن≤ ، :( ) ( )2
2 2 1

x
f x x x ln x e= − − −:

9aأ 6*Q"J"N LPد xwJNآ9 ،:0x ≥!EKL+ ، :

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 2

2 2

2 2 1 2 1

2 2 1 2 2 1

x x x x x

x x

x

f x x ln e x x ln e xe x lne ln x e

x
x ln e ln x e x x ln

e

   = − − = − − = − + +   

 = − − + = − − + 
 

........0.5
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−∞ 0 +∞x

- 0 +( )g' x

0

( )g x



)XN!ب )
x
lim f x
→+∞

:

( ) 2
2 2 1

xx x

x
lim f x lim x ln x ln

e→+∞ →+∞

  = − − + = +∞    
.........................................................0.25

أ3# ا+1\"_ ـ أ9aب 6*0x nRن> ، :( ) ( )2
2 2 1

xe
f x x ln x ln

x

 
= − − − − 

 
 :

9aأ 6*Q"J"N LPد xwJNآ9 ،:0x <!EKL+ ،:

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2

2

2 2 1 2 1

2 2 1

x x
x

x

e e
f x x ln e x x ln x x ln x ln

x x

e
x ln x ln

x

      
= − − = − − − = − − + −      

      

 
= − − − − 

 

.............0.5

)XN!ب )
x
lim f x
→ ∞

  :.......................................................................................................0.25

( ) ( ) ( )2
2 2 1 2 2 1

x x

x x x

ln xe e
lim f x lim x ln x ln lim x x ln

x x x→ ∞ → ∞ → ∞

   −    
= − − − − = + − − = +∞       −       

ـ3 أ Q"J"Nـ LPد آ9 9aأ 6* أ3# ):  nRن،xا+1\"_ ) ( ) ( )
2 1
x

x
f ' x g x

e x

−
= ×

−
 :

U+اL+اfb4P +(1m"!ق U40! !، Q"J"N LPد آ9 9aأ +x!EKLو*6 ،  :

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

2

2

2 2 21 2 2 2 2
2 2

2 1 2 1 2 1 1 2 1

x xx x x

x x x

x x

x x x

x e x ee x e e x
f ' x x

e x e x e x

e x x x e x x
g x

e x e x e x

− − +− − − +
= − × = =

− − −

− − − − − − −
= = = ×

− − −

..........................0.5

إ2 إ1E1V!ج ـ ا+Lا+Uب Jd2-ات e!gf :ال+X+ا UgJ1# و*6 U"0!X+ا UgJ1E+ا 6*)( )Ιـ2ـ (!EKL+:

Q"J"N LPد آ9 9aأ 6*xنnR ،:( ) 0g x 1xو≤
e x− ≥.

1E1X# 3E*وk  :v( ) 0f ' x =oR!'2 ، :1x =

v( ) 0f ' x >oR!'2 ،  :1x >v( ) 0f ' x <oR!'2 ، :1x <.......................0.5

U+اL+اfل!g)+ا b4P !*!)2 ]*1>اLKة [1 ; ا+(g!ل∞+ b4P !*!)2 UC !E1*و] ]1;−∞...................................0.25

U+اL+ا Jd2-ات ): +Laf  :!EKLول ) ( )1 1 2 1 0 073f ln e .= − − ≈ −...............................................0.25

−∞ 0 1 +∞x

0 - 0 +( )f ' x

+∞ +∞
0

( )1f

( )f x

ـ6 أ ا+((!سـ U+د!&*( )∆:( ) 0: y∆ =..............................................................................0.25

):ـ0 )1 0 08265f .≈ − EE( )2 0 63122f .≈E
3

0 06502
2

f .
  ≈ 
 

......................................0.75

 ...3 /5...





أن F4&# :4MO MA MB MC M+ + + = Ω
r r r r

 ).a-)+ا v]اص )أ#--

3J4P12: وMO MA MB MC+ + + =
r r r r

oR!'2 :4 12M Ω 3MΩ: أي= =.........................0.25

S"E+ا UP[)g*MwJN ا+(1X]ي 6* :12MO MA MB MC+ + + =
r r r r

*-آ>ه! Q1+ا ا+Lا!-ة QهΩAC#و

ا+Y 3. )_0!X-ه! 9'p+ا 0.5............................................................................................).أ#--

66'1+ ا+(MFJ"1Xـ 6* UY"#( )AB .0ـ <*-#βUY"E+ا U"N{+ Q4Ju1+ا ا+g>ء b+إM6'1+وNUY"E+ا DM]رة

e<آ-* ا+{ي وزاوL+!0Ω31Kوران
2

π
.

UY"E+ا U"Nj أن 6J/E+ ـ : هNQأ
5 5

2 2
Nz iβ= − +:

أن0 !)MFJ"1X)+ا 6*( )ABوβUY"E+ا U"N{+ Q4Ju1+ا هMQا+g>ء !i1"Nj nRن ، :3Mz i β= +...........0.25

ا+Lوران U/ا+(-آ U0!1'+ا *-آ>reـ وزاوΩ31Kا+{ي
2

π
9'p+ا b4P $1'2 :2

i

z ' e z b
π

= +wJN ،b$آ-* .LPد

!EKL+ :( )r Ω =Ω3J4P2: و
i

z e z b iz b
π

Ω Ω Ω= + = أي+ ، :
3 3

2 2
i i i b

 + = + + 
 

3E*و :
3 3 3 3 5 1

1
2 2 2 2 2 2

b i i i i i i
 = + − + = + − + = − 
 

.........................................................0.25

ا+Lوران U/ا+(-آ U0!1'+اre<آ-* وزاوΩ31Kا+{ي
2

π
EP $1'29'p+ا b4P }!L :

5 1

2 2
z ' iz i= + −....................0.5

NUY"E+ا : إذنL+!0rورانDM]رة
5 1

2 2
N Mz iz i= + : أي−

( ) 5 1 5 1 5 5
3 3

2 2 2 2 2 2
Nz i i i i i iβ β β= + + − = − + − = − +.....................................................0.5

إJ1v!ر ـ ا+βUY"Eب Q)1E2 b1NNFJ"1X)+ا b+إ( )BC:

UY"E+اNFJ"1X)+ا b+إ( )BCS"E+ا أن QE&2N،BوCUJ*!"1Vإ QR.

S"E+ا أن F4&#وN،BوCأن QE&2 UJ*!"1Vإ QRN C

B C

z z

z z

−
−

Q"J"N LP............................................0.25د

!EKL+:

( ) ( )( ) ( )

5 5 5 3
4

1 5 2 3 3 22 2 2 2

3 2 4 3 2 2 3 2 3 2

3 5 2 6 2 5 2 9 21 6 1 41 1

2 13 2 13

− + − − − − − +
= = × ×

+ − − − +
− + + − − − + −

= × = ×

i i i
i i

i i i i i

i i

β β β

β β β β

...............0.75

N: إذن C

B C

z z

z z

−
−

أن QE&2 Q"J"N LP1د 4 0β− أي= ، :
1

4
β =......................................................0.25

UY"E+ا U"Nj }!LEP : ه2NQ']ن
5 1 5 9 5

2 4 2 4 2
Nz i i= − + = +..................................................0.25
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