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] �8>ا�)ة �	$ f و�����8� %^ن ا�)ا��  [∞+ ; 0 $	� �TB�98�و ] ]0 ; 1−.   
  �9
)����ن أن ا��9 )fC ذو ا��&�د�� =�L8+ا�� QRL� 2=y�;8	S�% �RL� (9�   

   :4.3 و 3.3 �
�Tرة ��� 
  �R:�8ا�� =�Lآ�� ����ه�9 ا�G�. إذا آ�ن :  
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     f $ ا����ل	� ��ر���� ��� [ ]ba    ؛ ; 
    ( ) ( )bfaf k << .   

 ��	�	
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) ���س �	�9 )fC *ر ا��8ا���
� Q� 2&U�L� �RL� (9� .  

) ار:= - 0ـ ) و ∆( )fC =	&ا�� E\� �% .  

   .x  �	�0��ّ58 وا�8� �9&)م �� أ0/ ا�f ���Lأو0) ا�)ا�� اSV	�� �	)ا��  

 g $ ا����ل	ا�)ا�� ا�&)د�� ا��&�%� � ] [∞+− ) ���&��رة 1 ;  ) ( )xx fg  =  
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 ] [∞+−  ; 1 ، 0
1

2
 <

+
−

x
 �9
�+7898 أن ا��9( )fC `
� QL�  =�L8+ا��( )D .  

9� -أ 
) ����ن أن ا��9 )fC �;8	S�% و,�)ة �RL� �% /Sر ا�\�ا�
� QRL� 0x  

 e�, 4.1 3.1 0 << x:   
  �R:�8ا�� =�Lآ�� ����ه�9 ا�G�. إذا آ�ن :  
     f� +��8ة�ا����ل   $	[ ]ba    ؛ ; 
     f $ ا����ل	� ��ر���� ��� [ ]ba    ؛ ; 
     ( ) ( ) 0 <× bfaf.   

 ��	�	
) ا��&�د�� : � ) 0=xf و,�)ا c, /�L�0x ا����ل �� ] [ba  ; .   
9� ا����/ �	)ا�� : ه9):�� 
��RL و �f QRL ا��9 �% /Sر ا�\�ا�
�,��;8	S�% 0)ةx    

[�� ا����ل   [ba  ; .   
�d,c أ�;� �+��8ة و�8>ا�)ة ����� �	$ f �� 0)ول ���5ات ا�)ا��  [ ]4.1 ; 3.1 ،   

 j$ ذ�	ز��دة �  :( ) 01.03.1 −=f و ( ) 10.04.1 =f  �  :   و�����8
 ( ) ( ) 04.13.1 <× ff  .  �9
�+7898 أن ا��9( )fC  �RL� �% /Sر ا�\�ا�
� QRL�   

 �;8	S�% 0 و,�)ةx e�,  :4.1 3.1 0 << x.    
) �&��� �&�د�� - ب )∆ �9
) ���س �	�9 )fC *ر ا��8ا���
� Q� 2&U�L� �RL� (9� :  

9� ا����/ �)ا��  : �Gآ�� 
  : ه� a �9) ا��RL9 ذات ا�\�S	� f�&�د�� ���س ا��9
 ( ) ( ) ( )afaaf xy +−= ′ .  

 QU�L� �RL� ���&� ( )fC *ر ا��8ا���
� Q� :  

��) x=0:  �� أ0/   :( ) 20 −=f �)  و�����8 )fC  �
�ر ا��8ا��* %� QRL�   

 �RL9ا� ( )2 ; 0 −B.    
)  آ���8 �&�د�� ا����س )∆ �RL99) ا�� B :   

) �&�د��  )∆ /�fا� ��  :( ) ( ) ( )afaaf xy +−= ′ .   e�,:    
 ( ) ( ) 20 −== faf  َو  ( ) ( ) 2 0 == ′′ faf  29�و  :( ) 202 −−= xy.   

) �&�د�� ا����س : إذن  )∆ �22 ه −= xy.   
) ر:= - 0ـ ) و ∆( )fC :  /�fا� �m�  .ا

   :x  �	�0��ّ58 وا�8� �9&)م �� أ0/ ا�f ���L ا�)ا�� اSV	�� �	)ا�� Fإ���د  
    I�� x وآ�ن ، �� أ0/ آ/I دا�� ��B	� ��L8@cق �	$ ���ل uإذا آ��`  : �Gآ�� 
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  ( ) 0>xu ن���  cu + 2)  r∈c (  ا�� دا��(	� ��	Sأ
u

u′ 
 $	� I.   

 �9�(�  :( )
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xxf  و  ] [∞+−=  ; 1I.   

[ �+��8ة �	$ f ا�)ا��  [∞+− � ��L/ دواW أS	�� �	$ هGا ا����ل  1 ; ;% �   و�����8
: 1 ا�)ا��  +xxu [  ��B	� ��L8@cق �	$֏ [∞+−    �� هGا  x و�� أ0/ آ/1 ; 

) :   ا����ل ) 1 =′ xu *8��:  ، ���� أن 
1

2 
+

−
x

 /�fا� $	� 
u

u′
×− 2    

ا�� أS	�� �	)ا��  ه� دu2 و�&	= أن 
u

u′
.     

[ �	$ f������ ا�)وال اSV	�� �	)ا��  : إذن  [∞+−   :  ه� ا�)وال 1 ; 

  ( ) cxxxF ++×−= 1 22
2
1  2 e�, c �L�L, `��>  .  

) و�&	= أن  ) 00 =F 29�4:  و=c.   

) : إذن  ) 41 4
2
1  2 ++−= xxxF  

)����ن آ�\�� إ��fء   )gC �� �BcR�) ا )fC:   
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] إذا آ�ن -  [∞+∈  ; 0xx ن^% ( ) ( )xx fg ):  و�29 = )gC $	� Y�R9� ( )fC.   

[ إذا آ�ن -  ]  ; 1 0xx ) %^ن ∋− ) ( )xx fg ):  و�29 =− )gC �n�9� ( )fC    

  /Sر ا�\�ا�
  .     ���9+�� إ�$ �

) ر:=  )gC : /�fا� �m�  ا

)ا���fB�9 ا������� �&)د وإ@�رة ,	�ل ا��&�د��   ) 2 mg x =:   

2 0: إذا آ�ن -  =m 0:   أي =m ��0�� وا,)ا c, /�L� ن ا��&�د��^% .  

2 2:  إذا آ�ن -  =m أي    :{ } 2 ; 2 −∈m  أ,)ه�� ��	, /�L� ن ا��&�د��^%   
  .    ��0* وا�op �&)وم 
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0  2 2:  إذا آ�ن -  << m [−2  ; 2 : ]  أي∈ m  ��	, /�L� ن ا��&�د��^%   
 ���0��    .  

   %^ن ا��&�د�� �m  /�L ∋[−∞− ; 2 ]∪[2 ; +∞: ]أي m<  2 2:  إذا آ�ن - 
� اs@�رة % ��\	8I� ��	,   .  

) ر:=  )gC:   

  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

9� ر��"� �����2009ر��     :3�
	�ل ���� � L�  ) ولVا���"�ع ا: (    

�&��8 ا�)ا��  f $	� �%�&ا�� r  �):  آ�� �	 )
1

2

 +
+= xe

xxf     

� ا��&	= ا��8&��) وا����8�fC                E و����% ��  . ����	;� ا����

)ا,+*   ) ( )xx ff −+ �L�L, أ0/ آ/ �)د �� x �RL9ا:7898 أن ا� => ،   
 ( )1 ; 0 ω �9
9�	� �n�9� <آ�� �   .fC ه

] �	$ fادرس ���5ات ا�)ا��      .r <= ا:7898 0)ول ���5ا�;� �	$ 0 ; +∞]

( )  ,  ; jiO

( )D

( )∆

( )gC

( )fC

( ) ( )gf CC  , 

x

y
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xyد�28 �ّ�� أن ا��+�L8= ا�Gي �&�  =�9
  +∞ �fC (9 ه� �+ =�L8��Lرب �	�9

) ا,+*  ) ( )[ ]
∞−→

+−
x

xxf 2  lim رب�Lا�� =�L8+ا:7898 ا�� ، �9
9�	�fC (9� ∞−  

)��&�د�� �ّ�� أن ا  ) 0=xf  /�L� و,�)ا c,α e�
� 6.17.1 −<<− α.   

   .r∈x �� أfC /0ار:=  

) ،  r�� �xّ�� أ�2 �� أ0/ آ/   )
1

2

 +
+= −

−

x

x

e
exxf.   

) ا,+*  )αA �9
   وا��+���L8ت fC �+�,� ا�
ّ�> �� ا��+�8ي ا��
ّ)د ����9

 �;�Wد�&� �=+2:     ا�8 xy ، 0=x و α=x.   
):  �ّ�� أن -   ) ( )αα −= ln2A &)د	ا ��T, 7898:ا => ( )αA.   

/
   :  ا�

),+�ب   ) ( )xx ff −+ :   
 �L�L, أ0/ آ/ �)د �� x  ،   

( ) ( )

( )
2

1

1 2

1

2

1

2

 1

2

1

2
                       

11
2

1

2

1

2

1

2

  

 

   
 

 

    

=
+

+
=

+
+

+
=

+
+

+
=

+
+

+
=

+
+−

+
+=−+ −

x

x

x

x

x

x

xx

x
xxx

e

e

e
e

e
e

ee

e
ee

x
e

xxx ff

� : إذن L�L, أ0/ آ/ �)د �� x  ، ( ) ( ) 2=−+ xx ff  
 �RL9ا:�898ج أن ا� ( )1 ; 0 ω �9
9�	� �n�9� <آ�� �   :fC ه

 :، �)� fD �9��xإذا آ�ن �� أ0/ آ/ : �Gآ�� 
( )

( ) ( )



=−+

∈−

baff

a

xx

x fD

22

2
  

 �RL9ن ا�^% ( )ba  ; Ω )ا��	/ ��ا��� �9
9�	� �n�9� <آ�� � .f ه
):  �� ا��+�واة  ) ( ) 2=−+ xx ff �RL97898 أن ا�+� ( )1 ; 0 ω  �n�9� <آ�� �   ه

 �9
9�	� fC.   

] �	$ ا����لfدرا:� ���5ات ا�)ا��   [∞+ ; 0:   
   :+∞ �f (9,+�ب �;��� ا�)ا��  
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 �9�(�  :( )
1

2

 +
+= xe

xxf أن =	&�:  و
∞+→

∞+=
x

x lim َو 
∞+→

+∞=
x

xe lim   

 � : و�����8
∞+→

=
+x xe

0
1 

2
  lim  .   إذن:  ( )

∞+→
∞+=

x
xf lim  

) ,+�ب  )xf ]�� ا����ل x�� أ0/ آ/   : ′ [∞+ ; 0،   

 ( )
( ) ( )2

2

2 1   

1

1   

 2
1 

1

2  

 +

+=
+

−=








+
+= ′′ ′

x

x

x

x

x
e

e

e

e
e

xxf  

، 2�^% �]��  x�� أ0/ آ/   و�����8 [∞+ ; 0 ، ( ) 0>′ xf  
] �8>ا�)ة ����� �	$ f و�	�2 %^ن ا�)ا��  [∞+ ; 0.   

   :� r	f $ ا:�898ج 0)ول ���5ات ا�)ا�� 
   
  
  
  
  
  
  

����xyن أن ا��+�L8= ا�Gي �&�د�28      :+∞ �fC (9 ه� �+ =�L8��Lرب �ـ=

):   �&�%� آ�� �	� f إذا آ��` ا�)ا�� : �Gآ��  ) ( )xxx gbaf ++= `�    و آ�
 ( )

∞+→
=

x
xg 0 lim =�L8+&�د�28   %^ن ا���ي Gا�baxy += /M�� رب�L� =�L8+� ه�   

9� ا����/ �	)ا�� 
9�	� f (9� ∞+.   

 �9�(�  :( )
1

2

 +
+= xe

xxf /�fا� �� �) وه ) ( )xxx gbaf ++=  

 e�,  :( )
1 

2
 

+
= xe

xg و��� أن  
∞+→

=
+x xe

0
1 

2
  lim 7898 أن+� =�L8+ي  ا��Gا�   

xy�&�د�28   = =�L8+� ه�  �9
9�	� /M�� رب�L�fC (9� ∞+.   

)ب �,+  ) ( )[ ]
∞−→

+−
x

xxf 2  lim:   

) ، r��  x�� أ0/ آ/   ) ( )
1 

2
2 

+
−=+− x

x

e
exxf  

x ∞− ∞+
( )xf ′

( )xf

∞+
+

∞−
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):  و�29  ) ( )[ ]
∞−→∞−→

=
+

−=+−
xx x

x

e
e

xxf 0
1

2
  2 

 
  lim lim 7898 أن+�   =�L8+ي  ا��Gا�   

=+2�&�د�28   xy =�L8+� ه�  �9
9�	� /M�� رب�L�fC (9� ∞−.   

)����ن أن ا��&�د��   ) 0=xf و,�)ا c, /�L� α e�
� 6.17.1 −<<− α:  
  �R:�8ا�� =�Lآ�� ����ه�9 ا�G� . إذا آ�ن:  
     f $ ا����ل	��8ة �+� [ ]ba    ؛ ; 
     f $ ا����ل	� ��ر���� ��� [ ]ba    ؛ ; 
      ( ) ( ) 0 <× bfaf.   

 ��	�	
) ا��&�د�� : � ) 0=xf و,�)ا c, /�L�α ا����ل �� ] [ba  ; .   
9� ا����/ �	)ا�� :��  ه9):
��RL و �f QRL ا��9 �% /Sر ا�\�ا�
�,��;8	S�% ة(α    

[�� ا����ل   [ba  ; .   
�d,c أ�;� �+��8ة و�8>ا�)ة ����� �	$ ا����ل  f �� 0)ول ���5ات ا�)ا��    

 [ ]1.6 ; 1.7 −− j$ ذ�	ز��دة �  ،  :( ) 01.07.1 −≈−f و ( ) 06.06.1 ≈−f    
  �):  و�����8 ) ( ) 06.17.1 <−×− ff.   

 �9
�+7898 أن ا��9 fC �;8	S�% و,�)ة �RL� �% /Sر ا�\�ا�
� QRL� α e�,   :  

 6.17.1 −<<− α.    
 �9
   : fCر:= ا��9

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

x

y

xy =

2+= xy
fC

α

ω
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) ،  r�� ����xن أ�2 ، �� أ0/ آ/   )
1

2

 +
+= −

−

x

x

e
exxf:   

 �L��U : 	� ه�ن�� ) YL

� �+�واة�	$ ) أو ا�8S  ����8ق ا��Rإ,)ى ا� Q�8� :  
 �� Y	R9��T/  ا��Rف اVول  i�+�8ت ا����w و��:8&��ل��   .إ�$ ا��Rف ا���
  ���R9	Y �� ا��Rف ا��� /T� i�+�8ت ا����w ولو��:8&��لVف ا�Rإ�$ ا�.   
  i�+�8� م�L�� و��+�i ا��Rف  ا��Rف اVول �8��8� ا���R�+�8 ا����  .و��Lرن ��� 

   ،    r�� x �� أ0/ آ/ 

( )
( ) x

x

xxx e
ex

ee
x

e
xxf −

−

− +
+=

+
+=

+
+=

 1

2

 1 

2

1

2

   
  

) ،  r�� x �� أ0/ آ/ : إذن  )
1

2

 +
+= −

−

x

x

e
exxf   

)ب �,+  )αA :   

   ��  x�� أ0/ آ/:  وآ�ن  ،I دا�� ��B	� ��L8@cق �	$ ���ل u : إذا آ��` : �Gآ�� 

) ، I ا����ل  ) 0>xu  ن��� ln u ا��(	� ��	Sدا�� أ u
u′ 

 $	� I.   

� ا����ل - % [ ]0 ; αا  �9
9��fC 28&�د��ي Gا� =�L8+ا�� `
� QL� 2+= xy.   

   ،  r��  x�� أ0/ آ/ و0)�� أ�2 ،  �� ا�+Zال   :�����1  

 ( ) ( )
1 

2
2 

+
−=+− x

x

e
e

xxf �):    و�����8 ) ( )
1 

2
 2

+
=−+ x

x

e
exx f  

 : و�29 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( )[ ]

( )[ ] aue

ex
e

e

xxxxxy

x
x

x
d

dfdfA

 . 

  

 

  12 2         

1   2  
1 

2
          

 2      

 lnln 

ln
00

00

+−=

+=








+
=

−+=−=

∫

∫∫

α

αα

αα
α

  

   ،  r��  x�� أ0/ آ/ و0)�� أ�2 ، )6( �� ا�+Zال   :�����2  

 ( )
1

2

 +
+= −

−

x

x

e
exxf  �):  و�����8 ) ( )

1

2
2

 
2

+
−= −

−
−+ x

x

e
exx f   

):   و�29  ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] xxxxxy dfdfA  2      
00

 ∫∫ −+=−=
αα

α  
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 �:   و�����8

( ) ( )[ ]

( )[ ] ( )[ ]
( ) aue

eeex

exx
e

e

xxx

x
x

x
dA

 .

  

  1   22ln2         

1 21  22          

1  22  
1 

2
2  

ln

 lnln

ln

0
  

0

00

 

+−=

+=++=

++=








+
−=

−

−
−

−

∫

α
αα

αα
α

  

) ����ن أن  ) ( )αα −= ln2A :   

):  و0)�� أن  �� ا�+Zال  ) 0=αf 0:  أي
1

2

 
=

+
+ αα

e
   

α:  و�29 
α 21 −=+e    

):  و�	�2 %^ن  ) ( )[ ] ( )( ) 2
 2 212 2  lnln  lnln  α

αα −−=+−= eA  

 �S�Iو��:8&��ل ا� ba
b
a lnlnln −= 798�  :  

( ) ( )[ ] ( )ααα −=−+−= lnlnlnln  222 2 A  

)   : إذن  ) ( ) ln2 αα −=A   
  

) ا:�898ج ,�T �	&)د  )αA:   

 �9�(�  :6.17.1 −<<− α 29�7.16.1:   و <−< α  
 �):  و�����8 ) 7.16.1 lnlnln <−< α  �
T/ �	$ 2 و���[�ب %�  :  

 ( ) 7.1226.1 lnlnln2 <−< α أي   :( ) 7.126.1 lnln2 << αA   

)    : إذن  ) 06.194.0 << αA 
  
9� ر��"� �����2009ر��     :4�
	�ل ���� � L�  ) ��      ) : ا���"�ع ا���

 g $	� �%�&� دا�� [ [∞+ ; 1 �):  آ�� �	 ) xxxg ln 2  +=  
   .+∞ إ�$ (9� x�� �Zول g ا,+* �;��� ا�)ا�� -   أ
   .g ادرس ا���6 �5ّ�� ا�)ا�� - ب
� - 0ـL�L, أ0/ آ/ �)د ��2 �] �� ا����ل x �ّ�� أ ) %^ن 1 ; +∞] ) 0≠xg.   
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 ��8� f $	� �%�&� دا�� [ [∞+ ; 1 �):  آ�� �	 )
xx

xxf
ln

ln
  2

6

+
=  

 ��+� ( )fc                E�� ا��&	= ا��8&��) وا����8% ��  .  ����	;� ا����

) �ّ�� أ�2 ���� آ���8 - أ )xf /�fا� $	�( )
x
x

x
x

xf
ln

ln

  2

6

+
] �� أ0/ = [∞+∈  ; 1x  

) ا,+* - ب )
∞+→x

xf limذا �+7898 ؟�� ،    

   .f ادرس ا���6 �5ّ�� ا�)ا�� -0ـ
� f @�/ 0)ول ���5ات - دL�L
  ��L/ ا��&�د��   �
�k e ، �� ه� �B= ا�&)د ا�

    ( ) kf x    ,	�� ����8>�� ؟=
) 0) �&�د�� �	���س -هـ )1∆ �9
9�	� ( )fc �;8	S�% �   .1 �9) ا��RL9 ا�8

�&��8 ا�)ا��  h $	� �%�&ا�� [ ) ���&��رة 1 ; +∞] ) ( )xex fh )  و = )hc   
 Y��+= ا�	ا��& �% ��  . ����	;� ا����

   .h @�/ 0)ول ���5ات ا�)ا�� -   أ
) 0) �&�د�� �	���س - ب )2∆ �9
9�	� ( )hc �;8	S�% �   .1 �9) ا��RL9 ا�8
)�  ار:= آc �- 0ـ )1∆ ، ( )2∆ ، ( )fc و ( )hc Y��+= ا�	ا��& E\� �% .  

 /
  :  ا�

   :+∞ إ�$ (9� x�� �Zول g ,+�ب �;��� ا�)ا�� -أ 
:  ��� أن 

∞+→
∞+=

x
x2 lim  و  

∞+→
∞+=

x
xlnlim  ن^%   :( )

∞+→
∞+=

x
xg lim  

   :g درا:� ا���6 �5ّ�� ا�)ا�� -ب 

) ,+�ب  )xg′  : /أ0/ آ ��x�� [ [∞+ ; 1 ، ( )  12 xxg +=′.   

) إ@�رة  )xg′:   

] ��xأ0/ آ/  �� [∞+ ; 1 ، 0 1 >x 29�12 0:   و >+ x �):  و�����8 ) 0>′ xg  

] �8>ا�)ة ����� �	$ ا����لgا�)ا�� :  إذن  [∞+ ; 1.   
] �� x ����ن أ�2 �� أ0/ آ/-0ـ  ) %^ن 1 ; +∞] ) 0≠xg:   

] �8>ا�)ة ����� �	$ ا����لg ��� أن ا�)ا��  ) و 1 ; +∞] ) 21 =g ، 2��+7898 أ   

( )  ,  ; jiO
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] ��x �� أ0/ آ/ [∞+ ; 1 ، ( ) 2≥xg �):  و�����8 ) 0≠xg.   

) ����ن أ�2 ���� آ���8 -أ  )xf  /�fا� $	�( )
x
x

x
x

xf
ln

ln

  2

6

+
=:   

] ��x �� أ0/ آ/ [∞+ ; 1 : ( )
( )

( ) x
x

x
x

x
xx

x
xx

xx
xxf

ln

ln

ln

ln

ln
ln

  2

6

  2

6

  2

6  

 

 

+
=

+
=

+
=  

) ,+�ب -ب )
∞+→x

xf lim:   

 �9�(�   :( )
x
x

x
x

xf
ln

ln

  2

6

+
:   و�&	= أن =

∞+→
=

x x
x 0 ln lim 29�و   :( )

∞+→
=

x
xf 0 lim  

9� :  اW:�898ج 
)ا��9 )fc 28&�د��ي Gا� =�L8+ا�� /�L� 0=y  )  ر : أي�
�  

 /Sرب �2 )   ا�\�ا�L� =�L8+�.  
   :f درا:� ا���6 �5ّ�� ا�)ا�� -0ـ

) ,+�ب  )xf ] ��x�� أ0/ آ/ : ′ [∞+ ; 1 ، ( ) ( )
( )

 
2 

 12...
2ln

ln1

xx
x x

f
+

== −′   

) إ@�رة  )xf )إ@�رة  : ′ )xf xln1 ه� أ@�رة ′   :  و�29 ا�7M�89 ا�����8 −
  ( ) 0=′ xf   [%��� 0ln1 =− x   29�1: وln =x �ex:   و�����8 =                     
  ( ) 0>′ xf   [%��� 0ln1 >− x  29�و  :[ [  ; 1 ex∈           
  ( ) 0<′ xf   [%���  0ln1 <− x   29�و :] [∞+∈  ; ex                     
] �8>ا�)ة ����� �	$ f ا�)ا�� :إذن   [  ; 1 e $	� ����� �TB�98�و ] [∞+ ; e.   

   :f 0)ول ���5ات ا�)ا�� - د
 ( ) 01 =f  

 ( )
e

ef
21

6
+

=  

   
   

x 1 ∞+
− +0

e

0 0

( )xf

( )xf ′

e21
6

+
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  �L�L

��L� e/ ا��&�د�� �Bk= ا�&)د ا�� ( ) kf x = ��<���8� ��	, :  

�+7898 أ�(9� 2�� f �� 0)ول ���5ات ا�)ا��  





+∈ ek

21
   %^ن ا��&�د��  0  ;  6

 ( ) kf x = ��<���8� ��	, /�L� .  
) �&�د�� ا����س -هـ )1∆ �9
9�	� ( )fc �   :S�%1	8;�  �9) ا��RL9 ا�8

9� ا����/ �)ا��  : �Gآ�� 
  : ه� a �9) ا��RL9 ذات ا�\�S	� f�&�د�� ���س ا��9
 ( ) ( ) ( )afaaf xy +−= ′ .  

) �&�د��  )1∆ /�fا� ��  :( ) ( ) ( )afaaf xy +−= ′ .   e�,:    
 ( ) ( ) 01 == faf   َو ( ) ( ) 31 == ′′ faf  29�و  :( ) 013 +−= xy.   

) �&�د�� ا����س : إذن  )1∆ �33 ه −= xy.   

   :h 0)ول ���5ات ا�)ا�� -أ 

] ��x �� أ0/ آ/ [∞+ ; 1 ، ( ) ( ) ( ) ( )xxxx eeeex ffh ′′′ ×=′×=        

) إ@�رة ) xh′إ@�رة �) ه ) xef ) وإ@�رة ′ ) xef ) �� إ@�رة ′ )x−1  نV  :  

 ( ) ( ) ( )
( )2 2

1 12 
 x

x

ex
xex fh

+
−== ′′   

�� ، 2�] ��xأ0/ آ/  �+7898 أ [∞+ ; 1  ، ( ) 0≤′ xh .   
   

( ) ( )
e

efh
21

61
+

==  

  
  
  
  
  

) �&�د�� ا����س - ب )2∆ �9
9�	� ( )hc �;8	S�% �   :1 �9) ا��RL9 ا�8
) �&�د��  )2∆ /�fا� ��  :( ) ( ) ( )ahaah xy +−= ′ .  e�,:   

 ( ) ( ) ( ) eefhah
21

61 )و  ===+ ) ( ) ( ) 00      1 =×=×== ′′′ eee fhah  

) �&�د�� ا����س :إذن   )2∆ �ey ه
21

6
+= .   

x 1 ∞+
−

( )xh

( )xh′

e21
6

+

0
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) ر:= -0ـ  )1∆ ، ( )2∆ ، ( )fc و ( )hc :   

  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 ) �	�م ������� : ا�f&��   .  ��2008ر�� ���(   : 5�
	�ل �����  
Ι- ��8 ا�)ا�� ا�&)د��&� f �L�L
] ا��&�%� �	$ ا����ل x �	���58 ا� [∞+−    آ��2 ; 

 �	�  :( ) ( ) 1 ++= −xexx baf e�,  :a و b ن��L�L, دان(� .  
( )fC)ا��	/ ��ا��� �9
� ا��+�8ي ا��9+�ب إ�$ ا��&	= ا��8&��) وا����8�f Eا��9%   

   .cm 1و,)ة ا��Rل                  . 
 - �8��B ��ّ� a و b �RL9ن ا���� e�
� ( )1 ; 1−A �9
�89� إ�$ ا��9� ( )fCو   

   .−e �+�وي A  �&��/ ��2�0 ا����س �9) 
ΙΙ-��8 ا�)ا�� ا�&)د��&� g�L�L
] ا��&�%� �	$ ا����ل x �	���58 ا� [∞+−    آ��  2 ; 

 �	�  :( ) ( ) 1 1  +−−= −xexxg و  ( )gC Y��+= ا�	ا��& E\� �% ��   ����	;� ا����

) �ّ�� أن  )
∞+→

=
x

xg 1 lim ����Gآ� أن . (  و%ّ+� ه6G ا����89 ���
∞−→

=
u

ueu 0  lim(   

  . ، <= أ�f] 0)ول ���5ا�;� g ���5 ا�)ا�� ادرس ا���6 
  �9
)�ّ�� أن ا��9 )gC ف�R&���RL ا /�L� I �;��>إ,)ا ���&� *	R� .  

( )  ,  ; jiO

x

y
( )1∆

( )2∆

( )fc

( )hc
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  �9
)اآ8* �&�د�� ا����س �	�9 )gC �RL99) ا�� I.   

)ار:=   )gC.   

 H  $ ا����ل	ا�)ا�� ا�&)د�� ا��&�%� �[ [∞+−  ; 2 �    : آ�� �{�

   ( ) ( ) xexxH −+=   βα  e�,  :α و β ن��L�L, دان(� .  
 - ��ّ� α و β ن��� e�
� H ا��(	� ��	Sدا�� أ :( ) 1−xx g֏  
   .0 وا�8� �9&)م �9) ا�g ���L ا:7898 ا�)ا�� اSV	�� �	)ا�� - 

ΙΙΙ- ��8� K $ ا����ل	ا�)ا�� ا��&�%� � [ [∞+−  ; 2 �) : آ�� �{� ) ( )2xx gK =     
  .  <= @�/ 0)ول ���5ا�;� K ��:8&��ل ��L8f دا�� ��آ�� ، �ّ�� ا���6 ���5 ا�)ا�� 

/
   :  ا�
Ι- �8��B ���&�  a و b:   

 �RL9ا� ( )1 ; 1−A �9
�89� إ�$ ا��9� ( )fC 6�9&�  :( ) 11 =−f  

):  �&e− 6�9 �+�وي A �&��/ ��2�0 ا����س �9)  ) ef −=−′ 1  
 �9�(� : ( ) 11 =−f 29�و  :( ) 11 =++− eba �ba:  و�����8 =  

):  و�)��9  ) ef −=−′ 1  e�, : ( ) ( ) xx exex baaf −− +−=′    
):  و�29  ) 1−=+−− baa   7898 أن+�: 1−== ba  

):  و�	�2 %^ن  ) ( ) 1 1  +−−= −xexxf  

ΙΙ- ن أن����  ( )
∞+→

=
x

xg 1 lim :   

�  �9�( :( ) ( ) 1  1 1   +−−=+−−= −−− xxx exeexxg   

�&	= أن   :( )
∞+→

=− −
x

xex 0 lim نV  :
∞−→

=
u

ueu 0  lim  و   ( )
∞+→

=−
x

xe 0 lim  

) :و�29   )
∞+→

=+−=
x

xg 1100 lim  

  ���  : �\+�� ه6G ا����89 ���
9� y=1ا��+�L8= ا�Gي �&�د�28  
) �+ =�L8��Lرب �	�9 )gC  (9�∞+.   

   : gدرا:� ا���6 �5ّ�� ا�)ا��  

): ا���L8f ,+�ب  - ) xexxg −=′    
   :  إ@�رة ا���L8f  درا:�-
] ( ) 0=′ xg  [   [%���]0=x   [   
] ( ) 0>′ xg   [    [%���]0>x      [       َو]( ) 0<′ xg  [    [%���]0<x   [   
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] �	$ ا����ل  ����� �g�TB�98ا�)ا��  ] �	$ ا����ل  �����و�8>ا�)ة −2; 0[ [∞+ ; 0  
   :0g)ول ���5ات ا�)ا��  -
  ( ) 00 =g  
  
  
  
  
  

  �9
)����ن أن ا��9 )gC ف�R&���RL ا /�L� I:   

   وإذا  ��B /0x	� ��L8@cق ����� �	$ ���ل �\�8ح �g�f إذا آ��` ا�)ا�� : �Gآ�� 

) ���5ة إ@�ر�;� %^ن ا�0x �RL9 ا�&)�` دا�8;� ا���L8f ا������ �� أ0/ )( )000  ; xx gM      
9� ا����/ �	)ا�� 
��RL ا�&�Rف �	�9 �   .g ه

 �9�(� : ( ) xexxg −=′ ):    و�29   ) ( ) xexx  g −−=′′ 1  
g ا�)ا��  10 �9&)م �� أ0/ ′′ =x �RL9ن ا�^% �) ���5ة إ@�ر�;� و�����8 )( )1 ; 1 gI   

):  أي  )121 ; 1 −− eI �9
��RL ا�&�Rف �	�9 �) ه )gC.   

 �9
) آ���8 �&�د�� ا����س �	�9 )gC �RL99) ا�� I:  

 �RL9ا� �exey:  ه� I �&�د�� ا����س % 311 −+=  

 �9
) ر:= ا��9 )gC:    

  
  
   
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

x 2− ∞+
( )xg ′

12 1 e+
( )xg

−

0

0
+0

1=y

I
O

( )gC
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  ���&�α و β�
) دا�� أS	�� �	)ا�� eH ���ن  � ) 1−xx g֏:   
 H ا��(	� ��	Sدا�� أ ( ) 1−xx g֏ 6�9&�  :( ) ( ) 1−=′ xx gH   

):  و�29  ) ( ) xx exex −=− −−+−−  1   αα β  

�+7898 أن  �L��R1:  و����=α2  و=β  2�	و�: ( ) ( ) xexxH −+=  2   
   :0 وا�8� �9&)م �9) ا�g ���Lا:�898ج ا�)ا�� اSV	�� �	)ا��  

  �9�(� :( ) ( ) 1−=′ xx gH 29�و  :( ) ( ) 1+′= xx Hg  
  :  �� ا�L /�f ه� ا�)وال g و�����8� %^ن ������ ا�)وال اSV	�� �	)ا�� 

 ( ) ( ) cxxx HL ++= Q� r∈c و��� أن   :( ) 00 =L 7898 أن+�  :2−=c  

) :إذن   ) ( ) 2 2   −++= − xexx xL  
ΙΙΙ- ا���6 ���5 ا�)ا�� ���&� K :  
) :�Gآ��     ) ( ) ( )[ ] ( )xvxvuxvu ′′′ ×=�  

):  و�	�2  ) ( ) ( ) 2322 2 xexxxx gK −=×=′ )إ@�رة  ( ′′ )xK   )xه� إ@�رة ′
  

  : K 0)ول ���5ات ا�)ا�� 
  
  
  
  
  
   ) ���� �	�م ���: ا�f&��   .  �����2008ر�� (   : �����6 �
	�ل  

 �9
) ا��9 )C ا��(	� ��   ا����L/ ه� ا��8��/ ا����
[ ا��&�%� �	$ ا����ل g ا�&)د�� [∞+−  ; 1   

 �):  آ�� �{� ) 133 23 −++= xxxxg  

   �L� gاءة ������ @�/ 0)ول ���5ات ا�)ا�� -أ 

) و,ّ)د  )0g وإ@�رة ( )
2
1g.   

� - بL�L, و�0د �)د /	� αا����ل ��   

  ] [
2
1 ; 0  YL
�  :( ) 0=αg   

) ا:7898 إ@�رة - 0ـ )xgا����ل $	�] [∞+−  ; 1  

x 2− ∞+
( )xK ′

14 51 −− e( )xK

−

0

0
+0

( )C
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 f $ ا����ل	ا�)ا�� ا�&)د�� ا��&�%� � �[ ه [∞+−  ; 1 ��}� ��� :  

( )
( )2

23

1

233

+
+++=

x
xxxxf و���� ( )Γ (��&8� =	&� �% ��  ����	;� ا����


YL أ�2 �� أ0/ آ/ - أ� x ا����ل �� ] [∞+−  ; 1 : ( ) ( )
( )31+

=′
x

xx g
f  

 �ّ�� دون ,+�ب - ب
( ) ( )

α α
α

→ −
−

x x
x ff

 lim ���  . و%ّ+� ا����89 ���

):  ا,+* - 0ـ )
> −→ 1

 lim
x

xf   َو  ( ) ( )[ ]
∞+→

+−
x

xxf 1  lim ���  .  و%ّ+� ا���8��89 ���

   . f @�/ 0)ول ���5ات ا�)ا�� - د

  Go}�26.0≈α .ور -أ(� ��ّ� ( )αf $210 إ�−.   
9� - ب
) ار:= ا��9 )Γ.   

) اآ8* -أ  )xf /�fا� $	�  :( )
( )21+

++=
x

xx b
af e�,  a و b   

  . �)دان ,��L�Lن 
[�	$ ا����لf ا�)ا�� اSV	�� �	)ا�� F �ّ�� - ب [∞+−  ; 1 YL
� �) وا�8 ) 21 =F  

/
   : ا�
   :g 0)ول ���5ات ا�)ا�� - أ

  ( ) 10 −=g  و  ( ) 0
2
1 >g   

  
  
  

    :α �&	�/ و�0د ا�&)د - ب
  
  �R:�8ا�� =�Lآ�� ����ه�9 ا�G�:  

 `�] دا�� �+��8ة �	$ ا����ل g إذا آ� ]ba )  وآ�ن  ;  ) ( ) 0<× bgg a (0�� 2�^%   
 �L�L, د(� /BVا $	� c��� ر�T
� a و b e�
�  ( ) 0=cg.   

] ر���� ����� �	$ ا����ل g وإذا آ��` ا�)ا��  ]ba   . و,�)ا c ���ن ا�&)د  ; 

g $	� ����� 8>ا�)ة���8ة و+� [ ]
2
) و  0 ; 1 ) ( ) 00

2
1 <× gg�9ه���و,+*   =�Lا�    

( )  ,  ; jiO

x 1− ∞+
( )xg ′

2−

( )xg

+
∞+

+
α

0
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 �R:�8ا��  �L�L, 7898 و�0د �)د+�α ا����ل ��و,�)  ] [
2
1 ; 0  YL
� :( ) 0=αg  

9� : ه9):��   
)ا��9 )C �;8	S�% و,�)ة �RL� �% /Sر ا�\�ا�
� QRL� α.   
) ا:�898ج إ@�رة - 0ـ )xg                                      :   
] ( ) 0=xg   [    [%��� ]α=x[   
 ( ) 0>xg   [%��� ] [∞+∈   ;αx    َو     ( ) 0<xg  [%���  ] [ ;1 α−∈x  
  
  
  

[ �� ا����ل x ا�8
YL أ�2 �� أ0/ آ/ -أ  [∞+−  ; 1 ، ( ) ( )
( )31+

=′
x

xx g
f:   

[�ل  �� ا���x �� أ0/ آ/  [∞+−  ; 1:   

  

( ) ( )( ) ( )( )
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x
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xxxxxxx

x
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 �&���  -ب
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α α
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x x
x ff

 lim  : 
( ) ( ) ( ) ( )

( )
0 lim

21
==′=

−−
−

→ α
αα

α
α

α
g

f
ff

x x
x

  

    
  ���9�: �\+�� ا����89 ���
)ا��9 )Γ �RL99) ا�� /�L� ( )( )αα fA    ���:� ��ازي   ; 

 /Sر ا�\�ا�
� /��, .  
)ب  ,+�-0ـ )

> −→ 1
 lim

x
xf:   

( ) +∞=
> −→ 1

 lim
x

xf 29�و  :( )Γ 28&�د��ر�� �L� ���L8+� /�L� 1=x.   

),+�ب   ) ( )[ ]
∞+→

+−
x

xxf 1  lim:   

( ) ( )[ ] 01  lim =+−
∞+→x

xxf 29�و :( )Γ28د��&� cM�� ر���L� ���L8+� /�L� 1+= xy  

+
α ∞+1−
0

x

( )xg −
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   : f 0)ول ���5ات ا�)ا�� -د 
 ( ) +∞=

+∞→x
xf lim  

 �9�(�  :( ) ( )
( )31+

=′
x

xx g
f ن إ@�رة^% �f  و�����8 )ه� إ@�رة ′ )xg .  

  
  
   
  
  
  
  

) �&��� �)ور -أ  )αf $210 إ�−  : ( ) 89.126.0 ≈f  
9� -ب 
) ر:= ا��9 )Γ:  /�fا� �m�  ا

) آ���8 -أ  )xf /�fا� $	� ( )
( )21+

++=
x

xx b
af:   
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2 1

212

1
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+
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+
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x

bb aaaab
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 �L��Rو�� ( ) ( ) baaa xxx ++++++ 212 23 Q�   233 23 +++ xxx  
 $	� /T
�  :1== ba  

) :و�29   )
( )21

1
1

+
++=

x
xxf  

 �m,c� : ��  . ���� ا:8&��ل �oارز��� ا�L+�� أو �oارز��� ه�ر
  
  
  
   :F �&��� -ب
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( )21

1
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x
xxf 29�و  :( ) c

x
xxxF +
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1

1
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1 2  
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1 1 
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−+× c 7898 أن+�   :1=c   
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):  إذن  ) 1
1

1
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1 2 +
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−+=

x
xxxF  

 �9
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