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ر�� 1ر�� ا������  2011  
  )إ��اد ا����ذ �	اب 
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� 2010ا����ب ����	ر�� (   :ا"ولا������  �   ) �#	م ! ���

 $% &'  �� ا���اد ا���آ��	� )c �  6  010 : ا��*�د�
2 =+− zz.   


3  ا���*�(� وا��*#1 ا��0.	ب إ�/ ا� %$ ا��.�	ي  � ��  ���*
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 ��izA ا�#��� 8'��6ه�� B و A ا��560 −= izB و    3 += 3 .   

 ��� وزاو��= A ا��وران ا�;ي (�آ:r 9 و�
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�� أن ا������ ا���آ�� �#�وران - ّ� r $ه  :iziz 42 −+=′.   
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 G#Hا�� �*��I J�01 ا��K BCD.   

 ( Bac Pondichéry Avril 2010 ) :ا�&�%$ ا������  

     .                      (:ود ��*#1 (�*�(� و(� �
3  ا��MNء
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 =� $5��& و�H�! 1 ا�;ي�):   ا��.�6 )
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 32    =+− zyx  ،  6232    =−+ zyx  َ1244   و    =+− zyx  

 �56� (��Yآ
��C� 3 أي � .  
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)(*�د�� �#�.�	ي   )ABC $1:  ه =+ zx.    


*��� ا�60]   :( )3 ; 1 ; 1−A ، ( )0 ; 1 ; 2 B و ( )5 ; 1 ; 4 −C .  
�560#�� C ا�560�  ���� ا����ر� TOآ�� A و B.   

      ( Bac Centres Etrangers Juin 2010 S ) :ا������ ا�&��'  

  ����f /#� �] ا��ا�� ا�*�د�� ا��*�% ):  �ــ 0 ; +∞] )  
1

56
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x

xf   

] �#/ ا�� �ل f ادرس ا! �9 !�ّ�� ا��ا�� - أ [∞+ ; 0      .   
] '& %$ ا�� �ل - ب [∞+ ; 0�) ا��*�د� )  xxf = :)���� &Fإ�/ ا� :)�
 ، α.   
�� أ
= إذا آ�ن - Oـّ� [ ]  ; 0 α∈x ن_% ( ) [ ]  ; 0 α∈xf.   

�� أ��M أ
= إذا آ�ن ّ� [ [∞+∈  ; αx ن_% ( ) [ [∞+∈  ; αxf.   

 ( )nu ــ� �%�*) �� ��د������) :  

 00=u $*��I آ& ��د &Oو(� أ  n ، ( )
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5
6  1 +

−==+
n

nn u
uu f.   

)               ، ا��.�6�1    ار�1 %$ (*#1 (�*�(� و(� �
3- أ     ا�;ي (*�د��= ∆(
    xy =   $0F0وا��( )c �    . f ا���H& �#�ا�

  - ، E��.ود  ����*��ل ا���1 ا��Fو��ون '.�ب ا� &Dا	Nر ا�	F) &)�' /#� &H)  
    0u، 1u، 2u  ، 3u 4  وu.   
� -ب ���0 '	ل ا! �9 !��� ا�������`! Qa ( )nu و �C��6ر!.  

�*$  أ
= (� أO& آ& ��ه� �����اQO- أ�I د�� n،  α≤≤≤ +    0 1 nn uu.   
� -     ب�) ا��J�0 أن ا������ )nu �C���C
 V.'1 اK �  . (��6ر�

� (  :ا������ ا��ا�)  �      )�2010#	م ! ���

  �
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  �    �O &�b 1Kول آ& ( �ل (� ( ��$ !*��f /#� �CNادرس ا! �9 !�ّ�� ا��ا�
  �C!ا��ّ�!.  

��  -أ ّ� $0F0أن ا��( )fC��#c�) ���� (�6ر���6�.) &�6� ( ) و∆( )∆′  ��C�   (*�د��

 V�xy:  �#/ ا���! =+1  و = xy.   
� -ب�*aادرس و ( )fC �) &إ�/ آ ��.0��� ( ) و∆( )∆′.   

 �) أK�d أن ا�560 )2
1 ; 0 ω $0F0�#� �e�0! :ه$ (�آ ( )fC.   

�� أن ا��*�د��  - أّ�( ) 0=xf &�6!  ��#'α و β G�'  :12ln << α  
3.14.1و    −<<− β.   

) ه& !	�O (����ت �0F0�#$ - ب )fC 1�) !	ازي ا��.�6    ؟∆(

) ار�O - 1ـ ) و∆( )∆′ $0F01 ا��K ( )fC.   
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��ن أن ا������ ا���آ�� �#�وران �! r $ه iziz 42 −+=′:   
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   : ا������ ا�&�%$

] �#/ ا�� �ل f درا�� ا! �9 !�ّ�� ا��ا�� -أ  [∞+ ; 0  :   

] (� ا�� �لx (� أO& آ& [∞+ ; 0 ، ( )
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 �] (�:ا��ة !��(� �#/ ا�� �ل f و�#�= %_ن ا��ا� [∞+ ; 0 .   
] '& %$ ا�� �ل -ب  [∞+ ; 0 �) ا��*�د� ) xxf =:   

 ( ) xxf =  m%���  x
x

=
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2  015:   و(0= 56 =−− xx  

�� (����:�� ه�� ∆=29 (�ّ�: ه;9 ا��*�د�� ه	 #' &�6! �  : و������$ %_ن ا��*�د�
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 925 1
−=x  و  
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 925 2

+=x ��� ،  [ [∞+∈  ; 0x &Fن ا�_% =�   و�#

 �) ا�	'�� �#�*�د� ) xxf  ه	 =
2

 925 +=α.   

��ن أ
= إذا آ�ن -Oـ�! [ ]  ; 0 α∈x ن_% ( ) [ ]  ; 0 α∈xf:   
] إذا آ�ن  ]  ; 0 α∈x  ن_%( ) ( ) ( )[ ]  ; 0 αfff x ∈ �   (�:ا��ة !��(�  f �ن ا��ا�

] �#/ ا�� �ل  ) :و
*#1 أن  .  0 ; +∞] ) 1 
10

560 =
+

−=f  و  ( ) αα = f    

):  و������$  ) [ ]  ; 1 α∈xf ��� ، :[ ] [ ]  ; 0  ; 1 αα ⊂ =�):  و�# ) [ ]  ; 0 α∈xf   
] إذا آ�ن : إذن  ]  ; 0 α∈x ن_% ( ) [ ]  ; 0 α∈xf.   

��ن أ
= إذا آ�ن �! [ [∞+∈  ; αx ن_% ( ) [ [∞+∈  ; αxf:   
] إذا آ�ن  [∞+∈  ; αx أي  :α≥x ن_% ( ) ( )αff x ≥ �   (�:ا��ة  f �ن ا��ا�

] !��(� �#/ ا�� �ل  ): و
*#1 أن  .  0 ; +∞] ) αα = f $������و   :( ) α≥xf    
):  أي  ) [ [∞+∈  ; αxf.   
] إذا آ�ن : إذن  [∞+∈  ; αx ن_% ( ) [ [∞+∈  ; αxf.   
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��-ب�`! Qaو  ��) '	ل ا! �9 !��� ا������ )nu و �C��6ر!:  
 ��) (� ا��Y& ���� أن 
`ّ�� أن ا������ )nu ا�*�د 	F
 �  α (�:ا��ة !��(� و(��6ر�

56� !QI�6 ا��.�6�α 1ا�*�د  ( 
 �#D�% 	ه ( )∆ $0F0ا�� Q) ( )c(   

�*$  أ
= (� أO& آ& ا���ه�ن �����اQO-أ �I د�� n،  α≤≤≤ +    0 1 nn uu:   

  $�.
np  ��D�`ا� ″  $*��I آ& ��د &Oأ �)n  ،  α≤≤≤ +    0 1 nn uu  ″  

�FD �) E6F0 ا��p :    

  �0���  :α≤≤≤    0 10 uu أي  : α≤≤≤  1  0 0  �66F) $وه  .  
�0p:إذن  F�FD .   


�Nض أن np أي �F�FD : α≤≤≤ +    0 1 nn uu  

�و
��ه�   FD
1+np أي  :α≤≤≤ ++    0 21 nn uu .  

 QOا���ا ��a�% �)  �0��� ،: α≤≤≤ +    0 1 nn uu �   (�:ا��ة !��(�  f و��� أن ا��ا�

]  �#/ ا�� �ل ):  %_ن 0 ; +∞] ) ( ) ( ) ( )αffff nn uu ≤≤≤ +    0 1   

≥≥≥≥α:   و������$  ++    10 21 nn uu   
 ) ( ) 1 0 =f  ، ( ) αα = f ، ( )nn uu f  1 )  و += )12   ++ = nn uu f(    

4u3u2u1u0u x

y

( )∆

( )c
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:  و(0= 
1+np �F�FD .  

�*$ & آ&(� أO :إذن  �I د�� n،  α≤≤≤ +    0 1 nn uu.   
� -ب�) ا����0ج أن ا������ )nu �  : (��6ر�
  ��� (��6ر�� :!;آ�� و(�Fودة (� ا��#/ ه$ (�����  .  آ& (����

 ، =

� أ�Oو E��.ال ا�p.آ& (� ا� &Oأ �)$*��I د�� n،  α≤≤≤ +    0 1 nn uu   

 ��) وه;ا �*0$ أن ا������ )nu �  . (�:ا��ة و(�Fودة (� ا��#/ ، 
.�J�0 أ
�C (��6ر�

  ��� ا��������C
)'.�ب  )nu:  ض أن�N
 ( )nu $6�
F	 ��د '6 �  L (��6ر�

:  و(0=  
∞+→∞+→ + ==

nn
Lnn uu 1  lim  lim /#� &UF
  ،  :

1 
5

6  1 +−=+
n

n u
u  

:   و������$ 
1  

5
6  +−=

L
L أي  :( ) LLf =  


.�J�0 أن- ب -  و(� ا�.pال  :  α=L .  
 :إذن  

∞+→
=

n nu α  lim )   E��.ا� ��� ا��`�FD آ�p� ه;ا(    

  
   :ا�&��'ا������  

  T�FD  

 $�.
 ( )D =� $5��& و�H�! 1 ا�;ي�):  ا��.�6 )
13
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 ( )3 ; 2 ; 1  −u 1��= �C;ا ا��.�6O	! ع�*b 	ه .  
 $�.
) و )P =� �032:  ا��.�	ي ا�;ي (*�د�    =−+ + zyx   

 ( )1 ; 2 ; 1  n ي	ا ا��.�;C� $�e�
  . ه	 b*�ع 
 �0���  :( ) 0132211   . =×+×−+×=vu =0)و    :    vu ⊥  

1�
.�J�0 أن ا��.�6  ( )D ي	ازي ا��.�	� ( )P.   

6� أ�Sى  ��I :  

 QI�6! [6
 �� GF�0� ( )D و ( )P �  :       وذ�F� s& ا� �#
  

 �) ��0 '& ا��*�د� ) ( ) ( ) 313 22 2  =−+−++ ttt �� �HF� t � 
  :31=  
 &�F�.) 1.   وه;ا�
.�J�0 أن ا��.�6( )Dي	و ا��.� ( )P �
��Y) �56آ ��C� 3�� .  
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)ا��.�6�1  : إذن  )D ي	ازي ا��.�	� ( )P.   

  mI�S  

QI�6! [6 ا��.�	��ت  �� GF�#� ( )P ، ( )P′ و ( )P ′′ �
6	م �F& ا� �# :  
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�� %$ ا��MNء �	�.) QI�6! ة��Sا� �  ا��.�6�1 %$ ا��MNء (*ّ�ف  (  !�H& ه;9 ا� �#
 ��*I�6�) ���	�.�� ����� (*�د���� د���ر!#� � . (  

) �#�.�	��ت : إذن  )P ، ( )P′ و ( )P 6���Y) 1ك ′′�.) .  
  T�FD  

 ���� ( )D $5��#= ا�	�H�! 1 ا�;ي�):         ا��.�6 )
32

    1
23

−=
∈+=

+−=

tz
tty
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r  

 ���) و� )D′1 ا���#= ا�	��5$  ا��.�6H�! ي;:  ( )
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   2 2
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r  

 ����
QI�6! [6 ا��.�6 �� GF�#� ( )D و ( )D′ �
6	م �F& ا� �# ، :  
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   221
7223
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+=+
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′
′
′

tt
tt
tt

 .      � 
 �� �C;9 ا� �#�
�Hا�و�/ وا� ��  : (� ا��*�د��

 1−=t 1  و−=′t $% �����
UF& �#/   و��*	�k ه�!�� ا�6 �H��Hا� �   ا��*�د�
 55 66� دو(� −=−F) $أن . وه J�0�.
  ����)ا��.�6 )D و ( )D′  �*I�6�) ن  

56� !��C*I�6 ه$ 
) و ) 5 ; 0 ; 5 −A.   
6���ن ا�:  إذن �.�( )D و ( )D′ �*I�6�)ن.   

 T�FD  
  �0��� :( ) 2 ; 4 ; 2 −AB  و  ( )4 ; 4 ; 4 −−AC   

  ����*Yأن ا� Taوا AB و AC$6�
= � 8	�O ��د '6� ��5S ��5�!�) ��v k  
 G�F� ABAC k = [60وه;ا �*0$ أن ا� A ، B و C $C% ، ���.d %$ ا���6(�   

 ��	�.) ��ّ*! ( )ABC.   
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� أ�Sى CO �)   :( )ABCA∈ 1 12 �ن =+−  ،    
 ( )ABCB∈ 1 10 �ن )   و  += )ABCC 3 12 �ن ∋ =−    

��ت آ& (� ا�60] Kأي أن إ'�ا A ، B و C�+= E6F!  1 ا��*�د� zx.   
+= 1 : إذن  zx ي	�.�#� �) ه$ (*�د� )ABC.   

  mI�S  
  ��� C و A ، Bا�B 9�0*)  :  [60 و TO�) A ا��560�� C: !;آ�  .  %$ ا���6(

 �0���  :( )2 ; 2 ; 3 −−CA  و  ( )5 ; 2 ; 2 −−CB.   
  ����*Yأن ا� Taوا CA و CB$6�
= � 8	�O ��د '6� ��5S ��5�!�) ��v k  

 G�F� CBCA k = [60وه;ا �*0$ أن ا� A ، B و C ���.d %$ ا���6(� .  
 �
.�J�0 أ
= 8 ���� ا����ر ا�560 C ���560#� TOآ�� A و B .   

  
    : ا������ ا��ا�) 

)ب �'. -أ  )
∞−→x

xf lim :  


*#1 أن   
∞−→

=
x

xe 0  lim  =0)و 
∞−→

−=
−x xe

1
1 

1
   lim .   إذن:  ( )

∞−→
∞−=

x
xf lim  

) ب�'.  )
∞+→x

xf lim:       


*#1 أن   
∞+→

+∞=
x

xe  lim  =0)و 
∞+→

=
−x xe

0
1 

1
   lim .   إذن :( )

∞+→
+∞=

x
xf lim                                               

� ا��ا�� -ب ��C
 V.' f �0� 0 :  ( )
>→

−∞=
0

  lim
x

xf  و  ( )
<→

∞+=
0

  lim
x

xf  

 ��)�0F0�#$  ه	 (.�6�1 (�6رب x=0ا��.�6�1 ا�;ي (*�د��=  :  ه��0 )fC.   

��ادر  �  : f ا! �9 !�ّ�� ا��ا�
 �� ��6�bZق �#/ آ& (� ا�� ���� f ا��ا�#��g ] [ و −∞ ; 0 ] [∞+ ; 0 ،    

) ، x�) ∗r و(� أO& آ& )
( )

0  
 1 

1 2 >
−

+=′
x

x

e
exf .   

[ (�:ا��ة !��(� �#/ آ& (� ا�� ���� fا��ا��  و������$ %_ن  [ و −∞ ; 0 ] [∞+ ; 0   
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   :�O fول !�ّ��ات 
  
  
  
  
  
  
  

��ن أن ا��-أ �!  $0F0( )fC��#c�) ���� (�6ر���6�.) &�6� ( ) و∆( )∆′:   

 ��� آ�� �#$ f إذا آ�
d ا��ا�� : !;آ%�*)   :( ) ( )xxx baf ϕ++=d
     وآ�
 ( )

∞+→
=

x
x 0 lim ϕ1  ا�;ي (*�د���baxy=   %_ن ا��.�6 += &c�) 1 (�6رب�    ه	 (.�6

  �    .+∞ �0F0�#�f �0$ ا���H& �#�ا�

  �0���: ( )
1 

1

−
−= xe

xxf  و��� أن  :
∞+→

=
−

−
x xe

0
1 

1
   lim 1�) %_ن ا��.�6 )∆  

xy ا�;ي (*�دا!=  $0  (.�6�1 (�6رب (�c& ه	 =F0�#�( )fC �0�∞+.    

:  و��� أن 
∞−→

+=
−

−
x xe

1
1 

1
   lim  1�) %_ن ا��.�6 =+1 ا�;ي (*�دا!= ′∆( xy  	ه   

 &c�) 1 (�6رب�6�.)  $0F0�#�( )fC �0�∞−.    

� -ب�*aو �) درا� )fC /إ� ��.0��� ( )∆:   

) ، x�) ∗r (� أO& آ& )
1 

1

−
−= xe

xxf =0)و  :( )
1 

1

−
−=− xe

xxf  

�Nرة ا��bق  و������$ %_ن إ( ) xxf ) ه$ إ�bرة − )1  −− xe ��!xا Jc��0و(0= ا� :  
[ إذا آ�ن -  [ 0 ; ∞−∈x ن	�� ( ) 0>− xxf  =0)و ( )fC ق	% Q6� ( )∆.   

[ إذا آ�ن -  [∞+∈  ; 0 x ن	�� ( ) 0<− xxf  =0)و ( )fC dF! Q6� ( )∆.   

  ��*aو �)درا� )fC /إ� ��.0��� ( )∆′:   

) ، x�) ∗r (� أO& آ& ) ( )
1 

 
1  

−
−=−− x

x

e
exxfق    و������$ %_ن�Nرة ا��bإ   

 ( ) ( )1  −− xxf رة�bه$ إ ( )1  −− xe )   �0ن>xe (  ��!xا Jc��0و(0= ا�:  
[ إذا آ�ن -  [ 0 ; ∞−∈x ن	�� ( ) 0>− xxf  =0)و ( )fC ق	% Q6� ( )∆′.   

x

( )xf ′

( )xf

0
+

∞+

∞+
+

∞−

∞+

∞− ∞−
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[ إذا آ�ن -  [∞+∈  ; 0 x ن	�� ( ) 0<− xxf  =0)و ( )fC dF! Q6� ( )∆′.   

 �) إK��ت أن ا�560 )2
1 ; 0 ω $0F0�#� �e�0! :ه$ (�آ ( )fC:   

 ��  :، ���x�) fD �0 إذا آ�ن (� أO& آ&: !;آ

 
( )

( ) ( )



=−+

∈−

baff

a

xx

x fD

22

2
  

 �) %_ن ا�560 )ba  ; Ω � .f ه$ (�آ: !0F0�#� �e�0$ ا���H& �#�ا�

−∋∗ %_ن x�) ∗r(� أO& آ&:  ����0  rx و ( ) ( ) 1...==−+ xx ff  

  �) و������$ %_ن ا�560 )2
1 ; 0 ω $0F0�#� �e�0! :ه$ (�آ ( )fC.   

��ن أن ا��*�د�� -أ �! ( ) 0=xf ��#' &�6! α و β:   
  :      إذا آ�ن .�1 ا���	�5�  !;آ�� ����ه0� ا�6

      f ة �#/ ا�� �ل���.) [ ]ba    ؛ ; 
      f ا�� �ل /#� �)��! ���] ر! ]ba    ؛ ; 
      ( ) ( ) 0 <× ba ff.   

)ا��*�د��   %_ن ) 0=xf!  ا��[ (� ا�� �ل 6α�Z' & و' [ba  ; .   


z'Z أ
�C (.���ة و(�:ا��ة !��(� �#/ �O �) fول !���ات  [ ]1 ; 2ln   

 sز��دة �#/ ذ� :( ) 30.02ln −≈f و  ( ) 42.01 ≈f   )  22ln =e(    
):  و(0=  ) ( ) 012ln <× ff.   

 �
.�V.' J�0 (��ه0� ا�6�1 ا���	�5� أن ا��*�د� ( ) 0=xf ا��   6! α�Z' &  و'
 G�'  :12ln << α    .   

]��ة و(�:ا��ة !��(� �#/  
z'Z أ
�O �) f�.) �Cول !���ات  ]1.3 ; 4.1 −−   
 sز��دة �#/ ذ� :( ) 075.04.1 −≈−f و  ( ) 071.03.1 ≈−f   

):  و(0=  ) ( ) 03.14.1 <−− × ff.   
 �
.�V.' J�0 (��ه0� ا�6�1 ا���	�5� أن ا��*�د� ( ) 0=xf ا��   6! β�Z' &  و'

 G�'  :3.14.1 −<<− β    .  
  �DZS :�) ا��*�د� ) 0=xf��#' &�6!αو β  G�':  
  12ln <<α   3.14.1  و −<<− β .   

) وO	د (����ت �0F0�#$ -ب )fC ازي	1  !�)ا��.�6 )∆:   
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 �����CC (�.�و��� : !;آO	! Z)�*) ن إذا و%6] إذا آ�ن���  .  ��	ازى (.�6
 1�) ا��GF �� ا������ت ا��$ !	ازي ا��.�6 )∆ �) �pول إ�/ '& ا��*�د� ) 1=′ xf  

:  و(0= 
( )

1  
 1 

1 2 =
−

+ x

x

e
e   $������و: 

( )
0

 1 2 =
−x

x

e
e.   

)  و  x �)∗r ، 0>xe و��� أ
= ، (� أO& آ& ) 0 1 2 >−xe ن_%   �   ه;9 ا��*�د�

 
( )

0
 1 2 =

−x

x

e
e &' �C� 3�� $% ∗r.   

)�ت �! 8 ���) $0F0�#	�O : إذن  )fC 1�) !	ازي ا��.�6 )∆.   

)ر�O -  1ـ )∆  ،( ) و ′∆( )fC :  &�Yا� �n
  .ا

�Yg�0ا�� - د  ��
��  :ا��

 �0��� : ( ) mm xe =− ):   و(0= 1− ) xxx eee mm   1  ×=×− −   

):  و������$  ) xemm  1 ):   و(0= −=×  ) mmmm xe    1 −×=−−   

mm:  أي  xe −×=− ):  و(0= 1    )  1  1  −=− xem =�mxe:  و�#
=

−
−

1

1    

��ا Sوأ  :mx
e

x x +=
−

−
1

): إذن  .  1 ) mf xx += ...  ( )E  

 �) ا��GF �� ��د '#	ل ا��*�د� ) mf xx +=[6
   �pول إ�/ ا��GF �� ��د 
 $0F0ا�� QI�6! ( )fC 1�) (Q ا��.�6 )m∆ =ا�;ي (*�د�� mxy +=.   

)ا��.�6���ت  (  )∆  ،( )  و ′∆( )m∆ =�O	3 (*�(& ا��N
 �C� ن� �    )1 (�	از�
) %_ن m=0 إذا آ�ن -  )m∆ /#� E�50� ( ) و������$ %_ن ∆( )m∆ Q56� 8 ( )fC   


.�J�0 أ    �)ن ا��*�د� )E 8	#' &�6! 8 .  
) %_ن m=1 إذا آ�ن -  )m∆ /#� E�50� ( ) و������$ %_ن ′∆( )m∆ Q56� 8 ( )fC   

 �
.�J�0 أن ا��*�د�   ( )E 8	#' &�6! 8 .  
[ إذا آ�ن -  [1 ; 0∈m ن_% ( )m∆ ��� Q6� ( ) و ∆(    و(	ازي ���C و������$ %_ن  ′∆(

   ( )m∆ Q56� 8 ( )fC �
.�J�0 أن ا��*�د�  ،  ( )E 8	#' &�6! 8 .  

[ إذا آ�ن -  [0 ; ∞−∈m ن_% ( )m∆ Q56� ( )fC ��O	) �C�#D�% وا'�ة �56
 $%   

 �
.�J�0 أن ا��*�د�   ( )E ��O	) وا'�ا Z' &�6! .  
[ إذا آ�ن -  [∞+∈  ; 1m ن_% ( )m∆ Q56� ( )fCوا'�ة �56
 $%    ����� �C�#D�%  
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 �
.�J�0 أن ا��*�د�    ( )E ����� وا'�ا Z' &�6! .  
  

  

  

  

  

  

  
  
  
 
  
  
  
  
  
  

( )fC

( )∆′

( )∆

x

y

ω

( )fC


