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   و    ]     [  متزايدة تماما على المجال      لدالة الأسيةا
    

و    0   
   

    
حسب نظرية القيم   ]   0[هو المجال  ]     [أي صورة المجال       

  ، يوجد عدد حقيقي وحيد ]   0[من المجال   من أجل كل عدد حقيقي  المتوسطة فإنّ 
الوحيد هو العدد الحقيقي      بمعنى        و عليه     بالرمز   لـ  , نرمز    حيث 
  أسيته هي  الذي

 

العدد الحقيقي  0  و التي ترفق بكل عدد حقيقي  ]   0[النيبرية هي الدالة المعرفة على المجال  اللوغاريتميةالدالة 
       حيث     الذي يُرمز له بالرمز 

  لدينا التكافؤ التالي: و من أجل كل عدد حقيقي  0  من أجل كل عدد حقيقي ، 
         تكافئ          

  0  من أجل كل عدد حقيقي ،       
  من أجل كل عدد حقيقي  ،       
   1  1    و      0 
  تقبل حلا وحيدا، هو       دلة ، المعا من أجل كل عدد حقيقي     

 و منه:    هي الدالة العكسية للدالة    الدالة 
 ln و    في معلم متعامد، التمثيلان البيانيان للدالتين 

    متناظران بالنسبة إلى المستقيم ذو المعادلة 
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]0   [

 ]   0[النيبرية متزايدة تماما على المجال  اللوغاريتميةالدالة 

 
0عددان حقيقيان حيث   و    0 أي                 . 

        فإنّ   على  متزايدة تماما    الدالة بما أنّ 

  و من أجل كل عدد حقيقي موجب تماما   و   من أجل كل عددين حقيقيين موجبين تماما  

           تكافئ     
         تكافئ      
     0  1    تكافئ 
     0   0  تكافئ    1 

1 

 في كل حالة، عيّن مجموعة تعريف العبارة المقترحة .1

       4      |   4 |         

   (
   

   
)       3       2           

 أكتب على أبسط شكل كل عدد من الأعداد التالية: .2

                                   
 

   
  

 
2                     

 حل المعادلة و المتراجحة :

      7     2  3   5     1     31  
  

 

           أو  المتراجحة             المعادلة   لحل: 
 0     حيث    الحقيقيةللأعداد   نُعيّن المجموعة 

  و نقبل إلّا الحلول التي تنتمي إلى             أو  المتراجحة             ، المعادلة   في   نُحل

 

3                                   

 حل المعادلة و المتراجحة :

       1    2         1    2   
  

 

                  أو المتراجحة                    المعادلة لحل  
  0     و    0     حيث   للأعداد الحقيقية   نُعيّن المجموعة 
 و نقبل إلّا الحلول التي تنتمي إلى                    المتراجحة  أو                   ، المعادلة    نُحل في  
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              ،  0  و  0  من أجل كل عددين حقيقيين  

  
 [            ]لأنّ        متساويان يكفي أن نبرهن أنّ   و   للبرهنة أنّ عددين 

             و نستنتج أنّ                فإنّ                        و             بما أنّ 

 

 

   :  0  و   0  من أجل كل عددين ،  
 

 
  و            

 

 
      

  
  و بملاحظة أنّ  حسب الخاصية الأساسية،

 

 
)       فإنّ   

 

 
  )    (

 

 
) )  و منه      

 

 
)          

)  ، 1  و في الحالة الخاصة 
 

 
)    1           

 

    0   ،   ، 0   ، 0   : من أجل كل الأعداد، 

                                
 تُعمم الخاصية الأساسية المساواةملاحظة هذه 

 

    و من أجل كل عدد صحيح 0  من أجل كل عدد حقيقي ،   ،         
  

  1  و من أجل كل عدد طبيعي  0  فإنّ من أجل               إذا كان ،               

           
  عدد صحيح سالب تماما،   و من أجل         (

 

   )                         

  1         ، 0  و من أجل  0  0      
 

  :   4   5   2   3   2  5   2      2  5   2     2 
 

   0  من أجل كل عدد حقيقي  ،  √  
 

 
    

  
2  √    √      ، فإنّ    √  √بملاحظة    √  و منه   √  

 

 
    

 

  :   √3  
 

 
  

 

 
 

 

 
  3  

 

 
   5    3  

 

 
  5 

 

4 

 حل المعادلة و المتراجحة :
   √2  3          

 

 
        2   3   2          

  

 

تراجع تُبرهن هذه المساواة بال
 )درس المتتاليات(
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 : لحل معادلة أو  متراجحة  لوغاريتمية
  المعادلة أو المتراجحة يكون مُعرفا التي من أجلها كل لوغاريتم في  للأعداد الحقيقية   نُعيّن المجموعة 
  باستعمال الخواص الجبرية للدالة اللوغاريتمية، نُحاول أن نُرجِع حل هذه المعادلة إلى حل المعادلة                    

 (                  ) أو المتراجحة 

 

5                                  

 حل المعادلة و المتراجحة :
 2       5     3  0  2       5     3  0  

  

 
 : 0  مع     0               أو المتراجحة   0               : لحل المعادلة 

   نضع      
   0         أو المتراجحة   0         نحل عندئذ المعادلة 

  0               أو المتراجحة   0               ثمّ نستنتج حلول المعادلة 

0   

   
    

    و         
   

       

    و       ، فإنّ     ، إذا كان عددا حقيقيا يُحقق ]   0[متزايدة تماما على المجال    عدد حقيقي. الدالة
   افي و هذا يعني أنّ  كبيرا بالقدر الك  من أجل     يشمل كل قيم  ]    [منه فإنّ المجال 

    
        

  نضع 0  من أجل ،  
 

 
)      ومنه    

 

 
)    ، لدينا      

 
 
  

حسب النتيجة الأولى        

   
    

    نستنتج إذن أنّ و           
   

       

 : 
  نقبل أنّ الدالةln  0[مستمرة على المجال   [ 

  الدالةln  0  و من أجل كل عدد حقيقي   ]   0[قابلة للاشتقاق على، 

         
1

 
 

 :  (2)على الخاصية  
 .         بـ   ]   0[المعرفة على المجال   . لتكن الدالة  ]   0[قابلة للاشتقاق على المجال    نقبل أنّ الدالة 

، 0  و من أجل كل عدد حقيقي  ]   0[قابلة للاشتقاق على   حسب مبرهنة مشتق مركب دالتين فإنّ الدالة 
، إذن 1      فإنّ        ، 0  و بما أنّ من أجل كل عدد حقيقي                              

       أي   1         
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 ،]   0[. متزايدة تماما على ]   0[هي دالة مستمرة و قابلة للاشتقاق على        الدالة 
   

    
   و       

   
     

 و منه جدول التغيّرات و التمثيل البياني

 

  

اتيب هو مستقيم محور الترفي معلم متعامد و متجانس، 
  lnالممثل للدالة    للمنحني  مقارب عمودي

 

6 

            بـ :     ]   0[هي الدالة المعرفة على المجال    
   و عند   0عند   نهايات الدالة أدرس  .1

  استنتج اتجاه تغيّر الدالة  و       ،أدرس إشارة  عيّن الدالة المشتقة للدالة  .2

 شكل جدول تغيّرات الدالة   .3

   الممثل للدالة   و متجانس أنشئ المنحني  في معلم متعامد .4
  

 

7 

8  8        بـ :     ]   0[هي الدالة المعرفة على المجال           
    و عند  0عند   أحسب نهايات الدالة  .1

 و أنشئ تمثيلها البياني    أدرس اتجاه تغيّر الدالة .2
  

 

   
    

   

 
     و         0 

   
      0 

  

  و      ، عندئذ      نضع    
    

     و نستنتج     
    

   

 
    

    

 

   ) لأنّ  0   
    

  

 
    ) 

  و       ، عندئذ      بوضع   
   

   و نستنتج        
   

        
    

    0  
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     2  من أجل كل عدد طبيعي 
    

   

  
    و 0 

    
       0 

  

  0  من أجل كل عدد حقيقي يكفي ملاحظة أنّه،     

   
   

 
 

 

     

  نضع  
 

 
  ،عندئذ  

 

 
   و   

   
         

    
(
 

 
)
 
  (

 

 
)     

    
 

   

  
 0 

 

   
   

   

   
    و     1 

   

       

 
 1 

  
       ،  0  و من أجل كل عدد حقيقي  ]   0[قابلة للاشتقاق على المجال    الدالة 

 

 
. 

   و نستنتج أنّ    1  1    و  1  قابلة للاشتقاق عند    إذن الدالة 
   

       

   
     بمعنى  1 

   

   

   
 1 

1  بوضع     يكون    
   

       

 
    

   

   

   
 1 

     

  
  المجال  علىقابلة للاشتقاق  [    ]    ، فإنّ الدالة  قابلة للاشتقاق و موجبة تماما على المجال   إذا كانت الدالة 

   :  و دالتها المشتقة هي الدالة
     

    
 

 
و من   هي قابلة للاشتقاق على  [    ]       بـ   المعرفة على         حسب مبرهنة مشتق مركب دالتين، الدالة 

 ، من   أجل كل عدد حقيقي 

                      
1

    
       

     

    
 

 

8 

     ،    للدالة  0أدرس النهاية عند  .1
 

 
     

 :   أدرس النهاية عند  .2
            ،     )أ(   للدالة 

      1  2        ،     )ب( للدالة 
)       ،     )جـ( للدالة 

    

     
) 

1)        ،    للدالة    )د(  
 

 
) 

  

 

9 

2       بـ :     ]   0[هي الدالة المعرفة على المجال       (1  
 

 
) 

   و عند  0عند   أدرس نهايات  .1
 ]   0[على المجال    أدرس اتجاه تغيّر الدالة .2
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 تعريف
 بما يلي : ]   0[هو الدالة المعرفة على المجال     اللوغاريتم العُشري و الذي يُرمز إليه بالرمز 

     
   

  10
 

 000 10   و  1000   ، 100   ، همّ  10   و  1   أحسب   

  لدينا     
 

    
 . بما أنّ     

    
   لها نفس اتجاه التغيّر و نفس نهايات الدالة     فإنّ الدالة  0 

  0  و  0  من أجل كل عددين حقيقيين   ،                
  : 10                 لدينا التكافؤ التالي  

    10   ،... ، 2  10   ،  1  10   و عليه 

   

 

 10قوتين للعدد هو محصور بين  1  كل عدد حقيقي 
 رقما, 1  يشمل على   في هذه الحالة 

 متزايدة تماما، لدينا    بما أنّ الدالة 
   10          10    

         1 
 هي الدالة الجزء الصحيح  حيث           لدينا إذن 

 1        هو إذن :   : عدد أرقام العدد النتيجة

 ؟     2013ما هو عدد أرقام العدد : تطبيق 
 

10 

) و هي الأعداد    Mersenne دداعلألأربعون الثامن و ا الأولي العدد  Curtis Cooper، اكتشف 2013جانفي بحلول 
 1           2    هذا العدد هو  .( عدد أولي  مع  1  2كتب على شكل الأولية التي تُ

         بالآلة الحاسبة الجزء الصحيح للعدد عيّن  .1
         10             10الحصر استنتج  .2

 ؟    عدد أرقام العدد هو  ما .3
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10 أكتب على أبسط شكل كل عدد من الأعداد التالية: 

           √3،                7      5   (
 

 
)
 

، 

         (√10  3)
 
   (√10  3)

  
 

20 المتراجحة المقترحة في كل حالة، حل المعادلة أو 

1.          3  2   2 

2.      3       2       11  

3.      3    2       11  

4.   √3  1    √  1       2  

5.    3            2 

 .        4     0 

 
30 أحسب، في كل حالة، النهاية المقترحة 

 0عند    3         .1

2.      
      

       
   عند   

  0عند    1      1          .3

4.           1    عند       

   عند                 .5

 

40 بما يلي: ]   0]هي الدالة المعرفة على المجال    

{
         (

 

  1
)        0  

  0  0                                        
 

 ]   0[قابلة للاشتقاق على المجال   برّر لماذا الدالة  .1

 0عند   أدرس قابلية اشتقاق الدالة  .2

50 بما يلي: ]   0[  هي الدالة المعرفة على المجال     

       4    (
 

  1
) 

  متزايدة تماما على   لة الداأثبت أنّ  .1

الممثل   هو مقارب للمنحني  4    ذو المعادلة   أثبت أنّ المستقيم  .2
 .  عند   للدالة 

 . بالنسبة إلى   )ب( حدّد وضعية 
 . ، ثمّ  )جـ( أنشئ 

 
60 هي الدالة المعرفة بما يلي:     

        1        

  ⃗  ⃗    معلم متعامد و متجانس  تمثيلها البياني في  و 

  عيّن مجموعة تعريف الدالة  .1

 عند حدود مجوعة تعريفها  عيّن نهايات الدالة  .2

 و شكل جدول تغيّراتها  أدرس اتجاه تغيّر الدالة  .3

 0     حل المعادلة  .4

  ئ المنحني أنش .5

 

70 بما يلي: ]3 1[  هي الدالة المعرفة على المجال     

       (
  1

3   
) 

 تمثيلها البياني  و 
4 ،  من المجال   أثبت أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .1 ينتمي إلى     

 . المجال 
 ،  من   )ب( أحسب من أجل كل 

 
[ 4         ] 

هي مركز تناظر   0 2 ذات الإحداثيات  A)جـ( استنتج أنّ النقطة 
 .  للمنحني 

 . و أنشئ    الة أدرس تغيّرات الد .2

 
1         ب:    هي الدالة المعرفة على              08

 تمثيلها البياني  و 
 ، تحقق أنّه من أجل كل عدد حقيقي )أ(    .1

                                     1       
   يقبل مستقيم مقارب عند   )ب( استنتج أنّ المنحني 

 . ، أدرس تغيّراتها  ثمّ أنشئ   عند   ية أحسب نها .2

على  0، 1، 1 ذات الفواصل   من المنحني  A ،B ،Cلتكن النقط  .3
     يوازي المستقيم  Aعند   الترتيب. أثبت أنّ المماس للمنحني 

09 .  ⃗  ⃗    المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس   

كما  ]   0[المعرفة على المجال   ذات المتغيّر الحقيقي   نعتبر الدالة 
 يلي:

     
  1

2  1
     

 

  )أ(   أدرس اتجاه تغيّر الدالة 

 ,]  0[في المجال   تقبل حلا وحيدا  0     )ب( أثبت أنّ المعادلة 
8 1تحقق أنّ     1   

 .     استنتج إشارة  )جـ( 

المعرفة على المجال   ذات المتغيّر الحقيقي    ة لتكن الدالة العددي .1
 كما يلي: ]   0[

     
2    
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  تمثيلها البياني  و ليكن 
 فسر بيانيا هذه النتائج .  و عند  0عند   عيّن نهايتي )أ(   

 لدينا: ]   0[من المجال   بيّن أنّه من أجل كل  ب( )

      
2 2  1 

       
      

 .  استنتج اتجاه تغيّر الدالة  
 )جـ( بيّن أنّ 

 

     
2

  2  1 
 

 4cmعلى محور الفواصل و  2cmالوحدة )  . )د(  أنشئ المنحني  

 على محور التراتيب (  
 

10 كما يلي:   نعتبر الدالة المعرفة على    

        1       
1

3
  

   ⃗  ⃗    في معلم متعامد و متجانس  fالتمثيل البياني للدالة   و ليكن 

   عند   عيّن نهاية الدالة  .1
  ذو العادلة    )ب( أثبت أنّ المستقيم

 

 
عند   هو مُقارب للمنحني   

   
1بُملاحظة صحة المتباينة  .2 ، أثبت أنّه من أجل كل عدد         

      ،   حقيقي 
 

 
  

   عند   استنتج نهاية الدالة 

   ذو المعادلة   أثبت أنّ المستقيم  .3
 

 
عند   هو مُقارب للمنحني   

   
. تحقق أنّه من أجل كل عدد حقيقي  هي الدالة المشتقة للدالة    )أ(    .4

 ، 

      
   2

3    1 
 

  و شكل جدول تغيّراتها على   )ب(استنتج اتجاه تغيّر الدالة       

 0في النقطة ذات الفاصلة   المماس للمنحني     ليكن  .5
    )أ(   عيّن معامل توجيه المماس 

نقطتان من المنحني ذوات   و   عدد حقيقي غير معدوم،   )ب(  
 على الترتيب،      و   الفاصلتين 

    يُوازي المستقيم      أثبت أنّ المستقيم 

    و المنحني    ،  المستقيمين  أنشئ . 

 
11 بـ:   ]   0[المعرفتين على المجال   و   نعتبر الدالتين   

       (
  1

 
)  

1

  1
)         و 

  1

 
) 

   و عند  0عند  fأحسب نهايات الدالة  )أ(    .1
 , ]   0[ال قابلة للاشتقاق على المج  )ب( أثبت أنّ الدالة 

   و أدرس إشارة       أحسب 
  )جـ( استنتج تغيّرات الدالة 

 ]   0[  من أجل      )د(   استنتج إشارة 

  هي مُركب الدالتين    تحقق أنّ الدالة  .2
 

 
  

  و 
       

 
 بهذا الترتيب.  

   عند   استنتج نهاية الدالة 
 ]   0[قابلة للاشتقاق على المجال   )ب( أثبت أنّ الدالة 

          ،  0  و تحقق أنّه من أجل كل 
  )جـ( شكل جدول تغيّرات الدالة 

 

المعرفة على  fنعتبر الدالة     12

 بما يلي:  ]   0[المجال 
 

                  
 

 أعداد حقيقية  cو  a ،bحيث 
  هو منحني الدالة     و 

 
2  2 و علما أن      استعمال المنحنيب .1  3   2  

 2   و    1    بيّن أنّ 
 بـما يلي: ]   0[  المعرفة على المجال  نعتبر الدالة  .2

       1  2      

   و عند   0عند   عين نهاية  
  عين الدالة المشتقة للدالة  .3

2 إشارة  ]   0[)ب( أدرس على المجال     إشارة و      

 
ثمّ استنتج   

  و تغيّرات الدالة        إشارة 
  )جـ( شكل جدول تغيّرات الدالة 

    الذي معادلته   ليكن المستقيم  .4
1 المعادلة   )أ(   حل في  و أعط تفسيرا بيانيا لهذه  0     2 

 الحلول
  بالنسبة إلى المستقيم     )ب( استنتج وضعية المنحني 

 
13                 بـ :    هي الدالة المعرفة على       

  ⃗  ⃗    تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس   و 
 1      ،  أثبت أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .1

 (        ) إعانة: أدرس اتجاه تغيّر الدالة  
  معرفة على   )ب( برّر أنّ الدالة 

 تحقق من التأكيدين التاليين: .2
1           ،  0  )أ(   من أجل كل       
1)           ،  0  )ب( من أجل كل   

   

 
) 

   و    عند   )جـ( استعمل هذه النتائج لحساب نهايات الدالة 

رب هو مُقا      ذو المعادلة   أنّ المستقيم  2استنتج من السؤال  .3
   عند   لمنحني الدالة 

 ؟   عند  [       ])ب( ما هي نهاية 
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الُممثل للدالة   و المنحني   ما ذا يُمكن استنتاجه بالنسبة إلى المنحني 
ln ؟ 

، لذلك  و    في هذا السؤال نُريد دراسة الوضعية النسبية للمنحنيين  .4
 بـ : [0   [المعرفة على المجال   نعتبر الدالة 

 

                                         1       
     ، 0  و استنتج أنّه من أجل كل   )أ(   أدرس اتجاه تغيّر الدالة 

 ]1 0[تنتمي إلى المجال 
 0  من أجل   و    )ب( استنتج الوضعية النسبية للمنحنيين 

  ثمّ المنحني   ،  ،  ⃗  ⃗    أنشئ في المعلم  .5
 

14 : دراسة دالة مساعدةالجزء الأول  

g  بما يلي: ]   0]المعرفة على المجالهي الدالة 

     
2  

   1
    1      

،  تقبل حلا وحيدا  0     ، المعادلة ]   1]أنّه على المجال أثبت  .1
   10سعته   أعط حصرا لـ 

 .]   0]على المجال      شارة حدّد إ .2
 

 : دراسة دالة الجزء الثاني
 بما يلي: ]   0]المعرفة على المجالهي الدالة   

{ 
    

   1     

 
        0

  0  0                                   

 

 ؟ 0عند              ما هي نهاية .1
     إعانة: ضع  

ثمّ أوجد معادلة للمماس  0ق عند قابلة للاشتقا  )ب( استنتج أنّ الدالة 
T  الممثل للدالة   من المنحني  0عند النقطة ذات الفاصلة   

 ،0  تحقق أنّه من أجل كل  .2

     
2    

 
 

1

 
  (1  

1

  
) 

 .  عند   )ب( استنتج نهاية الدالة       

 ،0  )أ(   أثبت أنّه من أجل كل  .3

      
    

   

 . )ب( استنتج تغيّرات الدالة       
 . ، ثمّ T)جـ( أنشئ      

 

15  بما يلي:  هي الدالة المعرفة على       

               1  
 تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس  و 
 .  و عند    عند   أدرس نهايات الدالة )أ(    .1

 . شتقة للدالة )ب( عيّن الدالة الم
 و شكل جدول تغيّراتها  . استنتج تغيّرات      )جـ( أدرس إشارة 

 .  عند   هو مقارب لتمنحني   2  ذو المعادلة  dأثبت أنّ المستقيم  .2
 . و المنحني   )ب( أنشئ المستقيم 

 عدد حقيقي موجب تماما.   .3
 ، عدد حلول المعادلة ناقش حسب قيم 

                                1    0      
  )أ(   باستعمال تغيّرات الدالة 

 )ب( بالحساب
 

16  الجزء الأول   

  ]   0[المعرفة على   نعتبر الدالة 

       2  
1

2
    

 عند أطراف مجموعة تعريفها  أحسب نهايات الدالة )أ(    .1
 جدول تغيّراتها و شكل  أدرس اتجاه تغيّر الدالة )ب( 

ينتمي   حلا وحيدا  ]   0[تقبل في  0     أثبت أنّ المعادلة )أ(    .2
 ]8 1 7 1[إلى المجال 

 0  من أجل      )ب(  استنج إشارة 
 

 الجزء الثاني
 بما يلى  ]   0]المعرفة على المجال   لتكن الدالة 

{
  0  0                                                             

      
7

8
     

1

4
                 0

 

 قابليتها للاشتقاق عند الصفرو   أدرس استمرارية الدالة )أ(    .1
   عند   عيّن نهاية الدالة  ب( 

   الدالة المشتقة للدالة    لتكن  .2
)         ثمّ تحقق أنّ   0  من أجل       أحسب 

 

 
) 

  ثمّ شكل جدول تغيّرات الدالة  0  من أجل       استنتج إشارة  .3
و معادلة  0في النقطة ذات الفاصلة    لمنحني ا لمماسعيّن معادلة  .4

 1للمماس في النقطة ذات الفاصلة 
   المنحني  ثمّهذين المماسين أنشئ  .5

 

17 ،أثبت أنّ 1      ،   0  حقيقي  علما أنّه من أجل كل عدد   

1  2        
 

هما عددان حقيقيان موجبين تماما,   و        81 

)  بين العددين قارن  .1
   

 
       و    (

 
 

و النقطتين   lnمنحني الدالة   مثل   ⃗  ⃗    في معلم متعامد و متجانس  .2
 على الترتيب ثمّ  استنتج المقارنة  و   صلتين ذات الف  من   و   

 السابقة بيانيا
 

91 هما عددان حقيقيان    و       

 متكافئتان (2)و  (1)أثبت أنّ 

(1)                         2  

(2)          (  √1    ) 
 

20 أثبت أنّ  

   
   

(
 

  1
 

1

   
)  

1

2
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