
ساعات 05 الـمـدة:                       ثالثة علوم تجريبية المستوى:          14/09/2014التاريخ:

 التحليل.  المجال التعـليــمـــي:

 الدوال العددية.  (:01الـوحدة التعليميـة ) 

النهايات مــوضـوع الدرس:

السبورة ، الكتاب المدرسي،  الآلة الحاسبة البيانية  الوسـائل التعليـميـة: 

الكتاب المدرسي، الوثيقة المرافقة. الــمـراجــــع:

  الكفاءات المستهدفة:

حساب نهاية منتهية أو غير منتهية لدالة عند الحدود)المنتهية أو غير المنتهية( لمجالات مجموعة  •

ف.التعري

 دراسة السلوك التقاربي لدالة •

حساب نهاية باستعمال المبرهنات المتعلقة بالعمليات على النهايات أو المقارنة وتركيب دالتين. •

I. نشاط  
II. نهاية منتهية أو غير منتهية لدالة عند عدد حقيقي

. نهاية منتهية عند عدد حقيقي1 
على مجموعة من الشكلدالة معرفة  f تعريف:    0 0; ;a x x b وl.عدد حقيقي

مل كل القيميش lيعني أن كل مجال مفتوح شامل للعدد lهي 0xعند fالقول أن نهاية  f x  من

نكتب .0xقريب  بالقدر الكافي من xأجل 
0

lim
x x

f x l


نقرأ و f xإلى يؤولlيؤول .0xإلى xلما

الدالة المعرفة على fمثال:  1    بـ  
2 1

1






x
f x

x
  .

لدينا:   
  2

1 1 1 1

1 11
lim lim lim lim 1 2

1 1   

 
     

 x x x x

x xx
f x x

x x

. نهاية غيرمنتهية عند عدد حقيقي2
دالة معرفة على مجموعة من الشكل f :1تعريف    0 0; ;a x x b.

يعني أن كل مجال من الشكل هي 0xعند fالقول أن نهاية  ;A (A  يشمل كل )

القيم f x من أجلx 0قريب بالقدر الكافي منx. نكتب 
0

lim
x x

f x


  و نقرأ f x يؤول إلى 

.0xإلى xلما يؤول

الدالة المعرفة على fلتكن :1مثال  2   بـ 
 

2

1

2
f x

x




 fCالتمثيل البياني لدالةf

يتضح جليا أن   f x تأخذ قيما كبيرة بالقدر الذي نريد بشرط أن يقترب

xبالقدر الكافي. لدينا هكذا2من 
2

lim
x

f x


 

بـ   الدالة المعرفة على fلتكن :2مثال  
1

f x
x

1. نعتبر الدالتينf 2وf 

المعرفتين على الترتيب على ;0 و 0;   بـ     1 2f x f x f x 



من الواضح أن  1
0

lim
x

f x


  و 2
0

lim
x

f x


 

من اليسار هي 0عند fنقول في هذه الحالة أن نهاية

هي ليمينمن ا 0عند fو أن نهاية 

و نكتب   
0

lim
x

f x



  و 

0
lim

x
f x




 

ليكن   :2تعريف fCالتمثيل البياني لدالةfليكن و معلم في المستقيم

xادلته: الذي مع a القول أن المستقيم     .  للمنحني مستقيم مقارب fCالدالة نهاية fيعني أن

.أو  ) من اليسار أو من اليمين ( هي 0xعند

III. نهاية منتهية أو غير منتهية لدالة عندأو

أو نهاية منتهية عند. 1
ة معرفة على مجال من الشكلدال f تعريف: 0 ;x  وl.حقيقي عدد

يشمل كل القيم lيعني أن كل مجال مفتوح شامل للعدد lهي عند fالقول أن نهاية  f x من

نكتب كبير بالقدر الكافي. xأجل  lim
x

f x l


 و نقرأ f x يؤول إلىl لما يؤولx إلى. 

yنقول أن المستقيم ذا المعادلة نتيجة:  l  مستقيم مقارب للمنحني fCللدالة .عندfالممثل

.نحصل على تعريف و نتيجة مماثلتين عند ملاحظة: 

أمثلة:  
2 2

1 1 1 1 1
lim 0 lim 0 lim 0 lim 0 lim 0

x x x x xx x x xx    
         

أو نهاية غيرمنتهية عند. 2
دالة معرفة على مجال من الشكل f :1تعريف  0 ;x .

يعني أن كل مجال من الشكل هي عند fيةالقول أن نها  ;A (A  يشمل كل )

القيم f x من أجلx نكتب در الكافي.كبير بالق lim
x

f x


 نقرأ و f xإلى لمايؤول

.إلى xيؤول

دالة معرفة على مجال من الشكل f :2تعريف 0 ;x .

يعني أن كل مجال من الشكل هي عند fالقول أن نهاية  ;B(B  يشمل كل )

القيم f x من أجلx .نكتب كبير بالقدر الكافي lim
x

f x


 نقرأ و f xإلى لمايؤول

 .إلى xيؤول
.نحصل على تعريفين مماثلين عند ملاحظة:

3 أمثلة: 3 2 2lim lim lim lim lim
x x x x x

x x x x x
    

              

 المستقيم المقارب المائل. 3

ليكن   تعريف: fC  التمثيل البياني لدالةf  في معلم و ليكن  :المستقيم ذو المعادلةy ax b 

القول أن المستقيم   مستقيم مقارب للمنحني fC  عند  على الترتيب عند ( :يعني أن )

 lim ( ) 0
x

f x ax b


     على الترتيب ( lim ( ) 0
x

f x ax b


     )



معرفة كما يلي: fإذا كانت الدالة ملاحظة:    f x ax b x   مع lim 0
x

x




أو lim 0
x

x


  المعادلة اذفمن الواضح أن المستقيمy ax b  نحني الممثل مستقيم مقارب مائل للم

.أو  عند fللدالة

بـ   المعرفة على fنعتبر الدالة مثال:   2

1
2 3f x x

x
  و ليكن fC.في معلم البياني تمثيلها

لدينا
2

1
lim 0

x x
  و

2

1
lim 0

x x
 و منه فالمستقيم  2ذو المعادلة 3y x   مستقيم مقارب

للمنحني fC

 .و  عند

    تمارين ❖

الدالة المعرفة على fلتكن :1تمرين  3;   بـ 
2

3
f x

x




أثبت باستعمال التعريف أن:   lim 0
x

f x




ليكن الحل:  ;I a b  0حيثa b   (I 0مجال مفتوح يشمل .)

من xمن أجل  3; ، f x I يعني
2

3
b

x



أي  

2
3x

b
 .

كبير بالقدر الكافي) أكبر من xنستنتج أنه من أجل 
2

3
b

المجال ،)Iيشمل كل

قيم  f xومنه نهاية .f عند 0هي.

الدالة المعرفة على fلتكن :2تمرين  3;   بـ  3f x x 

أثبت باستعمال التعريف أن:   lim
x

f x


 

عددا حقيقيا موجبا. Aليكن الحل: 

      3x A    2يعني 3x A   ومنه المجال ;A 

يشمل كل القيم   f x من أجلx .كبير بالقدر الكافي

لدينا إذن   lim
x

f x


 

الدالة المعرفة على fلتكن :3تمرين  0;   بـ 
1

1f x x
x

  و ليكن fCتمثيلها

البياني في معلم. 

بين أن المستقيم. 1  : 1D y x  مستقيم مقارب للمنحني fCعند.

أدرس وضعية. 2 fC بالنسبة إلى D.

لدراسة وضعية طريقة: fC بالنسبة إلى  :D y ax b    ندرس إشارة الفرق   f x ax b   .

.  1 الحل:  
1

lim ( 1) lim 0
x x

f x x
x 

      المستقيمو منه  : 1D y x مستقيم مقارب

للمنحني  fC عند.

2 . 
1

( 1)f x x
x

      و منه من أجل كلx من 0;،



  

   ( 1) 0f x x    إذن المنحني . fC يقع تحت المستقيم المقارب D. 

الدالة المعرفة على fلتكن :6تمرين  1;   ِبـ   
2

1 2f x x   

نريد دراسة سلوك     f x لما يؤولx 1إلى. 

  ضع تخمينا.. 1
بحيث ينتمي xارفي أي مجال يجب اختي. 2 f x إلى المجال 1,99;2,01 ؟ 

3 .r 0عدد حقيقي حيث 1r . 

بحيث  xفي أي مجال يجب اختيار •   2 ;2f x r r   ؟ 

 صغيرا بالقدر الذي نريد ؟ rماذا تستنتج علما أنه يمكن اختيار •
  الحل:   

اقترب 1من xيظهر أنه كلما اقترب. 1 f x من 
2

1 1 2  2ددأي من الع. 

2 . 1,99 2,01f x   يعني 
2

3,99 1 4,01x  يمكن اختيار .x 1,998بحيث 1 2,002x   

0,998أي  1,002x   و منه 0,998 ; 1,002x . 

3.  2 2r f x r     يعني 
2

4 1 4r x r    يمكن اختيار .x  بحيث

4 1 4r x r      1أي 4 1 4r x r        

1ومنه 4 ; 1 4x r r       
 

. 

 يمكننا جعل f x بالقدر الذي نريد بشرط أخذ 2قريبا منx بالقدر الكافي و هذا يثبت  1قريبا من

 .2هي 1عند fأن نهاية الدالة
   

الدالة المعرفة على fلتكن :5تمرين   1;   بـ 
3

1
f x

x



و ليكن  fC تمثيلها 

 البياني في معلم.)انظر الشكل المقابل(    
نريد دراسة سلوك     f x لما يؤولx 1إلى. 

من التمثيل البياني. 1 fC ضع تخمينا بخصوص نهايةf 1عند. 

2 .A  تماما.عدد حقيقي موجب 

بحيث يكون xفي أي مجال يجب اختيار • f x A ؟ 

 .1أثبت صحة التخمين الموضوع في السؤال •
  الحل:   

 .هي 1عند fنخمن بأن نهاية الدالة. 1

2. f x A  يعني 
3

1
A

x



أي      

3
1x

A
  

أي   
2

9
1x

A
    و  أخيرا

2

9
1x

A
 . 

يكونحتى  f x A نختارx  في المجال
2

9
1;1

A

 
 

 
. 

 
 
 
كبيرا بالقدر الذي نريد يمكننا جعل Aعلما أنه يمكن أخذ  f x كبيرا بالقدر الذي نريد بشرط أخذx 

 .هي 1عند fلقدر الكافي و هذا يثبت أن نهاية الدالةبا 1قريبا من
IV. العمليات على النهايات 

 



بعض نهايات الدوال المرجعية ❖

lim lim lim
x x x

x x x
  

        

 3 3 2 2lim lim lim lim
x x x x

x x x x
   

           

 
0 0

1 1 1 1
lim lim lim 0 lim 0

x xx xx x x x    

         

❖   f  وg  .دالتانa  يمثل عدد حقيقي أو   أو:التالية المبرهنات برهان دون . نقبل

موع دالتين:نهاية مج •

llllim ( )
x a

f x


llim ( )
x a

g x


ح ع تl l lim ( ) ( )
x a

f x g x




:نهاية جداء دالتين •

000l 0l 0l 0l llim ( )
x a

f x


llim ( )
x a

g x


l ح ع تح ع ت l lim ( ) ( )
x a

f x g x




نهاية حاصل قسمة دالتين:  •

0llllim ( )
x a

f x


00l 0l 0l 0l l lim ( )
x a

g x


ح
ع
ت

ح
ع
ت

ح
ع
ت

ح
ع
ت
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( )
lim

( )x a

f x

g x

 
 
 

 " عدم التعيين" تسمى الحالات التي لا تسمح فيها النظريات السابقة من استنتاج النهاية بحالات ملاحظة: 
ح ع ت ( )

أونهاية دالة كثير حدود أو دالة ناطقة عند. 3
  قواعد إجرائية  

 .()لدالة كثير حدود هي نهاية حدها الأعلى درجة عند و عند النهاية عند  
.()لدالة ناطقة هي نهاية حاصل قسمة الحدين الأعلى درجة عند و عند النهاية عند  

الدالة الناطقة المعرفة على  fلتكن  مثال:  1;1    بـ 
2

2

2 3 1

1

x x
f x

x

 




لنهاية بالنسبة التعيين عدم بتطبيق القاعدةعندfلدينا حالة نتحصل على2إلا أنه

 
2

2

2
lim lim 2

x x

x
f x

x 
 

.وعندعندfDالمعرفة على fأدرس في كل حالة من الحالات التالية نهاية الدالة :1تمرين

1 .  3 2 2f x x x     ،fD 

2.  23 3f x x x     ،fD 

3 . 
2 2 1

2

x x
f x

x

 



، 2fD  

 الحل:



  

1 .   3lim lim
x x

f x x
 

       و   3lim lim
x x

f x x
 

    

2 .   2lim lim 3
x x

f x x
 

      و   2lim lim 3
x x

f x x
 

   

3 .   
2

lim lim lim
x x x

x
f x x

x  

 
     

 
و     lim lim

x x
f x x

 
    

الدالة المعرفة على fلتكن :2تمرين  2;1    بـ  2

2 3

2

x
f x

x x




 
 

2إشارة xحدد حسب قيم. 1 2x x . 
 .1و 2أدرس النهايات من اليمين و من اليسار عند كل من. 2
 . وعند عند fأدرس نهايتي الدالة. 3

  الحل:

2لكثير الحدود.1 2x x  2جذران هما نجد: 3اعدة المحددة لإشارة ثلاثي حدود من الدرجةو بتطبيق الق .1و 

          1            2           x 
            +  0      -     0        + 2 2x x  

 

2. 
2

lim 2 3 1
x

x


   ، 2

2
lim 2 0
x

x x


   2و بما أنه من أجلx    ،2 2 0x x    

فإن   
2

lim
x

f x



 . 

 
2

lim 2 3 1
x

x


   ، 2

2
lim 2 0
x

x x


   2و بما أنه من أجل 1x    ،2 2 0x x    

فإن   
2

lim
x

f x



 . 

 
1

lim 2 3 5
x

x


  ، 2

1
lim 2 0
x

x x


   2و بما أنه من أجل 1x    ،2 2 0x x    

فإن   
1

lim
x

f x



 . 

 
1

lim 2 3 5
x

x


  ، 2

1
lim 2 0
x

x x


   1و بما أنه من أجلx   ،2 2 0x x    

فإن   
1

lim
x

f x



 . 

3.  2

2 2
lim lim lim 0

x x x

x
f x

x x  

   
     

   
 

  2

2 2
lim lim lim 0

x x x

x
f x

x x  

   
     

   
 

 

V. النهايات بالمقارنة-نهاية دالة مركبة 
 نهاية دالة مركبة .1
fدوال حيث fو .u ،vأو  تمثل أعددا حقيقية أو cو a،b مبرهنة:      v u. 

إذا كانت          lim
x a

u x b


  و إذا كانت lim
x b

v x c


  فإن lim
x a

f x c


 

بـ   المعرفة على المجال fنعتبر الدالة  مثال:
1

( ) sin
2

f x
x

 
  

 
و نريد حساب   lim

x
f x


 

رتيب حيث بهذا الت vو uهي مركب الدالتين fنلاحظ أن 
1

2
u x

x


    و  sinv x x   

(f v u ) 

بما أن  lim
2x

u x



   و 

2

lim 1
x

v x




   فإن lim 1
x

f x


 

 النهايات بالمقارنة. 2



2 3 4 5 6 7 8 9 10 11-1

-1

0 1

1

x

y

2 3 4 5-1-2-3

2

3

4

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

عدد حقيقي. إذا كانت lدوال و  hو f،g :1مبرهنة  lim
x

g x l


و lim
x

h x l


من و إذا كان

كبير بالقدر الكافي  xأجل     g x f x h x فإن lim
x

f x l


.

بـ   المعرفة على fنعتبر الدالة  مثال:  
sin x

f x
x



1، من xنعلم أنه من أجل كل sin 1x   و منه فإن

من xمن أجل كل  0; ،
1 sin 1x

x x x
  

و بما أن 
1 1

lim lim 0
x xx x 

   
     
   

فإن  
sin

lim 0
x

x

x


عدد حقيقي. إذا كانت lدالتان و   f،g :2مبرهنة lim
x

g x


 أجل بالقدرxو إذا كان من كبير

الكافي     f x g x   فإن lim
x

f x


 .

عدد حقيقي. إذا كانت lدالتان و   f،g :3مبرهنة lim
x

g x


 أجل بالقدرxو إذا كان من كبير

الكافي     f x g x   فإن lim
x

f x


 .

وعند عدد حقيقي.تمدد هذه المبرهنات إلى حالتي النهاية عند ملاحظة: 

بـ   المعرفة على fنعتبر الدالة  مثال:   sinf x x x 

1، من xنعلم أنه من أجل كل sin 1x   و منه فإن
1،من xمن أجل كل  sin 1x x x x     

بما أن   lim 1
x

x


   فإن lim
x

f x


 

أن  بما  lim 1
x

x


   فإن lim
x

f x


 

الدالة المعرفة على fلتكن :1تمرين   
1

; 1;
2

 
   
 

بـ   
2 1

1

x
f x

x






يفها.عند أطراف مجموعة تعر fأدرس نهايات الدالة 

  الحل: 

بهذا الترتيب حيث  vو uهي مركب الدالتين fنلاحظ أن 
2 1

1

x
u x

x





و    v x x   (f v u 

)

   بما أن
2 1

lim 2
1x

x

x

 
 

 
و  

2
lim 2
x

x


  فإن lim 2
x

f x


كذلك نجد .

 lim 2
x

f x


.

بما أن 
1

2

lim 0
x

u x


 و 
0

lim 0
x

v x


 فإن 
1

2

lim 0
x

f x


.

بما أن 
1

lim
x

u x




  و lim
x

v x


 فإن 
1

lim
x

f x




 .

 بـ   المعرفة على fنعتبر الدالة :2تمرين   2

cos
1

x
f x

x
 



 ،من xبين أنه من أجل كل. 1 2 2

1 1
1 1f x

x x
   

. وعند عند fأستنتج نهايتي الدالة. 2
  الحل: 

1، من xأجل كلنعلم أنه من . 1 cos 1x   و منه فإن من أجل كلx من ،

2 2 2

1 cos 1x

x x x
  

،من xمن أجل كلو بالتالي فإن 
2 2 2

1 cos 1
1 1 1

x

x x x
      أي 2 2

1 1
1 1f x

x x
   

بما أن   .2
2 2

1 1
lim 1 lim 1 1

x xx x 

   
      

   
فإن   lim 1

x
f x


 و lim 1

x
f x




 بـ   المعرفة على  fنعتبر الدالة :3تمرين  
2 sin

x
f x

x




، من xبين أنه من أجل كل. 1
1 1

1
3 2 sin x
 



 .وعند عند fستنتج نهايتي الدالة. ا2
 الحل: 

1، من xمن أجل كل. 1 sin 1x   1و منه 2 sin 3x    أي
1 1

1
3 2 sin x
 



لدينا. 2
1 1

3 2 sin x



من xومن أجل   ;0  لدينا

2 sin 3

x x

x



limو بما أن  

3x

x


 فإن

 lim
x

f x


 

لدينا
1 1

3 2 sin x



من xومن أجل   0;  لدينا

2 sin 3

x x

x



limو بما أن  

3x

x


 فإن

 lim
x

f x


 

ساعات 05 الـمـدة:  ثالثة علوم تجريبية المستوى:          21/09/2014التاريخ:

 التحليل.  المجال التعـليــمـــي:

 الدوال العددية.  (:01الـوحدة التعليميـة ) 
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)مال مبرهنة القيم المتوسطة لإثبات وجود حلول للمعادلة استع • )f x k،k .عدد حقيقي معطى

 7ص  3النشاط 
العدد الصحيح  xو التي ترفق بكل عدد حقيقي نسمي الدالة الجزء الصحيح الدالة المعرفة على تعريف:

n ،1حيثn x n  بالرمز أوEو نرمز لها .

( أحسب 1 2,3 ، 1E  ،3 
 
و  11,01E.

نعتبر الدوال2 )f،gوhالمعرفة على المجال 2;1:كما يلي

   f x x ،   g x x x  ،  2 1h x x   و لتكن fC، gC، hCالبيانية على تمثيلاتها

الترتيب.

أرسم في معالم مختلفة التمثيلات البيانية • fC، gCو hC.

منحنياتهل بإمكانك رسم ال • fC، gCو hC؟ ) بدون رفع القلم ) اليد

؟ 0ند؟ ع 1نهاية عند hو f،gهل تقبل الدوال •

 أكتب خلاصة. •
الاستمرارية

منaوfDدالة مجموعة تعريفها f تعريف:  .1 غير معزول .fDعدد حقيقي

هي  aعند  fيعني أن نهاية الدالة aمستمرة عند fالقول أن الدالة  f a.

(f مستمرة عندa  ( يعني  )   lim
x a

f x f a


)

.Iمستمرة عند كل عدد حقيقي من fيعني أن Iمستمرة على مجال fالقول أن الدالة  ملاحظة: 
عندما يمكن رسم منحنيها البياني على هذا  Iمستمرة على مجال fتكون الدالة  التفسير البياني: 

القلم ) اليد (. المجال دون رفع

:1مثال  
غير مستمرة على المجالالممثلة في الشكل المقابل  fالدالة 

  2;3 .لأنه لا يمكن رسم منحنيها البياني دون رفع القلم 

في حين نلاحظ أنها مستمرة على كل من المجالين 2;1 و 1;3.

 :2مثال 
المعرفة على المجال  fالدالة  2;2 : بـ

 f x x إذا كان 2;0x  

  2f x xكان إذا 0;2x 

و الممثلة في الشكل المقابل مستمرة على المجال  2;2 ياني بدون رفع لأنه باستطاعتنا رسم تمثيلها الب

القلم.
 خواص) تقبل دون برهان (. 2
نقبل بأن كل الدوال المقررة في هذا المستوى و المحصل عليها بالعمليات على دوال مألوفة أو بتركيبها    

مستمرة على كل مجال من مجموعة تعريفها.
 نتائج  

 مجال من مجموعة تعريفها.الدوال المرجعية مستمرة على كل  •
.مستمرة على  cosو sinالدوال كثيرات الحدود، •
رة على كل مجال من مجموعة تعريفها.الدوال الناطقة ) حاصل قسمة كثيري حدود ( مستم •
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أمثلة:
o  22الدالة 3 4x x x    مستمرة على.
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مستمرة على كل من المجالات    ; 1  ، 1;1  و 1;.

الدالة المعرفة على fلتكن :1تمرين  2;3 :كما يلي

  2 2f x x  إذا كان 2;0x  

 f x xكان إذا 0;3x 

 ؟ 0نهاية عند f. هل تقبل الدالةfمثل بيانيا الدالة. 1
مستمرة على fهل الدالة. 2 2;3 ؟ أذكر مجالا تكون الدالةf .مستمرة عليه

 الحل: 
أنظر الشكل المقابل. لدينا من جهة . 1 

0

lim 2
x

f x




ثانية من جهة لدينا و

 
0

lim 0
x

f x




الدالة تقبل لا عندf. إذن .0نهاية

و بالتالي فهي غير مستمرة على 0ندالدالة غير مستمرة ع. 2 2;3.

نلاحظ أنه غير ممكن رسم تمثيلها البياني دون رفع القلم. 
مستمرة مثلا على المجال fالدالة 0;3.

 بـ   فة على المجالالمعر fنعتبر الدالة :2تمرين    2 1 cosf x x x x  

.مستمرة على fبين أن الدالة 
 الحل: 

cosxالدالتان   x  2و 1x x x  مستمرتان على.
.فهي إذن مستمرة على هي جداء دالتين مستمرتين على fالدالة     

المعرفة على  fنعتبر الدالة :3تمرين  1;2   : بـ ( ) 1f x xE x 

حيث الدالة  x E x ) هي الدالة الجزء الصحيح ) أنظر النشاط الأول 

عين عبارة. 1 f x  :على كل من المجالات التالية 1;0  ، 0;1  و 1;2.

أرسم في معلم. 2 ; ,O I J المنحني الممثل للدالةf. 

مستمرة على المجال fهل الدالة. 3 1;1 ؟ على المجال 1;2؟ 

الحل
أجل. 1 من 1;0x  لدينا  1E x  ومنه  1f x x  

من أجل 0;1x لدينا  0E x ومنه  1f x 

من أجل 1;2x ينالد  1E x ومنه  1f x x 

المقابل.. 2 انظر الشكل
الدالة. 3 المجالfنعم مستمرة على 1;1المنحني بإمكاننا رسم جزء لأنه

 في هذا المجال دون رفع القلم.
ليست مستمرة على المجال fالدالة 1;2كما نلاحظ أنه لا يمكن رسم  1لأنها غير مستمرة عند

 منحنيها
البياني دون رفع القلم.



 مبرهنة القيم المتوسطة
مبرهنة القيم المتوسطة ) تقبل دون برهان ( .1

دالة معرفة و مستمرة على مجال f مبرهنة:  ;a b. 

محصور بين  kمن أجل كل عدد حقيقي     f a و f bيوجد على الأقل عدد حقيقي ،c  محصور

   bو aينب
بحيث       f c k.

 التفسير البياني. 2
 f دالة معرفة و مستمرة على مجال ;a b و ليكن C 

بياني في معلممنحنيها ال ; ,O I J.

محصور بين  kكل عدد حقيقي من أجل f a و f b،

المستقيم  ذو المعادلةy k يقطع على الأقل مرة واحدة

المنحني  C في نقطة فاصلتهاc محصورة بينa وb. 

) بالنسبة للشكل المقابل  يقطع C في ثلاث نقط فواصلها على

(. 3cو 1c ،2cلترتيبا

دالة مستمرة على مجال fإذا كانت  حالة خاصة:   ;a b 

و كان     0f a f b  محصور بين  0) العدد f a و f b ) 

بحيث   bو aمحصور بين cفإنه يوجد على الأقل عدد حقيقي   0f c bc

a

تنعدم على الأقل مرة واحدة على fأي أن  ;a b.

المعادلة. 3 f x k

دالة معرفة و مستمرة على مجال fإذا كانت       ;a b فإنه من أجل كل عدد حقيقيk  محصور بين

 f a

و f bالمعادلة ، f x k تقبل على الأقل حلاc محصورا بينa وb. 

مبرهنة القيم المتوسطة تؤكد فقط وجود حل على الأقل للمعادلة  ملاحظة:     f x k  أما تعيين الحلول

أو قيم 
مقربة لها فيتم بإتباع خوارزميات مختلفة.

بـ   الدالة المعرفة على fلتكن  مثال:     3 1f x x x   

f و لدينا  دالة كثير حدود فهي إذن مستمرة على 0 1f    و 1 1f  ،

محصور بين 0العدد 0f و 1f  ،ومنه، حسب مبرهنة القيم المتوسطة

المعادلة  0f x  1و 0تقبل على الأقل حلا محصورا بين. 

3برهن باستعمال مبرهنة القيم المتوسطة أن المعادلة  :1تمرين    2 2x x  تقبل على الأقل حلا



في المجال  2;1. 

اللإثبات وجود حلول معادلة على مج طريقة: ;a b  باستعمال مبرهنة القيم المتوسطة نتبع الخطوات

 التالية:

نكتب المعادلة على الشكل • f x k. 

على المجال fنتحقق من استمرارية الدالة • ;a b. 

محصور بين kنتحقق من أن العدد • f a و f b.

3يمكن كتابة المعادلة الحل:  2 2x x    على الشكل  2f x   حيثf بـ :  هي الدالة المعرفة على

   3 2f x x x   ) يمكن اختيار كتابة أخرى مماثلة (

و من تم على دالة كثير حدود و بالتالي فهي مستمرة على fالدالة  2;1.

لدينا  2 4f     و 1 1f   1و  -4محصور بين العددين -2كما نلاحظ أن العدد-. 

3المعادلة  مبرهنة القيم المتوسطةإذن حسب  2 2x x    تقبل على الأقل حلا في المجال 2;1.

 اقبة النتيجة باستعمال حاسبة بيانية بحيث يتميمكن مر ملاحظة:   
2yو المستقيم ذا المعادلة fتمثيل الدالة   .ثم ملاحظة تقاطعهما

بـ :  المعرفة على fنعتبر الدالة  :2تمرين    3 22 1f x x x x   

 .fأظهر على شاشة حاسبة بيانية التمثيل البياني للدالة. 1

بين أن المعادلة. 2  0f x  .تقبل على الأقل حلا في مجال يطلب تحديده

 الحل: 
  نحصل مثلا على الشكل المقابل.. 1
ادلةيوحي الشكل بأن المع. 2  0f x  2تقبل حلا محصورا بين 1و.

و بصفة خاصة على المجال دالة كثير حدود فهي مستمرة على fبما أن 2; 1 . 

من جهة ثانية  لدينا 2 1f      و 1 1f   1محصور بين 0و بما أن أي بين 1و 2f  و 1f  

قيم المتوسطة، المعادلةإذن حسب مبرهنة ال  0f x   تقبل على الأقل حلا في المجال 2; 1 .  

 الدوال المستمرة و الرتيبة تماما

الدوال المستمرة و الرتيبة تماما على مجال .1 ;a b

دالة مستمرة و رتيبة تماما على مجال fإذا كانت مبرهنة: ;a b فإنه من أجل كل عدد حقيقيk  محصور

بين     
   f a و f bالمعادلة ، f x k  دا في المجالتقبل حلا وحي ;a b.

  البرهان:
مستمرة و رتيبة تماما على المجال fنفرض أن الدالة   ;a b.

محصور بين عدد حقيقي kو ليكن f a و f b ومنه حسب مبرهنة .

   bو aمحصور بين cيوجد على الأقل عدد حقيقيالقيم المتوسطة، 
بحيث  f c k. 

cلنفرض أنه يوجد عدد حقيقي آخر  ختلف عنمc ،محصور بينa وb 



  

و يحقق  f c k . 

cيكون لدينا حينئذ  c   و   f c f c  و هذا يناقض الرتابة التامة للدالةf المجال على ;a b. 

من  cو بالتالي يوجد عدد حقيقي وحيد ;a b بحيث f c k أي أنc  هو الحل الوحيد

للمعادلة f x k. 

 ملاحظات .2
مستمرة و رتيبة تماما ) متزايدة تماما أو متناقصة تماما ( على  fإذا كانت الدالة :1ملاحظة      
مجال ;a b :فإن جدول تغيراتها يأخذ أحد الشكلين التاليين 

 
 
محصور بين kكل عدد حقيقي من أجل  f a و f bالمعادلة ، f x k 0تقبل حلا وحيداx  في

المجال ;a b. 

مستمرة و رتيبة تماما على  fتقبل المبرهنة السابقة عدة تمديدات في حالة دالة :2ملاحظة    
 مفتوح أو مفتوح من إحدى الجهتين، محدود أو غير محدود.Iمجال

 المائلة في جدول تغيرات دالة تترجم استمرارية و رتابة الدالة على المجال المعتبر. الأسهم  تذكير:  
  مثال:      

الدالة المعرفة على fلتكن                 1;    بـ 
2

1
f x

x



 

مرة و متناقصة تماما علىمست fالدالة 1;   و لدينا 
1

lim
x

f x


   و lim 0
x

f x


. 

من  kإذن من أجل كل عدد حقيقي 0;المعادلة ، f x k 0تقبل حلا وحيداx  في

المجال 1; . 

  
 
 
المعرفة على fنعتبر الدالة :1تمرين    4;3  : بـ  3 22 2 12 1f x x x x    

أحسب. 1 f x ثم شكل جدول تغيرات الدالةf. 

 على شاشة حاسبة بيانية باختيار نافذة مناسبة. fأرسم التمثيل البياني للدالة. 2

بين أن المعادلة. 3  8f x   تقبل حلا وحيدا في المجال 2;1. 

 .210ا لهذا الحل سعتهباستعمال حاسبة بيانية أوجد حصر. 4
  الحل:   
من xمن أجل كل .1 4;3 ،    6 2 1f x x x    

 

3              1              2        4 x 
              +0      -       0        +  f x 

46                            21 
 

  6                         31 

 

 f x 

 

b          0x              a x 

                             f a 
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   f b                            

 

 f x 

 

b          0x              a x 

 f b 

                k 
                             f a 

 

 f x 

 



  

 
لدينا . 2 2 21f     ، 1 6f     6و 8 21  .f و بصفة دالة كثير حدود فهي مستمرة على

خاصة على المجال 2;1.  إذن حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة  8f x     تقبل على الأقل

في المجال cحلا  2;1و بما أن.f متناقصة تماما على 2;1 فإنc .وحيد 

8yيمكننا، بعد تمثيل المستقيم ذي المعادلة  cلتعيين حصرا للحل. 3 قربة لإحداثيي ، إظهار قيم م

 التقاطع نقطة
0,5370446cو هكذا نقرأ      :0,54و منه نستنتج الحصر التالي 0,53c   .   

      
 بـ   المعرفة على المجال fنعتبر الدالة :2تمرين         3 2 5f x x x    

برهن أن المعادلة. 1  0f x  تقبل حلا وحيدا. 

 .110سعته ثم عين حصرا للعدد fمثل على شاشة حاسبة بيانية المنحني الممثل للدالة. 2
 .fإشارة الدالة xعين حسب قيم. 3

  الحل:   

و لدينا  للاشتقاق علىقابلة  fالدالة. 1   23 2f x x     و بالتالي لدينا من أجل كل عدد 

x،حقيقي  0f x إذن الدالة.f متناقصة تماما على. 

لدينا كذلك  lim
x

f x


   و lim
x

f x


 كما أن الدالة .f لأنها كثير حدود. مستمرة على 

المعادلة أننستنتج مما سبق   0f x  تقبل حلا وحيدا.  

 نثبت بإتباع مثلا نفس الطريقة السابقة أو باستعمال. 2
 0,1مجدول أو باستعمال جدول قيم مع اختيار الخطوة 

1,3أن    1,4 . 

من أجل. 3 ;x  ،  0f x   

و من أجل ;x  ،  0f x  .  

 ازالة حالة عدم التعيين  
 بالاختزال. 1 

عرفة علىالم fنعتبر الدالة 2;1    بـ 
3 2

2

2 2

2

x x x
f x

x x

  


 
 

أحسب • 3 2

2
lim 2 2
x

x x x


    و 2

2
lim 2
x

x x


 هل يمكن استنتاج نهاية الدالة .f 2عند ؟ 

3قم بتحليل كل من  • 22 2x x x     2و 2x x  . 

من  xبين أنه من أجل كل • 2;1  ، 
2 1

1

x
f x

x





. 

 .2عند fاستنتج نهاية الدالة •

المعرفة على gللدالة 1أدرس النهاية عند   تطبيق: 1   بـ 
3

2

1

2 1

x
g x

x x




 
. 

 باستعمال التحليل. 2

المعرفة على fنعتبر الدالة 1;   بـ  22 1 2f x x x x     

 مباشرة ؟ لماذا ؟ عند fهل يمكن تعيين نهاية الدالة •

من  xبين أنه من أجل كل • 1; ،  2

1 1 2
2 1f x x

x x x

 
      

 
. 

 .عند fاستنتج نهاية الدالة •

المعرفة على gللدالة أدرس النهاية عند   تطبيق: 0;   بـ  2g x x x  . 



باستعمال المرافق. 3

معرفة علىال fنعتبر الدالة 2;   بـ  2 21 2f x x x x   

.إلى xتحقق أن لدينا حالة عدم التعيين لما يؤول •

من xبين أنه من أجل كل • 2; ، 

1
2

1 2
1 1

xf x

x x





  

 .عند fاستنتج نهاية الدالة •

المعرفة على gللدالة أدرس النهاية عند   تطبيق: 0;   بـ  22g x x x x   .

باستعمال العدد المشتق .4

بـ   المعرفة على fنعتبر الدالة 
cos 1x

f x
x




 مباشرة ؟ لماذا ؟ 0عند fهل يمكن تعيين نهاية الدالة •

cosxللدالة 0المشتق عند باستعمال تعريف العدد • x عين نهاية الدالةf 0عند.

المعرفة على gللدالة 0أدرس النهاية عند   تطبيق:   1;0 0;    بـ 
4 2x

f x
x

 


إ  
  بالتنصيف حصر لحل معادلة يجاد 

دالة مستمرة و رتيبة تماما على مجال fبصفة عامة إذا كانت المبدأ:     ;a b 

بحيث    0f a f b   

مبرهنة القيم المتوسطة، المعادلة فإن، حسب    0f x  تقبل حلا وحيدا في المجال ;a b.

نعلم أن  
2

a b
m


 هو مركز المجال ;a b.bma

إذا كان   ماذا يمكن القول عن. 1    0f a f m   ؟

إذا كان   ماذا يمكن القول عن. 2    0f a f m  ؟

و ذلك إلى غاية الحصول على الحصر المرغوب  mبـ   bأو aنواصل بنفس الطريقة من خلال تعويض   
 فيه.
:تعيين حصر لـِ     

بـ   المعرفة على fنعتبر الدالة :مثال   3 3 3f x x x   

برهن أن المعادلة. 1  0f x  تقبل حلا وحيدا في المجال 2;3.

بحساب. 2 f m حيث ،m هو مركز 2;3  عين حصرا لـ ، 0,5سعته.

 . ما هي سعته ؟بحدي الحصر السابق و بإتباع نفس المنهجية أوجد حصرا لـ   3و 2بتعويض . 3
؟ 2مرحلة علما أنه في كل مرحلة يتم قسمة السعة على nما هي سعة الحصر المحصل عليه بعد . 4

 برامج لحاسبة بيانية:                                          استعمال مجدول: 
CasioGraph     89      لمتابعة العملية السابقة أنجز ورق الحساب أسفله . 1 92TI  

82 83TI  

بإتباع الخطوات التالية: 

): 2Dالخليةنحجز في  • 2 2) / 2B C  

2E :2^3نحجز في الخلية • 3* 2 3B B  ثم
 .2Gو 2Fننقلها نحو كل من الخليتين

 نحجز على الترتيب: 3Cو 3Bفي الخليتين •



   ( 2* 2 0; 2; 2)SI E G B D      و

   ( 2* 2 0; 2; 2)SI E G D C    ثم نسحب نحو

 الأسفل في كل عمود من أعمدة ورقة الحساب. 
؟ 510أصغر من  تكون سعة حصر العدد nابتداء من أي قيمة لـ  . 2



 

 تمارين

      26ص 1تمرين 

المعرفة على fنعتبر الدالة  1; :بـ 

                 
3 2

1

x
f x

x





  

xحيث  إذا كان  A( أوجد عدداً حقيقيا 1 A  فإن f x 

ينتمي إلى المجال  2,9;3,1. 

3yالذي معادلته  ( بين أن المستقيم 2   مقارب

 . f الممثل لدالة fCللمنحني

 .بالنسبة إلى المستقيمfCلمنحني ( ادرس وضعية ا3

 26ص  12تمرين 

بـ:  المعرفة على f لتكن الدالة        2 3f x x  

نريد دراسة سلوك  f x لماx  2يؤول إلى. 

خمينا لسوك( ضع ت1 f x  لماx  2يؤول إلى. 

بحيث ينتمي x( في أي مجال يجب اختيار 2 f x  إلى

 6,99;7,01؟ 

3 )  0عدد حقيقي حيث 1  

بحيث ينتمي xي أي مجال يجب اختيار ف • f x  إلى

 7 ;7  ؟ 

صغير بالقدر الذي نريد ، ماذا  علما أننا نختار  •

 تستنتج؟

 28ص  23تمرين 

أ(         22 1f x x x   د عن  

ب(      
1

2
1

f x x
x

 


 1، عند عند   

 28ص  28تمرين 

أ(         1 1f x x x      عند 

ب(         2 1f x x x x     عند 

     28ص  32تمرين  

 احسب النهايات التالية:   

  
2

4
lim cos

3x

x

x

 
 

 
   ،

1
lim cos

2x

x

x





 
 
 

  ،

 
21

1
lim sin

2 1x
x

x





 
  
  

  ،
0

sin
limcos
x

x

x




 
 
 

 

  28ص  33تمرين 

             
sin

2 1

x x
f x

x





 

 ( بيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي1 
1

2
x      : 

         
1 1

2 1 2 1

x x
f x

x x

 
 

 
 

 ؟ نهاية عند  f( هل تقبل الدالة 2 

   29ص  42تمرين   

المعرفة على  f نعتبر الدالة    2;4 :كما يلي 

           
   
   

2 ; 2;1

1 ; 1;4

f x x x x

f x x x

    


  

 

 نهاية  fفي معلم.هل تقبل الدالة  f( مثل بيانيا الدالة 1

 ؟ 1عند   

مستمرة على المجال  f( هل الدالة 2 2;4؟ لماذا؟ 

 مستمرة عليه. f( اذكر مجالا تكون الدالة 3

 29ص  49تمرين 

المعرفة على  fنعتبر الدالة        2;1 :كما يلي 

                f x x x E x  

حيث   x E x هي دالة الجزء الصحيح 

( عين عبارة1 f x :على كل من المجالات التالية 

 2; 1  ،  1;0  ، 0;1 

( ارسم في معلم 2 ; ,O i j  المنحني الممثل للدالةf  . 

مستمرة   f( هل الدالة 3

على 2; 1 ، 2;0، 2;1؟ 

 30ص  51تمرين 

المعرفة على   fنعتبر الدالة        0;2 :كما يلي 

        
 

 

2 1 ; 0 1

2 3 ; 1 2

f x x x

f x x x

   


    
 

( هل يمكن تطبيق مبرهنة القيم المتوسطة لإثبات أن 1

المعادلة   0f x  تقبل حلولا في المجال 0;2 ؟ 

(تحقق أن المعادلة 2  0f x حلا واحدا في  تقبل

 0;2. 

 30ص  59تمرين 

 بـ:  المعرفة على  fنعتبر الدالة 

         3 22 3 5f x x x x      

 و شكل جدول تغيراتها f( ادرس تغيرات الدالة 1

بين أن المعادلة (2  0f x  ا تقبل حلا وحيدفي. 

لهذا  210( باستعمال حاسبة بيانية أوجد قيمة مقربة إلى3

 الحل.

 32ص  75تمرين 

      f  هي الدالة المعرفة على 0; : بـ 



 

                   21 4f x x x x    

و    C . تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم 

2الذي معادلته  ( بين أن المستقيم 1 3y x   مقارب

للمنحي  Cعند 

( ادرس الوضعية النسبية لـ 2 C  و.  

      

   33ص  83تمرين 

 باستعمال المرافق احسب النهايات التالية:  

2 2lim 1 1
x

x x


       ،
0

1 1
lim
x

x

x

 
  ، 

2lim 2
x

x x


            ،2lim 1
x

x x x


   

2lim 3
x

x x


             ،
2 2

2 20
lim
x

x a a

x b b

 

 
   

0aحيث        0وb  

       

 

      

    34ص 91تمرين  

 باستعمال نهاية مركب دالتين احسب ما يلي: 

1 )
1

lim
2 4x

x

x




        ،2 )

2
lim

1x

x

x 
 

3 )2lim 9 3
x

x x


    ،4 )
1

lim
x

x

x


 

 34ص  95تمرين  

 :  xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي       

          2 cos sin 2x x    ، 

ثم استنتج 
2

cos sin
lim
x

x x

x


 

 35ص  103تمرين   

        f     بـ :  هي الدالة المعرفة على 

           

 

 
2

1 1
; 0

1
; 0

2

x
f x x

x

x
f x x

x

  
 




  
 

 

  مستمرة على   fبين لن الدالة  

 35ص  104تمرين 

 بـ :  المعرفة على   fنعتبر الدالة           

       
 

 

22 4
; 0

0

x x
f x x

x

f 

   
 


 

  . 

 .مستمرة على  fحتى تكون الدالة   عين قيمة العدد 

 35ص  106تمرين 

f دالة مستمرة على المجال ;a b بحيث   

      f a ab   و  2f b b 

من  cبين أنه يوجد عدد حقيقي  ;a b  بحيث

 f c bc. 

         

 

 

 37ص  113تمرين 

       f  هي الدالة المعرفة على 1;1     : بـ 

              2
| 1|

1

x
f x x

x
  


     

و   C . تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم 

( أ(  اكتب 1 f x .بدون رمز القيمة المطلقة 

  عند أطراف مجموعة التعريف. fب( ادرس نهايات الدالة 

( أ( احسب 2 'f x . و ادرس إشارتها 

 .  fب( مثل جدول تغيرات الدالة  

:( أ( بين أن المستقيمين 3 1y x    و

' : 1y x     مقاربين للمنحني C عند و 

 على الترتيب.

ب( ادرس وضعية   C  بالنسبة إلى  على المجال 

 1;  و ادرس وضعية C  بالنسبة إلى'  على

المجال ; 1 . 

( بين أن المعادلة 4  0f x   ًتقبل حلاً واحدا على

المجال 1;1 وأعط حصراً لـ ،  110سعته . 

         37ص  114ين تمر

المعرفتان على المجموعة   gو   f نعتبر الدالتين 

   ; 1 1;     : كما يلي 

          2 1f x x x       

و         2 1g x x x   

نيين على الترتيب في معلم تمثيلاهما البيا gCو fCو 

متعامد و متجانس  ; ,O i j 



 عند  f ( أ( عين نهاية الدالة1

fC.استنتج أن المنحني عند  f ب( عين نهاية الدالة

 يقبل مستقيما مقاربا أفقيا.

:ين أن المستقيمج(ب 2y x  مقارب للمنحنيfC

 .عند 

( أ( احسب 2   f x g x  ثم استنتج نهايات الدالةg

 .و  عند 

تفسير الهندسي لهذه النتيجة ؟ب( ما هو ال 

ج( قارن بين   2g x x  و f x .

استنتج  lim 2
x

g x x


 .أعط تفسيرا هندسيا للنتيجة،

( نعتبر المنحني 3  f gC C  .

بين أن معادلة   2 هي 2 1 0y xy  

2uمن المستوي حيث  u( ليكن الشعاع 4 i j . 

نرمز بـ ;x y النقطة  لاحداثيتيM  في المعلم ; ,O i j.

و بـ '; 'x y  المعلم  ها فيتاحداثيا ; ,O i u

 .  ’yو   ’xبدلالة   yو   xأ( عبر عن 

ب( عين معادلة   في المعلم ; ,O i u.

ج( ما طبيعة .



 توظيف المشتقات لحل مشكلات. •

استعمال المشتقات لدراسة خواص دالة والمنحني الممثل لها ) التغيرات، التقريب الخطي، نقطة  •
الانعطاف،...(.

 حساب مشتق دالة مركبة. •

حل معادلة تفاضلية من الشكل • y ' f x، y '' f x  حيث .f دالة مألوفة 

 39ص1نشاط ال

رسمنا في الشكل الموالي المنحنيين 

  fC و gCالممثلين لدالتينfوg

معرفتين و قابلتين للاشتقاق على المجال  

 2;3.بعض مماساتهما و

أحسب الأعداد المشتقة التالية:. 1

•    1f                 1g           2f    2g 

•    1f g            2fg         
3

1
f

 
 

 
  2

f

g

 
 
 

من المجال xمن أجل كل . 2 0;2  :نضع   2 1h x f x 

أحسب  0h  و
3

2
h
 
 
 

.

I. الاشتقاقية
 الدالة المشتقة -العدد المشتق. 1
aو a. من Iالة معرفة على مجالد f تعريف:  h عددان حقيقيان منI  0معh .

إذا قبلت النسبة aشتقاق عندتقبل الا fنقول أن 
   f a h f a

h

 
.0إلى hنهاية محدودة لما يؤول 

للدالة المشتق العدد النهاية بالرمزaعندfتسمى هذه و نرمز لها f a.

لدينا إذن:   
   

0
lim
h

f a h f a
f a

h

 
      أو 

   
lim
x a

f x f a
f a

x a


 


xو ذلك بوضع   a h 

و تسمى الدالة  Iنقول أنها تقبل الاشتقاق على Iمن xالاشتقاق عند كل عدد حقيقي fإذا قبلت الدالة ملاحظة:  



. 

 :f x f x   الدالة المشتقة للدالةf.

 مماس منحني دالة. 2
و ليكن  من Iجالدالة معرفة على م f تعريف و خاصية:    
    C تمثيلها البياني في معلم ; ,O I J.

فإن 0xالاشتقاق عند fإذا قبلت  C يقبل عند النقطة  0 0;A x f x

مماسا  T معامل توجيهه 0f x:معادلته و

    0 0 0y f x x x f x  

 المشتقات المتتابعة. 3
.من Iابلة للاشتقاق على مجالدالة معرفة و ق f تعاريف: 

fإذا قبلت الدالة  هي الأخرى الاشتقاق علىI فإن دالتها المشتقة f  تسمى المشتقة الثانية للدالةf و

 نرمز لها

fبالرمز إذا قبلت الدالة .f  هي الأخرى الاشتقاق علىI فإن دالتها المشتقة f  تسمى المشتقة

fالثالثة للدالة

fو نرمز لها بالرمز   تسمى الدوال .f  ،f  ،f ،...، n
fالمشتقات المتتابعة للدالة ...،f.

الدالة المعرفة على fلتكن ال:مث  0  ِبـ  3 1
f x x

x
 

لدينا:   2

2

1
3f x x

x
        ،  3

2
6f x x

x
  ،  4

6
6f x

x
  .

 الاشتقاقية و الاستمرارية. 4
 فإنها مستمرة على هذا المجال. Iقابلة للاشتقاق على مجال fإذا كانت دالة خاصية:
xعكس هذه الخاصية ليس دائما صحيحا فمثلا الدالة: ملاحظة: x  و لكن غير قابلة  0مستمرة عند

.  لدينا 0للاشتقاق عند
0

lim 0
x

x


 بينما النسبة
h

h
لأن 0لا تقبل نهاية عند  

0

lim 1
h

h

h


   و

0

lim 1
h

h

h


.

تمارين •

مفسرا بيانيا في كل مرة النتيجة 1عند kو f،gأدرس قابلية اشتقاق الدوال التالية :1تمرين 

المحصل عليها:        
2

2 2 3f x x x     ،  1g x x   ،  2 1k x x x 

نهاية النسبة ندرس aعند fلدراسة قابلية اشتقاق دالة طريقة:
   f a h f a

h

 
.0إلى hيؤوللما  

 الحل:
         

2
2

2 21 2 1 3 4 41 1 h h h hf h f

h h h

            ومنه

   
 2

0 0

1 1
lim lim 4 0
h h

f h f
h h

h 

 
  إذن الدالة .f و لدينا 1تقبل الاشتقاق عند 1 0f   .

المنحني fC و هو موازي لمحور الفواصل. 0مماسا معامل توجيهه 1يقبل عند النقطة ذات الفاصلة



2 3 4 5

2

0 1

1

x

y  :من أجل لدينا
   1 1 1g h g h

h h h

 
   ومنه

   
0

1 1
lim
h

g h g

h

 
 

بما أن نهاية النسبة .2غير قابلة للاشتقاق عند gإذن الدالة
   1 1g h g

h

 
هي 

فإن معامل توجيه المستقيم AMحيث 1;0A وM نقطة من gC1فاصلتها h

و هذا يعني أن  0إلى hيصبح كبيرا جدا لما يؤول gCالنقطة عند يقبل 1;0A

 مماسا موازيا لحامل محور التراتيب.

نهاية النسبة إذا كانت طريقة:
   f a h f a

h

 
غير منتهية فإن المنحني 0إلى hيؤوللما   fC عن ديقبل

ذات الفاصلة التراتيب.aالنقطة موازيا لحامل محور مماسا

 0من أجلh  ،
     

 
2 11 1

2 1
h hk h k

h
h h

 
  

0hو من أجل   ،
     

 
2 11 1

2 1
h hk h k

h
h h

 
   

.2مساوية لـِ  0و نهاية من اليسار عند 2مساوية لـِ  0أن هذه النسبة تقبل نهاية من اليمين عند نلاحظ
و  2هو 1من اليمين و من اليسار و أن عددها المشتق من اليمين عند 1تقبل الاشتقاق عند kنقول أن 

) 1و بما أنهما مختلفان فهي غير قابلة للاشتقاق عند  2هو 1عددها المشتق من  اليسارعند

النسبة
   1 1k h k

h

 
(. المنحني 0لا تقبل نهاية عند kC النقطة عند يقبل 1;0Aنصفي مماسين

.2و 2معاملا توجيههما 

بـِ  المعرفة على fنعتبر الدالة :2تمرين   2f x x x   و ليكن fC .تمثيلها البياني

يمثل على شاشة حاسبة بيانية المنحن. 1 fC و مماس fCالنقطة ذات الفاصلةAعند 2.

عين معادلة لـِ . 2 .

الحل
  .أنظر الشكل المقابل. 1
و لدينا:  قابلة للاشتقاق على fالدالة. 2  2 1f x x   و منه 2 3f    

بتطبيق الدستور:      y f a x a f a    2معa    3نجد 4y x   .

II. المشتقات و العمليات 
 مشتقات دوال مألوفة. 1

مجالات قابلية الاشتقاق f x f x

0kحيث(k)ثابت حقيقي

1x
1nnx nx(n2وn )

  ;0  و 0;
2

1

x


1

x

 0;1

2 x

x

sin xcosx

cosxsin x



المشتقات والعمليات على الدوال . 2
uوvمجال على .عدد حقيقي kو منIدالتان قابلتان للاشتقاق

u

v
( Iلا تنعدم على v) الدالة 

1

v
uvkuu vالدالة

2

''

v

uvvu 
2

v

v




u’ v + v’ 
u

k u’ u’ + v’ المشتقة

 نتائج: •
  الدوال كثيرات الحدود قابلة للاشتقاق على.
  .الدوال الناطقة قابلة للاشتقاق على كل مجال محتوى في مجموعة تعريفها

مشتقة الدالة: . 3 x u ax b

0aعددان حقيقيان مع bو a مبرهنة:  .u دالة قابلة للاشتقاق على مجالIليكنمن.J 
axحيث xالمجال المكون من الأعداد الحقيقية b ي إلىينتمI. 

:الدالة  ( )f x u ax b على للاشتقاق قابلةJ  :و لدينا ' '( )f x au ax b 

 أمثلة: 
 الدالةf بـِ  المعرفة على   sinf x ax b  و لدينا: قابلة للاشتقاق على

   cosf x a ax b  

الدالةgبـِالمعرفة على   cosg x ax b للاشتقاق على و لدينا:قابلة

   sing x a ax b   

تمارين •

عين مشتقة كل دالة من  الدوال التالية المعرفة على :1تمرين   0;I   :ِبـ

          3 21
3 3

2
f x x x x     ،   1g x x x  ، 

sin x
h x

x


نقوم أولا بالتعرف على شكلها. لحساب مشتقة دالة طريقة:
 الحل: 

 الدالةf لة للاشتقاق علىلأنها دالة كثير حدود و منه فهي قاب قابلة للاشتقاق علىI :و لدينا

  23
6 1

2
f x x x    

 الدالةg قابلة للاشتقاق علىI لأنها جداء دالتين قابلتين للاشتقاق علىI :و لدينا

   
1 3 1

1
2 2

x
g x x x

x x


     

 الدالةh و بما أن الدالة المقام: هي حاصل قسمة دالتين قابلتين للاشتقاق علىx x لا تنعدم علىI

و لدينا: Iتقبل الاشتقاق على hفإن الدالة

  2

cos sinx x x
h x

x


 

حيث دالة قابلة للاشتقاق على fلتكن :2تمرين   2

1

1
f x

x x
 

 
.

بـِ المعرفتين على hو gنعتبر الدالتين    g x f x   و   2 1h x f x  

gعين الدالتين hو gبدون تعيين الدالتين    وh .



 الحل:
 من أجل كلx من ، x فالدالة ومنه ينتمي إلىg و لدينا: قابلة للاشتقاق على

   
   

2 2

1 1

11
g x f x

x xx x
       

    

 من أجل كلx من ، 2 1x  ومنه فالدالة إلى ينتميh و لدينا: قابلة للاشتقاق على

   
   

2 2

1 2
2 2 1 2

4 2 12 1 2 1 1
h x f x

x xx x
      

    

0xمن أجل :3تمرين   وn  عدد طبيعي نضع  n

nf x x x

تقبل الاشتقاق علىnfبين أن الدالة  *   0;عن ثم عبر 1nf x
 بدلالةn و nf x.

nxالدالة  الحل: x  بينما الدالة  تقاق علىتقبل الاشx x  تقبل الاشتقاق على 0;  و منه

علىnfفالدالة الاشتقاق تقبل جداؤهما 0;.

لدينا:  1

1

n

nf x x x

     منه و    1

1

1
1

2

n n

nf x n x x x
x




    

 و بالتالي   1

1 3
1

2 2

n n n

nf x n x x x x n x x

 
      

 

: هكذا و نجد   1

3

2
n nf x n f x

 
   

 

III. اتجاه تغير دالة
المشتقة و اتجاه تغير دالة. 1
.من Iدالة قابلة للاشتقاق على مجال f :مبرهنة ) دون برهان ( 
   إذا كان من أجل كلx منI،  0f x   ما عدا ممكن من أجل عدد محدود من القيم التي  تنعدم الدالة

fالدالة فإن تماما علىfمن أجلها، .Iمتزايدة

من أجل كل I،منxإذا كان  0f x عدد مح من أجل عدا ممكن الدالةما تنعدم التي من القيم دود

fالدالةمن فإن علىfأجلها، تماما .Iمتناقصة

من أجل كل I،منxإذا كان  0f x الدالة .Iثابتة علىfفإن

بـِ  الدالة المعرفة على fلتكن ملاحظة:   3f x x

و لدينا قابلة للاشتقاق على fالدالة  23f x x :و منه

 ،من xمن أجل كل  0f x  و 0 0f  

متزايدة تماما على fإذن الدالة

القيم الحدية المحلية. 2

.Iعدد حقيقي من 0xو من Iدالة معرفة على مجال f تعاريف: •

 القول أن 0f x قيمة حدية محلية عظمى للدالةf يعني أنه يوجد مجال مفتوحJ محتوى فيI و

J ،من xل كلبحيث من أج  0xيشمل   0f x f x.

أن القول 0f xللدالة مفتوحfقيمة حدية محلية صغرى يوجد مجال فيJيعني أنه و Iمحتوى

J ،من xبحيث من أجل كل  0xيشمل   0f x f x.

أن القول 0f xلـِ قيمة حد محلية أنfية يعني 0f x.قيمة حدية محلية عظمى أو صغرى



2 3-1-2-3-4-5

2

3

4

5

6

-1
0 1

1

x

y

الدالة المعرفة على fلتكن مثال: 6;4  ِبـ   3 21
3 9

5
f x x x x  

ا البياني.و ليكن في الشكل المقابل تمثيله 
27

3
5

f  للدالة عظمى fقيمة حدية محلية

و   1 1f   قيمة حدية محلية صغرى للدالةf.

عدد  0xو من Iقاق على مجال مفتوحدالة معرفة و قابلة للاشت f مبرهنة ) دون برهان (: •

f.  إذا انعدمت الدالة المشتقةIحقيقي من  0عندx مغيرة إشارتها فإن 0f xمحلية قيمة حدية

 .fللدالة

0xx0xx

-          0         +  f x           +0         -  f x

 0f x

 f x

 0f x

 f x

 تمارين
بـِ  الدالة المعرفة على fلتكن :1تمرين     3 23 4f x x x   

. أحسبfأدرس اتجاه تغير. 1 1f شكل جدول تغيرات الدالة .f ثم استنتج إشارتها على.

المعرفة علىgأدرس اتجاه تغير الدالة 1باستعمال السؤال. 2 ;0ِبـ  21 4
3

2
g x x x

x
  

 الحل: 
و لدينا: قابلة للاشتقاق على fالدالة .1   23 6 3 2f x x x x x    . f xكثير حدود من

و بالتالي فإشارته من نفس إشارة 2و 0الثانية جذراه  الدرجة 3 بين الجذرين أي سالبة على

المجال 0;2 

لدينا:       
3 2

1 1 3 1 4 0f       

 2  0  1-  x

00إشارة f x

4

0

0

 f x

من جدول التغيرات نستنتج أن   0f x  على ; 1   و  0f x  على 1; .

قابلة للاشتقاق على gالدالة. 2 ;0 :و لدينا 
 3 2

2 2 2

4 3 4
3

f xx x
g x x

x x x

 
     

إذن إشارة g x هي من نفس إشارة f x على ;0 أي سالبة على ; 1  و موجبة على 1;0.

متناقصة تماما على gنستنتج هكذا أن الدالة ; 1  و متزايدة تماما على 1;0. 

مختارة بشكل مناسب قارن بين العددين: fبدراسة اتجاه تغير دالة :2تمرين 



1
0,999998

0,999998
A   و

1
0,999999

0,999999
B  

المعرفة  مثلا على  fنعتبر الدالة   الحل: 0;  ِبـ 
1

f x x
x

 

على  قابلة للاشتقاق fالدالة 0;  :و لدينا 
2

2 2

1 1
1

x
f x

x x


   و بالتالي فإن إشارة . f x  هي

من نفس إشارة 2 1x جذرين هما يقبل الذي 1منه1و و

1 1           x

     +0  -  0 +2 1x 

 متناقصة تماما على المجال fنستنتج هكذا أن الدالة   0;1 و متزايدة تماما على المجال 1;

نلاحظ أن     0,999998A f      و 0,999999B f  

ينتميان إلى المجال 0,999999و  0,999998 و بما أن العددين    0;1

0,999998مع   0,999999  فإن   0,999998 0,999999f f

Aو هكذا فإن  B

IV.  اشتقاق دالة مركبة 

vمشتقة الدالة . 1 u

الاشتقاق  vو قبلت الدالة من Iالاشتقاق على مجال uإذا قبلت الدالة مبرهنة ) دون برهان (:  
على u I   فإن الدالةv u  تقبل الاشتقاق علىI و لدينا من أجل كلx منI:

               v u x v u x u x     

بـِ  الدالة المعرفة على fلتكن مثال:   
2

22 3 1f x x  

fنلاحظ أن  v u  2حيث: 3u x x      2و: 2 1v x x   و منه     2 1f x v x u x    

بعد الحساب نجد:      2 24 3 2 8 3f x x x x x     

 تطبيقات. 2

مشتقة الدالة  • x u x

تقبل  uفإن الدالة Iا علىو كانت موجبة تمام من Iقابلة للاشتقاق على مجال uكانت الدالةإذا 

و لدينا:  Iالاشتقاق على 
2

u
u

u


.

fنضع البرهان:  u  و منهf v u  حيث:v x x



2 3-1

2

3

-1

0 1

1

x

y

تقبل الاشتقاق على vالدالة 0; و لدينا 
1

2
v x

x
 أجل كل من أن بما .xمنI ،  0u x فإنf

و لدينا: Iتقبل الاشتقاق على
1

2 2

u
f u

u u


   

مشتقة الدالة •   
n

x u x(n2عدد طبيعي يحققn)

علىnuفإن الدالة  من Iقابلة للاشتقاق على مجال uكانت الدالةإذا   الاشتقاق و لدينا:Iتقبل

  1n nu nu u  .

nfنضع البرهان:   u  و منهf v u  حيث: nv x x

vالدالة 2n  و لدينا تقبل الاشتقاق على  1nv x nx  ال علىfدالة. إذن الاشتقاق ولدينا:Iتقبل
1 1n nf nu u nu u     

مشتقة الدالة  •
 

1

 
 

n
x

u x
 (n  1عدد طبيعي يحققn ) 

 فإن الدالة Iولا تنعدم على من Iقابلة للاشتقاق على مجال uكانت الدالةإذا 
1

nu
تقبل الاشتقاق  

و لدينا:  Iعلى
1

1
n n

nu

u u 

  
  

 
.

 تمارين 
قابلة للاشتقاق علىgالتمثيل البياني المقابل هو لدالة :1تمرين   1;3

عين بيانيا إشارة. 1 g x ثم إشارة g x.

المعرفة على fعتبر الدالةن. 2 1;3  ِبـ   
2

f x g x   .



أحسب f x  بدلالة g x و g x ثم استنتج إشارة f x.

  الحل: 
يقع فوق محور الفواصل من أجل gنلاحظ أن منحنى الدالة. 1   1;0 2;3x    و تحته من

أجل 0;2x 

و منه    0g x  من أجل   1;0 2;3x    و  0g x  ن أجلم 0;2x . 

متناقصة تماما على gبما أن الدالة 1;1 و متزايدة تماما على 1;3  و تقبل مماسا موازيا لمحور الفواصل

فإن 1عند النقطة ذات الفاصلة  0g x  من أجل 1;1  و  0g x  من أجل 1;3x  و 1 0g  .

معرفة و قابلة للاشتقاق علىgالدالة. 2 1;3  2و منه فالدالةf g   معرفة و قابلة للاشتقاق

على 1;3 

و لدينا:      2f x g x g x باستعمال الجدول الموالي نحصل على إشارة . f x

3  2  1  0  1- x

     +0     -          -     0       + g x

  +  +0  - - g x

     +  0   -       0    +     0  -   f x

ية:عين مشتقات الدوال الآت :2تمرين  

1 . 
4

2: 2 3f x x x 2.  على .
 

3
2

1
:

1
g x

x 
على   1;.

3 .: ² 4h x x   على 2;.

 الحل:  
4fنلاحظ أن. 1 u  مع  22 3u x x x  الدالة .uلديناقابلة للاشتقاق على و

  4 1u x x  

34fو لدينا قابلة للاشتقاق على fإذن u u   و منه من أجل

،منxكل    
3

24 4 1 2 3f x x x x    

نلاحظ أن. 2
3

1
g

u
 مع  2 1u x x  كما أن  0u x  من أجلx من 1;الدالة .u  قابلة

 للاشتقاق

على  1; و لدينا  2u x x إذن .g قابلة للاشتقاق على 1;  و لدينا
4

3u
g

u


  م منه أجلو ن

، منxكل 
 

   
4 4

2 2

3 2 6

1 1

x x
g x

x x
    

 

hنلاحظ أن .2 u  مع  2 4u x x الدالة .u قابلة للاشتقاق على 2;  مع  0u x  .

قابلة للاشتقاق على hإذن 2;  و لدينا
2

u
h

u


 أجل كل من منxومنه 2; ،

 
2 4

x
h x

x
 


.



V.  يقة أولرطر –التقريب التآلفي
التقريب التآلفي. 1

 .Iدالة معرفة على مجال مفتوح f :خاصية 
xحيث  hبحيث من أجل كل عدد حقيقي فإنه توجد دالة  Iمن xالاشتقاق عند fإذا قبلت    h 

Iينتمي إلى

لدينا:         f x h f x hf x h h         مع 
0

lim 0
h

h


.

: نكتب عندئذ 0قريب من hمن أجل      f x h f x hf x   

يسمى    f x hf x   ِالتقريب التآلفي لـ f x h من أجلh المرفق بالدالة0قريب من ،f.

و  xقابلة للاشتقاق عند f، من المعطيات لديناIمن xليكن البرهان: 

منه
   

 
0

lim
h

f x h f x
f x

h

 


بوضع 
   

 
f x h f x

h f x
h


 

  دينا يكون ل     
0

lim 0
h

h f x f x


   

إذن
   

   
f x h f x

h f x
h


 

   و منه       f x h f x hf x h h   .

التفاضلية: بوضع:الكتابة x x h x    و   y f x h f x   تكتب المساواة

         f x h f x hf x h h         :كما يلي( ) ( )y f x x x x    

)و منه التقريب  )y f x x   عندما يكونx 0قريبا من.

)نصطلح الصياغة التفاضلية التالية: )
dy

f x
dx

  أو( )dy f x dx.

العلوم الفيزيائية و بصفة عامة نكتب:يستعمل هذا الترميز في 
df

dx
fبدلا من  

و 
2

2

d f

dx
fبدلا من     وهكذا

n

n

d f

dx
)بدلا من   )nf.

طريقة أولر. 2
fبمعرفة fنشاء تمثيلات بيانية تقريبية لدالةبإطريقة أولر تسمح    0و 0( )y f xترتكز هذه الطريقة .

لدينا:  0قريب من hبحيث من أجل fعلى التقريب التآلفي للدالة     0 0 0f x h f x hf x  .

انطلاقا من النقطة 0 0 0;A x y بحيث 0 0f x النقطة ننشئ 1 1 1;A x y1ذات الفاصلة 0x x h  و

ل توجيههالتي تنتمي إلى المستقيم الذي معام 0f x 0والمار منA :و بالتالي

   1 0 0y f x hf x أن بما و     0 0 0f x h f x hf x  

فإن النقطة 0قريب من hمن أجل 1 1 1;A x y قريبة من fC منحنيf.

، النقطة1Aبنفس الطريقة يمكن إنشاء، انطلاقا من    2 1 1 1;A x h f x hf x .

و هكذا يمكن على التوالي إنشاء النقط ;n n nA x y 1حيثn nx x h 



و   1 1n n ny f x hf x 
 1معn 0. بربط النقطA،1A،2Aنحصل ...،

 hو نحصل على أكثر دقة كلما كانسمى الخطوة. ي ذيال hارمرتبط باختي  fعلى تمثيل بياني تقريبي لـِ 
.0أقربا إلى

 تمارين
تتمدد عند ارتفاع  دراجة الحرارة. 8cmكرة حديدية نصف قطرها :1تمرين  

؟ 1mmحجمها لما يرتفع نصف قطرها بـِ  ما هو تغير. 1

ما هو تغير مساحتها في نفس الظروف ؟. 2
 الحل: 

تغير حجم الكرة الحاصل  V. لنعينcmنصف قطرها بـِ  Rو ليكن 3cmحجم الكرة بـِ   Vليكن. 1
بسبب

0,1R في حالة نصف القطر 8Rتغير cm .:34لدينا

3
V R  و منه 2 24

3 4
3

dV
R R

dR
  

24dVأي R dR   0,1و بما أنR  24( يمكننا أن نكتب  0) قريب منV R R    

و هكذا نجد:        
2

4 8 0,1 80V      380و منه يرتفع الحجم بحواليcm.

24Sو منه  2cmة بـِ مساحة الكر Sلتكن. 2 R 8و بالتاليdS RdR  يمكننا أن نكتب
8S R R  0من أجلR 20. و هكذاS 220. ترتفع المساحة بحواليcm.

دالة تحقق: fلتكن :2تمرين    0 1f  و f x x . 

0,5hباستعمال طريقة أولر و باختيار خطوة. 1   ِشكل جدولا يتضمن القيم التقريبية لـ f x  من

ينتمي إلى xجلأ 0;5 ثم أنشئ تمثيلا تقريبيا للدالةfعين قيمة مقربة 0,01. تدور النتائج إلى .

للعدد 4f. 

0,1hباختيار خطوة جديدة  . 2   عين قيمة مقربة للعدد 4f.

نبرهن أن. 3 
2

1
3

f x x x تحقق أن . 0 1f و f x x أحسب . 4fثم قارن النتيجة



 .0,1و 0,5بالخطوتينمع القيم المقربة المحصل عليها سابقا    

لـِ  لإيجاد قيمة مقربة طريقة:   f a h نستعمل التقريب     f a h f a hf a   حيثh 0قريب من.

لدينا:. 1الحل:      0,5 0 0,5 0 1f f f    ،     1 0,5 0,5 0,5 1 0,5 0,5 1,354f f f     

لدينا  4 5,765f .

نجد باستعمال مجدول أو برنامج حاسبة بيانية . 2 4 6,227f .

من الواضح أن. 3 0 1f   كما أن 
2 2 3

3 3 22

x
f x x x x

x

 
      

 

لدينا 
2 19

4 4 4 1
3 3

f    باستعمال حاسبة نجد و 4 6,333f نلاحظ أن القيمة المقربة المحصل عليها .

أقرب من القيمة المضبوطة لـِ  0,1بالخطوة 4f 0,5بالخطوة من القيمة المقربة المحصل عليها.

دراسة دالة 
مثلثية دراسة دالة -1

تذكير حول الدالتين " جيب " و " جيب التمام ". 1
   الدالتانcosx x وsinx x معرفتان على.

  كلمن أجلx 2، منx  و لدينا  ينتمي إلى cos 2 cosx x    و sin 2 sinx x 

cosxنقول أن الدالتين  x وsinx x

 .2دوريتان دورهما 

من أجل كلxمن ، cos cosx x 

و   sin sinx x  

الدالة " ظل ". 2

" معرفة بـِ  tanو التي نرمز إليها بالرمز " الدالة " ظل "  تعريف: 
sin

tan
cos

x
x

x
من أجل كل عدد حقيقيx

يختلف عن   
2

k


 حيثkصحيح عدد k .



يختلف عن xكل من أجل   اص:خو 
2

k


 ، tan tanx x إذن الدالة" ظل " دورية دورها . .

  من أجل كلx يختلف عن
2

k


، tan tanx x   إذن المنحني الممثل للدالة "ظل" متناظر .

بالنسبة إلى مبدأ المعلم.

;0جالمن الخاصيتين السابقتين يمكن اقتصار دراسة الدالة "ظل" على الم دراسة الدالة "ظل": 
2

 
 
 

من أجل كلxيختلف عن
2

k


،   
2 2

2

2 2

cos sin 1
tan 1 tan

cos cos

x x
x x

x x

    

بما أن    tan 0x   .فإن الدالة  "ظل"  متزايدة تماما على كل مجال معرفة فيه

 لدينا
2

lim sin 1
x

x


 و
2

lim cos 0
x

x


 و بما أن من أجل كلx 0من;
2

 
 
 

،cos 0x  فإن
2

lim n
x

ta x




 

نستنتج أن المستقيم ذو المعادلة
2

x


."مستقيم مقارب للمنحني الممثل للدالة "ظل

2


 0 x

+   tan x



0 tan x

بـِ  الدالة المعرفة على fلتكن تمرين محلول:     2sinf x xو ليكن Cلمتمثيلها البياني في مع

متعامد ; ,O i j.

و أن محور التراتيب محور تناظر للمنحني دورية دورها fبين أن الدالة. 1 C.

;0على المجال  fأدرس تغيرات الدالة. 2
2

 
 
 
.

أرسم المنحني. 3 C0على;
2

 
 
 
ثم على  

3
;

2 2

  
 
 
.

 الحل:

، من xمن أجل كل. 1       
22 2sin sin sinf x x x x f x       و منه الدالةf

.دورية دورها

،من xمن أجل كل         
2 22 2sin sin sin sinf x x x x x f x          و منه الدالةf

زوجية و بالتالي فإن محور التراتيب محور تناظر للمنحني C.

sinxبما أن الدالة. 2 x فإن الدالة قابلة للاشتقاق علىf جداء دالتين (  فهي إذنقابلة للاشتقاق على (

;0قابلة للاشتقاق على 
2

 
 
 

،من xمن أجل كل و لدينا:   2sin cosf x x x 

sinو بما أن العددين  x  وcosx 0موجبان على;
2

 
 
 
sinمع  0 0 وcos 0

2


 فإن  0f x  0على;

2

 
 
 



;0متزايدة تماما على المجال fو بالتالي فالدالة
2

 
 
 

.

2


0x

0 +0 f x

1

0
 f x

;0على المجال fلةنرسم في البداية المنحني الممثل للدا. 3
2

 
 
 

ثم باستعمال التناظر بالنسبة إلى محور التراتيب  

;نرسم  المنحني على
2 2

  
 
 

لرسم المنحني iشعاعهنقوم بانسحاب  دورية دورها fو بما أن الدالة C على

المجال
3

;
2 2

  
 
 

.

لرسم ملاحظة:  C

 انسحابات نجري على

kمتتالية أشعتها i حيث

kصحيح) من ( عدد

المقارنة بين دوال وتعيين الأوضاع النسبية لمنحنياتهما

المعرفتين على gو fنعتبر الدالتين 0;  :كما يلي 
3

6

x
f x x  و  sing x x

و ليكن  fC و gCتمثيليهما البيانيين على الترتيب في معلم متعامد و متجانس ; ,O I J.

مماس مشترك. 1

بين أن للمنحنيين fC و gC مماسا مشتركا Tعند النقطةO.يطلب تعيين معادلة له

دراسة الأوضاع النسبية للمنحنيات .2 fCو gCو T

المعرفة على المجال uة نعتبر الدال 0;  ِبـ  sinu x x x 

uأدرس اتجاه تغير الدالة •

استنتج إشارة• u x على 0; محددا وضيعة المنحني gCبالنسبية للمماس T.

المعرفة على المجال vنعتبر الدالة   0;  ِبـ 
3

sin
6

x
v x x x  

أحسب • v x   ثم v x من أجلx ينتمي إلى 0;.

عين إشارة• v x ثم استنتج اتجاه تغير الدالةv .

عين إشارة• v x ثم استنتج اتجاه تغير الدالةv.

حدد إشارة• v x.

من xبين أنه من أجل كل• 0;،
3

sin
6

x
x x x  

حدد الأوضاع النسبية للمنحنيات• fC، gC و T.

أنشئ في نفس المعلم • ; ,O I J المنحنيات fC، gC و T.

بـِ  المعرفة على  fنعتبر الدالة   :1تطبيق  22cos 2f x x x  

طريقة



fأدرس اتجاه تغير الدالة •   على.

.على  fاستنتج تغيرات الدالة •

:قارن بين الدالتين • cosu x x  و
2

: 1
2

x
v x 

علىnfنعتبر الدالة  :2يقتطب المعرفة 0,ِبـ

   1 1
n

nf x x nx   حيث 0;1n 

علىnfأدرس اتجاه تغير الدالة • 0,.

" التالية: ولي متباينة برنأثبت صحة "  •

من xمن أجل كل 0, و من أجل كلn من ، 1 1
n

x nx  

دراسة دالة الصماء -2

بـِ  المعرفة علىgلةنعتبر الدا. 1  22 1g x x x  

 .gأدرس اتجاه تغير الدالة •

بين أن المعادلة•  0g x  تقبل حلا وحيدا إشارة يطلب تعيينه. استنتجg على.

بـِ  المعرفة على fنعتبر الدالة. 2  22 1f x x x  و ليكن fC.تمثيلها البياني في معلم متعامد

مستقيميننعتبر ال  : 3D y x   و  :D y x 

.و عند عند fأدرس نهايتي الدالة •

، من xبين أنه من أجل كل• 
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g x
f x

x
 


.f. استنتج جدول تغيرات الدالة

أحسب • lim 3
x

f x x


  .فسر بيانيا النتيجة المحصل عليها .

بين أن المستقيم• D  مستقيما مقاربا للمنحني fCعند.

أدرس وضعية• fC بالنسبة إلى D و D  أرسم . fC، Dو D .

تقريب دالة بواسطة مجدول أو حاسبة بيانية

دالة تحقق  fلتكن 1 0f  و من أجل كلx  من 0; ، 
1

f x
x

 

0,01hبإتباع " طريقة أولر " أنجز ورقة الحساب الموالية باختيار خطوة. 1  :ثم أكمل الجدول التالي 

 f x x

0,6956532

3

4
5

على المجال fمنحني الدالةأنشئ تقريبا ل. 2 1;5.

 أعد إنجاز نفس الجدول السابق باختيار خطوة. 3



0,001h عليها مع تلك النتائج المحصل . قارن بين

التي تقدمها الحاسبة باستعمال اللمسة

.موضوع محلول 

تمرين :

المعرفة بـِ :  fالدالةنعتبر  
4 2

b
f x ax

x
 


عددان حقيقيان. bو aمع
. fمجموعة تعريف الدالة  fDعين  أ ـ .1

الدال ب ـ على كل مجال منfةبيّن أن تقبل الاشتقاق
. fDالمجموعة 

fxبحيث من أجل كل  bو aعين العددين جـ ـ D  ،

 
7

' 0
2

f و 
3

0
2

f   .

.fDأحسب النهايات عند حدود المجموعة  أ ـ .2

fxبرّر أنه من أجل كل ب ـ D ، ' 0f x .

 . fأنجز جدول تغيرات الدالة  جـ ـ
في معلم متعامد  fالمنحني الممثل للدالة  fCنسمي . 3

ومتجانس  ; ;O i j .

برهن أن المستقيم ذي المعادلة  أ ـ
1

2
y x  هو مستقيم

 .fCمقارب للمنحني

عند النقطة ذات  fCأكتب معادلة لمماس المنحني ب ـ
 . 0الفاصلة 

ذات الإحداثيتين برهن أنّ النقطة  جـ ـ
1 1

;
2 4

 
  
 

. fC. أرسم المنحني fCهي مركز تناظر للمنحني 

  .تعـاليـق  .حل مختصر 

  أ ـ .1    1 1
2 2

; ;fD      

fxلدينا من أجل كل ب ـ D،4 2 0x  إذن الدالة الناطقة
4 2

b
x

x 
تقبل  

حدودfDالاشتقاق عند كل قيمة من كثير x؛ الدالة axعلى تقبل الاشتقاق

هاتين الدالتين هو الدالةfDإذن تقبل الاشتقاق عند كل قيمة من ؛ إذنfولدينا مجموع

منfالدالة قيمة عند كل .fDتقبل الاشتقاق

 جـ ـ 
 

2

4
'

4 2

b
f x a

x
 


؛  

7
' 0

2
f  معناه

7

2
a b   ؛

 
3

0
2

f  معناه
3

2 2

b
 3وبالتالي نجدb  و

1

2
a .

 ـ أ .2 lim
x

f x


  ؛ lim
x

f x


   ؛ 
1
2

lim
x

f x




  ؛

استعمال المبرهنة حول مشتق 
 مجموع دالتين .

النتائج نطبق للحصول على 
 المبرهنات على النهايات .

تطبيق مباشر للمعادلة المعروفة 

    0 0 0'y f x x x f x  

. 1مع العلم أن المعاملات أعطيت في 
 جـ ـ 

استعملنا طريقة تغيير المعلم من المبدأ 

Oإلى المبدأ استعماليمكن؛

طرق أخرى 

 
1
2

lim
x

f x




 .

 ب ـ 
 

2

1 12
'

2 4 2
f x

x
 



مجموع عددين موجبين  

تماما إذن من أجل كل
fx D ، ' 0f x .

1
2

x

 + +  'f x

            


 f x

  أ ـ. 3 lim
x

f x


  و 
1

lim 0
2x

f x x


   المستقيم ذي المعادلةإذن

1

2
y xمقارب للمنحني .fCهو مستقيم

معادلة المماس هي   ب ـ
7 3

2 2
y x  .

Mنقطة منfCحيث ;x yإحداثيتيها في المعلم

 ; ;O i jو '; 'x yإحداثيتيها في المعلم ; ;i j

Mمن  OM O    ينتج
1

'
2

x x 

و
1

'
4

y y ثم نجد
1 4 1

'
2 4 2 4

y x
x

  


؛ 

2 3-1-2-3

2

3

-1

-2

-3

0 1

1

x

y



1 1
' '

2 '
y x

x
 ونبرهن أن الدالة

1 1
:

2
g x x

x
 . هي فردية

.موجه موضوع 

 .تنبيه 
يطلب فيها تعيين القيم المثلى )العظمى أو  )التوسع إلى أبعد حد( تمارين الإستمثال

القيم الحدّية حسب من دراستها نستخرج دالة  إنشاءبنا إلى  يؤديا الصغرى( وهذ
المطلوب .

شراء كمية كبيرة من البضائع  مثلفي الحياة الاقتصادية ) نستفيد من الاستمثال
 من جذع شجرة يةخشبروافد المقترح استخراج  الموضوع .نريد فيبأقل ثمن( 

بدون تبذير .

)بكالوريا( .تمرين 
. hوارتفاعه  x، نريد الحصول على رافد مستطيل المقطع قاعدته  Dدائري المقطع قطره  من جذع شجرة

hمع كبيرا  2xhنحصل على المقاومة القصوى )العظمى( في الانحناء كلما كان المقدار  x.

(If هي الدالة المعرفة على المجال
3

0;
2

 
 
 

بِـ :    3 9

4
f x x x  .

Cالمنحني الممثل للدالةfفي معلم متعامد ; ;O i j حيث يؤخذ|| || 2 || || 2i j cm .

أحسب  .1 'f x وأنجز جدول تغيرات الدالةf .

ذات الفاصلة  Aعند نقطته Cمماس المنحني 2tثم معادلة لـِ  Oعند النقطة Cمماس المنحني 1tأكتب معادلة لِـ  .2

3

2
؛ ثم أدرس على المجال  

3
0;

2

 
 
 

. 2tوبالنسبة لِـ  1tبالنسبة لِـ  Cالنسبية للمنحني الوضعية 

. Cثم المنحني 2tو 1tأنشئ المماسين . 3

(II1,5تطبيق : نضعD m( .D)لجذع الشجرة هو قطر المقطع الدائري

2اشرح لماذا . 1 2 9

4
x h  .

. xبدلالة  2xhأحسب . 2
بحيث تكون للرافد أقصى مقاومة للانحناء . hو xلإيجاد  I)استعمل الجزء . 3

توجيهات 

(I1. حلل 'f x. عاملين ثم استنتج إشارته بسهولة إلى جداء

ة معادلة المماس ولدراسة الوضعية ، أدرس إشارة العبارة طبّق مباشر .2   f x t x 

حيث  y t x . هي معادلة للمماس

(II1. استعمل مبرهنة فيثاغورس لإيجاد العلاقة بينx ،hوD.

من العلاقة السابقة ثم قم بتعويضها تحصل على  2hاستخرج . 2 2xh f x.

لتعيين القيمة الحدّية العظمى . fاستعمل جدول تغيرات الدالة .3

x

h
D



ساعات 06 الـمـدة:  ثالثة علوم تجريبية المستوى:          22/10/2014التاريخ: 

 التحليل.  المجال التعـليــمـــي:

 الدوال العددية.  (:01الـوحدة التعليميـة ) 

 الاسية الدالة مــوضـوع الدرس:

السبورة ، الكتاب المدرسي،  الآلة الحاسبة البيانية  الوسـائل التعليـميـة: 

 الكتاب المدرسي، الوثيقة المرافقة. الــمـراجــــع:

     الكفاءات المستهدفة  
توظيف خواص الدالة الأسية النيبيرية. 

حل مشكلات بتوظيف الدوال الأسية 

 نشاط أول ❖
 fدالةو غيرها باستخدام قتصادية والا بيولوجيةال و فيزيائيةالتم نمذجة العديد من الظواهر ت مقدمة:  

fدالتها المشتقةمع   متناسبة  .  دالتها المشتقة.تساوي دالة هي من هذا النوع و  بدالةسوف نهتم هنا
و تحقق الشرطين التاليين: معرفة و قابلة للاشتقاق على fتوجد دالةنقبل أنه  فرضية:

 1f f و   0 1 2f 

0,005hباستعمال طريقة أولر  و باختيار خطوة  (1    جدولا يتضمن القيم التقريبية لـ  أنجز f x 

ينتمي إلى xمن أجل 3;3 ثم أنشئ تمثيلا تقريبيا للدالةf. 

نذكر أن      0 0 0f x h f x hf x    و بما أنf f   فإن    0 0 1f x h f x h  

لدينا كذلك      0 0 0f x h f x hf x    و بما أنf f   فإن    0 0 1f x h f x h  

2

بـ   المعرفة على hنعتبر الدالة( 2     h x f x f x 

، من x. استنتج أنه من أجل كلدالة ثابتة على hبين أن •    1f x f x  

 3 

،من xكلبرهن بالخلف أنه من أجل  •  0f x       4 

gتحقق  gنفرض أنه توجد دالة ثانية  (3 g  و 0 1g . بما أن الدالةf نعتبر لا تنعدم على ،

بـ   المعرفة على kالدالة 
 

 

g x
k x

f x
.

.دالة ثابتة على kبين أن •



، من xتنتج أنه من أجل كلاس •   g x f x. 

بـ   المعرفة على iعدد حقيقي كيفي ثابت. نعتبر الدالة yليكن( 4 
 

 

f x y
i x

f x




، من xو أنه من أجل كل دالة ثابتة على iبين أن •   i x f y. 

، من yو من أجل كل من xاستنتج أنه من أجل كل •     f x y f x f y  

 5 

، من yو من أجل كل من xاستنتج أنه من أجل كل• 
 

 

f x
f x y

f y
  6

بـ   الدالة المعرفة على jعددا صحيحا نسبيا و لتكن nليكن  (5 
 

 
n

f nx
j x

f x

  

.jعين الدالة المشتقة للدالة •

، من xأنه من أجل كلاستنتج •   
n

f nx f x         7

fبحيث القابلة للاشتقاق على fتسمى الدالة الوحيدة تعريف: f  و 0 1f  .) الدالة الأسية ) النيبيرية

". expو نرمز إليها بالرمز"       

، من xمن أجل كل   expf x x

أكتب باستعمال الترميز السابق كل النتائج  (6 1 ، 2 ، ... ، 7.

ماذا تستنتج  •

I. الدالة الأسية
عموميات. 1

 نتائج التالية:يسمح النشاط الأول من استخلاص ال     
fبحيث قابلة للاشتقاق على fتوجد دالة وحيدة  مبرهنة و تعريف:  f  و 0 1f .

 ا الدالة الأسية ) النيبيرية (." و نسميه expنرمز إلى هذه الدالة بالرمز"  

yالدالة الأسية هي إذن الحل الخاص للمعادلة التفاضلية ملاحظة:    y   التي تحقق 0 1y . 

  نتائج:  exp 0 1. 

      من أجل كل عدد حقيقيx ،   exp expx x .

 خواص جبرية. 2
لدينا:  nو من أجل كل عدد صحيح نسبي x،yمن أجل كل عددين حقيقيين خواص:

   exp 0 1x  
 

 
1

exp 2
exp

x
x

        exp exp exp 3x y x y  .

 
 

 
 

exp
exp 4

exp

x
x y

y
   .     exp exp 5

n

nx x   .

أنظر النشاط الأول. البرهان: 

و الترميز   e العدد. 3
xe 

بالدالة الأسية أي  1هو صورة العدد eالعدد  exp 1e  2,718281828. تعطينا الحاسبةe .

n ،من أجل كل عدد صحيح نسبي      exp exp 1 exp 1
n

n n      .

n ،لدينا إذن: من أجل كل عدد صحيح نسبي   exp nn e.



، إلى xاصطلاحا نرمز، من أجل كل عدد حقيقي   exp x   بـxe. 

x ،من أجل كل عدد حقيقي exp xx e 

 ". x: " أسية xeتقرأ     
 ي الحالة التي يكون فيها الأس عددا صحيحا.الترميز السابق متلائم مع خواص القوى ف ملاحظة:

 باستعمال الاصطلاح السابق تكتب خواص الدالة الأسية كما يلي:    
 
 : لدينا nو من أجل كل عدد صحيح نسبي x،yمن أجل كل عددين حقيقيين قواعد الحساب: 

     0 1e                              exp xx e               
1x

x
e

e

  

     x y x ye e e                     e
x

x y

y

e

e

                   
n

nx xe e 

 . تمارين4

بـ :  المعرفة على  fنعتبر الدالة :1تمرين  
1

1

x

x

e
f x

e





 

 فردية. fبين أن الدالة.1

،من xبين أنه من أجل كل.2 
 

 
2

2
2

1

f x
f x

f x


   

 

 
  الحل:   

، من xمن أجل كل.1 x و لدينا: ينتمي إلى 

   

1 1
1

1 1

1 11 1
1

x

x xx x

xx x

x x

e

e ee ef x f x
ee e

e e








 
       

 


 ة فردية.دال f. إذن الدالة

2.
 

     

 

 

 

 
 

2

2 2 2 2 2 2
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1 1 1
2 2 2

12 1 1 1 1

12 1 11 1 1 1
1

1 11

x x x

xx x x x

xx xx x x

x
xx

e e e

ef x e e e e

ee ef x e e e

e ee

       
                    

              
  

 

و منه  
 

 

  
 

 
 

 
2

2 2 2

1 1 12
2

1 11

x x x

x x

e e ef x
f x

e ef x

  
  

    

 

x ،نجد أنه من أجل كل عدد حقيقيو هكذا  
 

 
2

2
2

1

f x
f x

f x


   

 

 

بـ :  المعرفة على  fنعتبر الدالة :2تمرين      
3 1

1

x

x

e
f x

e





 

، من xبين أنه من أجل كل.1    2f x f x  .فسر بيانيا النتيجة . 

،من xبين أنه من أجل كل.2 
4

1
1

x

x

e
f x

e
 


 

 

 عددا  حقيقيا كيفيا. xليكن  الحل:   



2-1-2

2

3

4

-1

0 1

1

x

y

 C 

  

1.   
 
 

 3 1 2 13 1 3 3 1 2 2

1 1 1 1 11

x x xx x x x

x x x x xx x

e e ee e e e
f x f x

e e e e ee e





    
       

    
. 

و منه     2f x f x   

متناظر بالنسبة على النقطةfالمنحني الممثل للدالة 0;1A. 

2. 
4 4 1 3 1

1
1 1 1

x x x x

x x x

e e e e
f x

e e e

  
   

  
. 

 

II. دراسة الدالة الأسية 
 اتجاه تغير الدالة الأسية. 1
x ،0xeمن أجل كل عدد حقيقي  :1خاصية    . 

،من xمن أجل كل البرهان:   

2
2

2 2

x x

xe e e
  

   
 

0xeو بما أن   ن من أجل كلفإx 

0xe،من . 
 .الدالة الأسية متزايدة تماما على  :2خاصية 
،من xمن أجل كل البرهان:  exp xx e   من أجل كلو منهx من، exp 0x . 

aلدينا:  bو aمن أجل كل عددين حقيقيين • نتائج:  be e   يعنيa b  وa be e   يعنيa b. 
0لدينا:  xمن أجل كل عدد حقيقي •        1xe    0يعنيx    1وxe    0يعنيx . 

 النهايات .2
       خواص:   lim 1x

x
e


          . lim 0 2x

x
e


. 

  البرهان: 
المعرفة على fر الدالةنعتب     0;   بـ  xf x e x من أجل كل .x من 0; ،

  1xf x e  . 

من xو بما أن من أجل كل  0; 1xe  فإن  0f x  و منهf متزايدة تماما على 0;  و

 0 1f  . 

من xإذن من أجل كل  0; ،  0f x   أيxe x لدينا .lim
x

x


   و منهlim x

x
e


 . 

، xمن أجل كل عدد حقيقي    
1x

x
e

e 
 ن و بما أlim x

x
e 


  lim

x
x


   فإنlim 0x

x
e


. 

  التمثيل البياني -جدول تغيرات .3
 

 

المنحني  • Cر الفواصل كمستقيم مقارب لما يؤولالممثل للدالة الأسية يقبل محوx إلى. 

لدينا  • exp 0 1   0و 1e إذن يقبل المنحني . C  مماسا  0عند النقطة ذات الفاصلة

  : 1y x  . 

من تعريف العدد المشتق لدينا: •
   

 
0

0 exp 0
lim exp 0 1
x

exp x

x

 
     إذن

0

1
lim 1

x

x

e

x


 

    1      0        x 
              +  exp x 

 
 e  1   

                           0 

 
xe 

 



2 3-1-2-3

2

3

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

1xالدالة نتيجة:   x هي أحسن تقريب تآلفي للدالةxx e 0بجوار. 
1xeلدينا: 0قريب من  xأي من أجل  x . 
 . تمارين4

 المعادلات و المتراجحات التالية:  حل في :1تمرين 
    2 3 0 1xe      2 1 1 0 2xe         2 1 0 3x xe e       2 2 4x xe e  

المعادلة     طريقة:   u x v x
e e       تعني   u x v x. 

المتراجحة                u x v x
e e        تعني   u x v x. 

  الحل:   

 1  2تعني 3xe  من أجل كل لأن . هذه المعادلة لا تقبل حلولا فيx 2، من 0xe  إذن.

S . 

 2  2تعني 1 1xe     2أي 1 0xe e    2أي 1 0x    0,5و منهx   إذن 0,5S . 

 32تعني 1x xe e    2أي 1x x    أي
1

3
x    و منه

1
;

3
S

 
   
 

. 

 4 2تعني 2 0x xe e   بوضع .xe X 2نحصل على 2 0X X   

2جذرا كثير الحدود  2X X  2هما 2و منه  1و 2 0X X    2تعنيX   1أوX  

2X     2تعنيxe  هذه المتراجحة لا تقبل حلولا في .. 

1X  1 تعنيxe   0أيx إذن مجموعة حلول المتراجحة . 4  هي 0;S  . 

بـِ:  المعرفة على  fنعتبر الدالة :2تمرين  
1

1

x

x

e
f x

e





و ليكن  C البياني. منحنييها 

عند أطراف مجموعة تعريفها. استنتج المستقيمات المقاربة للمنحني fعين نهايات الدالة. 1 C. 

شكل جدول تغيراتها. أرسم المنحني ثم fأدرس اتجاه تغير الدالة. 2 C .معلم متعامد و متجانس 

 (1 الحل:   

limلدينا  • 0x

x
e


  و منه

1
lim 1

1

x

xx

e

e


 


إذن   lim 1

x
f x


 . 

limنعلم أن  • x

x
e


  يين.و منه لدينا حالة عدم التع 

 
 

11 1
lim lim lim

1 11

x xx x

x xx xx x x

e ee e

e ee e

 

  

 
 

 
limو بما أن  0x

x
e 


  فإن lim 1

x
f x


. 

لدينا  • 
0

lim 1 2x

x
e


   و 

0
lim 1 0x

x
e


 . 

1xeنعلم أن    0يعنيx  1وxe  0يعنيx  

و بالتالي  
0

lim
x

f x




   و 
0

lim
x

f x




 . 

يقبل المنحني C :ثلاث مستقيمات مقاربة معادلاتها  

 0x  ،1y   1وy . 

2 )f قابلة للاشتقاق على المجالين ;0، 0;  

و لدينا  
 

2

2

1

x

x

e
f x

e


 


 fو بالتالي فالدالة 

متناقصة تماما على كل من المجالين  ;0، 0;. 

 

III.  دالةالدراسة exp u 



 النهايات .1
expلدراسة نهاية دالة   u .نستعمل المبرهنة الخاصة بنهاية دالة مركبة

مثال: 
بـ   فة على المعر fنعتبر الدالة   2xf x e  .

لدينا  • lim 2
x

x


    أن بما limو X

X
e


   2فإنlim x

x
e  


 أي

 lim
x

f x


 .

لدينا  • lim 2
x

x


   أن بما limو 0X

X
e


  2فإنlim 0x

x
e  


أي lim 0

x
f x


.

اتجاه التغير. 2

expو  uفإن للدالتين Iدالة معرفة على مجال uإذا كانت  خاصية:  u   نفس اتجاه التغيرات على

.Iالمجال
 :البرهان 
. إذن حسب المبرهنة الخاصة باتجاه تغير دالة مركبة " متزايدة تماما على  expنعلم أن الدالة "   

expو  uيكون للدالتين   u   اتجاه التغيرات على المجال نفسI.

مثال: 

بـ   المعرفة على  fنعتبر الدالة  
2 1xf x e .

expfنلاحظ أن  u  حيثu  بـ   هي الدالة المعرفة على  2 1u x x . 

متناقصة تماما على المجال  uبما أن الدالة  ;0  فإن الدالةf متناقصة تماما على المجال ;0.

متزايدة تماما على المجال  uوبما ان الدالة  0;  فإن الدالةf متزليدة تماما على المجال 0;.

 المشتقة . 3
expفإن الدالة  Iدالة قابلة للاشتقاق على مجال uإذا كانت خاصية:  u قابلة للاشتقاق علىI  و لدينا

I ،من xمن أجل   كل       
exp

u x
u x u x e .

 البرهان:  
فإن الدالة  " قابلة للاشتقاق على  expو علما ان الدالة  "  Iقابلة للاشتقاق على   uالدالة  إذا كانت

expالمركبة u قابلة للاشتقاق علىI :و بتطبيق قاعدة حساب مشتقة دالة مركبة يكون لدينا

I ،من xمن أجل كل                exp exp expu x u x u x u x u x           

I،من xأي من أجل كل        
exp

u x
u x u x e .

 مثال: 

بـ   المعرفة على  fمشتقة الدالة • 
2 1x xf x e    هي   

2 12 1 x xf x x e    .

بـ   المعرفة على  gمشتقة الدالة • 
1

xg x eهي 
1

2

1
xg x e

x
  .

بـ   المعرفة على fنعتبر الدالة :1تمرين  
3 3 1x xf x e   و ليكن C .منحنيها البياني

أحسب.1 f x ثم استنتج اتجاه تغير الدالةf. 

منحنيلل اوجد معادلة المماس.2 C   عند النقطة  0;A e

الحل:



، من xمن أجل كل. 1 
2

2

2

1

x

x

e
f x

e
 


. 

2بما أن  0xe  فإن من أجل كلx من ،  0f x  و منه الدالةf متزايدة تماما على. 

يكون المماس عند نقطة من. 2 C فاصلتهاx موازيا للمستقيم    يعني  
1

3
f x  

يكون لدينا إذن 
2

2

2 1

1 3

x

x

e

e



2أي   26 1x xe e   2و هذا يعني 1

5

xe   2أي ln5x    و منه

ln 5

2
x   

و بالتالي توجد نقطة وحيدة من C فاصلتها
ln 5

2
x   ستقيميكون المماس عندها موازيا للم . 

 

)بـ: المعرفة على  fلتكن الدالة  :2تمرين   )
1

x

x

e
f x

e



 

( )C  هو التمثيل البياني للدالةf   في المستوي المنسوب إلى 

معلم متعامد و متجانس  ; ,O i j 

 . f( أ( ادرس تغيرات الدالة 1
 .فسر النتائج هندسيا.و عند عند  fب( احسب نهايات الدالة 

( بين أن النقطة2
1

0;
2

A
 
 
 

)مركز تناظر للمنحني  )C. 

)للمنحني T( عين معادلة المماس 3 )C  عند النقطةA . 

I.    
II.  

III.  المعادلة التفاضلية من الشكلy ay b   

IV. المعادلة التفاضلية من الشكل y ay b    y ay b 

 
yحل المعادلة التفاضلية ay b   الدوال هو  تعيين كلf  و التي تحقق من أجل كل  القابلة للاشتقاق على

x  :عدد حقيقي   f x af x b     حيثa وb  0عددان حقيقيان معa . 

 العديد من المسائل في العلوم التجريبية، الاقتصاد، الكهرباء و الميكانيك تؤدي إلى دراسة هذا النوع من ملاحظة:  

المعادلات التفاضلية و التي غالبا ما نكتبها على الشكل:  
dy

ay b
dx

  

المعادلة التفاضلية . 1 y ay  0معa 

 عدد حقيقي غير معدوم. a مبرهنة:    

yللمعادلة التفاضلية الحلول على    ay   هي الدوالaxx Ce  حيثC .عدد حقيقي ثابت كيفي 

نعتبر المعادلة التفاضلية:     البرهان:   y ay E   0حيثa  

بـ   المعرفة على fأثبت أن الدالة •  axf x Ce حيثC عدد حقيقي هي حل للمعادلة التفاضلية E. 

حل للمعادلة التفاضلية gنفرض أن الدالة • Eأثبت أن الدالة .h بـ   المعرفة على   axh x e g x  دالة

ثابتة.استنتج أن  axg x Ce حيثC .عدد حقيقي ثابت كيفي 

3المعادلة التفاضلية:  حل في تطبيق:   2 0y y  . 

المعادلة التفاضلية . 2  y ay b  0معa 

 غير معدوم. aعددان حقيقيان مع bو a مبرهنة:    



yللمعادلة التفاضلية الحلول على    ay b   دوال هي الax b
x Ce

a
حيثC.عدد حقيقي ثابت كيفي

نعتبر المعادلة التفاضلية: البرهان: y ay b E  0حيثa 

بـ   المعرفة على fأثبت أن الدالة•  ax b
f x Ce

a
 حيثC عدد حقيقي كيفي هي حل للمعادلة E .

حل للمعادلة التفاضلية gنفرض أن الدالة• E . لتكنh بـ   الدالة المعرفة على   
b

h x g x
a

 

x ،أثبت أنه من أجل كل عدد حقيقي-   h x ah x .

عبارة  1استنتج من مبرهنة الجزء- h x  م عبارةثو من g x.

2المعادلة التفاضلية:  حل في تطبيق:   3y y  . 

ائية أعداد حقيقيةنمن أجل كل ث خاصية:  0 0;x yالمعادلة التفاضلية ،y ay b   0معa  اتقبل حلا وحيدf

و تحقق الشرط:  معرفة على 0 0f x y.

إذا كانت  البرهان:    ax b
f x Ce

a
   0بين أن

0

ax b
C e y

a

  
  

 
.

نعتبر المعادلة التفاضلية تطبيق: 2 1 1y y  

حل المعادلة. 1 1,

للمعادلة fعين الحل. 2 1  بحيث 1 2f  .

ثم أرسم في معلم متعامد و متجانس تمثيلها البياني. fأدرس تغيرات الدالة. 3



a

b

-1-2-3

2

3

0 1

1

x

y

a

b

ساعات 04 الـمـدة:  ثالثة علوم تجريبية المستوى:          29/10/2014التاريخ:

 التحليل.  المجال التعـليــمـــي:

 الدوال العددية.  (:01الـوحدة التعليميـة ) 

 مية النبيريةيثاللوغارالدالة  مــوضـوع الدرس:

السبورة ، الكتاب المدرسي،  الآلة الحاسبة البيانية  الوسـائل التعليـميـة: 

الكتاب المدرسي، الوثيقة المرافقة. الــمـراجــــع:

الكفاءات المستهدفة
 .اللوغاريثمية النبيريةتوظيف خواص الدالة 

..ةالنبيري حل مشكلات بتوظيف الدوال اللوغاريتمية

 نشاط   
و لدينا:  الدالة الأسية مستمرة و متزايدة تماما على     

lim 0x

x
e


  وlim x

x
e


 

 bإذن حسب مبرهنة القيم المتوسطة، من أجل كل عدد حقيقي 
من  0; يوجد عدد حقيقي وحيدa بحيث  منae b .

بوضع   lna b  قد عرفنا دالة جديدة.بذلك نكون

". lnالدالة اللوغاريتمية النيبيرية " و نرمز إليها بالرمز " تسمى هذه الدالة "  تعريف: 

حساب بعض الصور( 1

أحسب الأعداد التالية:  • ln 1 ، ln e ،
1

ln
e

 
 
 

و  2ln e.

للعدد 310ة إلىعين قيمة مقرب • ln 2.

بين أن  • 
1

ln ln 2
2

 
  

 
للعدد 310ثم استنتج قيمة مقربة إلى 

1
ln

2

 
 
 

.

 التمثيل البياني( 2

نعتبر في مستو منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ; ,O i j المنحنيين C و C  الممثلين على التوالي

". ln" و"  expللدالتين "  

ماذا يمكن القول عن النقطتين  • ;M x y و ;M y x حيثx،y .عددان حقيقيان 

• a عدد حقيقي وb عدد حقيقي موجب تماما.بين أن النقطة ;M a b تنتمي إلى المنحني C  إذا

وفقط إذا كانت النقطة ;M b a تنتمي إلى المنحني C .

ماذا تستنتج بالنسبة للمنحنيين • C و C  ؟ 

أرسم المنحني• C ثم المنحني C  في نفس المعلم ; ,O i j.

 وضع تخمينات (3

" على المجال lnخمن اتجاه تغير الدالة "  • 0;.

   .و عند 0" عند  lnخمن نهايتي الدالة "  •

I. الدالة اللوغاريتمية النيبيرية



M'

M

2 3-1-2-3

2

3

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y

M'

M

a

lna

b

lnb

2 3 4 5 6

2

0 1

1

x

y

a

lna

b

lnb

اللوغاريتم النيبيري لعدد. 1
من aمن أجل كل عدد حقيقي مبرهنة و تعريف:  0;يوجد عدد حقيقي وحيد ،b  بحيثbe a.

".  lna" و نرمز إليه بالرمز"  aيسمي هذا العدد " اللوغاريتم النيبيري للعدد 
2beالذي يحقق  bالعدد الحقيقي الوحيد  مثال:  هو إذنln 2.

" lnتعريف الدالة " . 2
" و التي ترفق بكل  lnنسمي " الدالة اللوغاريتمية النيبيرية " الدالة التي نرمز إليها بالرمز"    تعريف:  

 عدد حقيقي  
    x من 0;  العدد الحقيقيln x.

نتائج: 
من xمن أجل كل .1 0; و من أجل كلy من ،yx e    يعنيlny x.

من xمن أجل كل  .2 0; ،lnxe x.

، من xمن أجل كل.3 ln xe x.

0 بما أن .4 1e    فإنln1 0   1و بما أنe e  فإنln 1e .

الأسية        " هي الدالة العكسية للدالة ln" بالقول أن الدالة اللوغاريتمية النيبيرية "1نعبر عن النتيجة " ملاحظة: 
"exp." 

في معلم متعامد و متجانس، التمثيلان البيانيان للدالتين الأسية و اللوغاريتمية النيبيرية متناظران   خاصية:    
yبالنسبة    إلى المستقيم ذو المعادلة x  الأول (.) المنصف

نرمز بـِ  البرهان:   C  إلى منحني الدالةxx e  ِو بـ 'C إلى

lnxمنحني الدالة    x.
xyبما أن   e يعنيlnx y ن القول أن النقطة فإ ;M x y تنتمي إلى C

يعني أن النقطة  ;M y x  تنتمي إلى 'C. 

و بما أن   ;M x y  و ;M y x لمستقيم ذو المعادلةمتناظرتين بالنسبة إلى ا

y xالمنحنيين فإن Cو 'C.إلى هذا المستقيم بالنسبة متناظرين

 اتجاه تغير الدالة اللوغاريتمية النيبيرية. 3
لمجالالدالة اللوغاريتمية النيبيرية متزايدة تماما على ا خاصية:  0;.

عددان حقيقيان كيفيان من bو a البرهان: 0; حيثa b .a b   يعنيln lna be e لدالةو بما أن ا

lnفإن  الأسية متزايدة تماما على  lna b. 
من bو aمن أجل كل عددين حقيقيين نتائج:      0;:

1. ln lna b  يعنيa b.
2. ln lna b  يعنيa b.
3. ln 0a    1يعنيa     وln 0a    0يعني 1a    كما أنln1 0.

رينتما .4
 حل المعادلة و المتراجحتين التالية: :1تمرين 

 1  ln 2 1 2x                 2  ln 1 3x            3  ln 2 5x  

عادلة من الشكللحل م طريقة:  ln u x p   على التوالي متراجحة من الشكل ( ln u x p  : )

 مجموعة تعريف المعادلة ) على التوالي المتراجحة (. Dنعين •

المعادلة  Dنحل في •  pu x e ( على التوالي المتراجحة  pu x e .)

الحل: 

لدينا. 1
1

;
2

D
 

  
 

. 1 22تعني 1x e  أي
21

2

e
x


و منه مجموعة الحلول هي

21

2

e
S

 
  
 

 C

 C 



لدينا. 2 1;D  . 231تعنيx e  31أيx e   31و منه مجموعة الحلول هي ;S e     

لدينا. 3 2;D   . 352تعنيx e  5أي 2x e  52و منه مجموعة الحلول هي; 2S e    

حل المعادلة و المتراجحة التاليتين:  :2تمرين 

     1    2ln 1 lnx x                2    2ln 1 lnx x   

لحل المعادلة طريقة:     ln lnu x v x       على التوالي المتراجحة (   ln lnu x v x      : )

 مجموعة تعريف المعادلة ) على التوالي المتراجحة (. Dنعين •

المعادلة  Dنحل في •   u x v x على التوالي المتراجحة (   u x v x .)  
الحل:  

2حيث  xتكون المعادلة معرفة من أجل كل عدد حقيقي. 1 1 0x    0وx   و منه 1;D  .

 12تعني 1x x   2أي 1 0x x   2. حلول المعادلة 1 0x x   هما
1 5

2
x


 

1 5

2
x


 .

xنلاحظ أن  عنصر منD بينماx  لا تنتمي إلىD و هكذا مجموعة الحلول هي .
1 5

2
S

  
  
  

.

مجموعة تعريف المتراجحة هي. 2 1;D   لدينا . 22تعني 1 0x x  وعة حلول المتراجحة. مجم

2 1 0x x   هي
1 5 1 5

;
2 2

  
 
 

و بالتالي فمجموعة حلول المتراجحة  2هي تقاطع مجموعة التعريفD مع

المجال
1 5 1 5

;
2 2

  
 
 

. نجد هكذا أن مجموعة الحلول هي:
1 5

1;
2

 
 
 

.

II.الخواص الجبرية 
الخاصية الأساسية. 1

من bو aمن أجل كل عددين حقيقيين خاصية: 0; ، ln ln lnab a b . 

عددان حقيقيان من  bو a البرهان:      0; نضع . ln ab   و نضعln lna b   :و بالتالي

e ab     وln ln ln lna b a be e e e ab     إذن .e e    و منه   أي ln ln lnab a b .

 نتائج. 2

من bو aمن أجل كل عددين حقيقيين :1نتيجة   0; ،
1

ln lna
a

 
  

 
lnو   ln ln

a
a b

b

 
  

 
.

 هان:البر

   من أجلa من 0;،
1

1a
a

   و منه
1

ln 0a
a

 
  

 
أي   

1
ln ln 0a

a

 
  

 
و منه 

1
ln lna

a

 
  

 
.

   من أجلa وb من 0; ،
1 1

ln ln ln ln ln ln
a

a a a b
b b b

     
          

     
.

 يتم تعميم هذه النتيجة إلى عدة أعداد حقيقية موجبة تماما و هكذا يكون لدينا: ملاحظة:
من 1a،2a،...،naمن أجل كل أعداد حقيقية  0;  ، 1 2 1 2ln ... ln ln ... lnn na a a a a a   .

من aمن أجل كل عدد حقيقي :2نتيجة 0; و من أجل كل عدد صحيح نسبيn ، ln lnna n a.

عدد حقيقي من a البرهان:  0;  وn .عدد صحيح نسبي

نميز الحالات التالية:  
0n:الحالة الأولى .1 

ن أجل ذلك نسمينستعمل البرهان بالتراجع. و م P n   الخاصية ln lnna n a.

0nمن أجل •  :لدينا   0ln ln 1 0 0lna a  بالتالي و 0P.صحيحة



: نفرض صحة فرضية التراجع • P n من أجلn  0حيثn   أي ln lnna n a. 

: نبرهن صحة 0وراثية الخاصية ابتداء من الرتبة  • 1P n   أي   1ln 1 lnna n a   :لدينا . 

           1ln ln ln ln ln ln 1 lnn n na a a a a n a a n a          و منه 1P n  .صحيحة 

n ،من أجل كل عدد طبيعي  الخلاصة:  ln lnna n a. 

0n:الحالة الثانية .2  

      
1

ln ln ln ln lnn n

n
a a n a n a

a





 
       

 
0nلأن    . 

من aمن أجل كل عدد حقيقي :3نتيجة 0; ،  1
ln ln

2
a a. 

من aمن أجل البرهان: 0; ،   
2

ln ln 2lna a a  
  

و منه    1
ln ln

2
a a. 

 تمارين .3
 حل المعادلتين التاليتين: :1تمرين   

   1    ln 1 2 2ln 2x x             و 2    ln 1 ln 2 2ln 2x x    

lnالكتابة طريقة:   lna b 0تفرض أن يكونa  0وb  بينما الكتابة ln a b 0تفرض أن يكونab   

 أن يكونا سالبين معا. bو aو يعني هذا أنه يمكن للعددين   
  الحل:   

تكون المعادلة. 1 1 معرفة من أجل من أجل كل عدد حقيقيx  حيث  1 2 0x x    و منه مجموعة

تعريفها هي    ; 2 1;D    . 

 1  تعني  ln 1 2 ln 4x x    أي  1 2 4x x    2أي 6 0x x   .3 حلول هذه  2و

و منه مجموعة الحلول هي  Dالمعادلة تنتمي إلى 3;2S  . 

تكون المعادلة. 2 2 معرفة من أجل من أجل كل عدد حقيقيx  حيث 1 0x   و 2 0x    و منه

مجموعة تعريفها هي  1;D  . 

 

 2  تعني  ln 1 2 ln 4x x    أي  1 2 4x x    2أي 6 0x x  3. من بين حلول هذه  2و

و منه مجموعة الحلول هي  Dهو الوحيد الذي ينتمي إلى 2المعادلة، الحل 2S . 

 حل المتراجحتين التاليتين: :2تمرين    
   1    ln 1 2 2ln 2x x             و 2    ln 1 ln 2 2ln 2x x    

 لمعاينة حلول متراجحة يمكنك استعمال محور. طريقة:  
 الحل:  

مجموعة تعريف المتراجحة. 1 1 هي   ; 2 1;D    . 

 1  تعني  ln 1 2 ln 4x x     2أي 6 0x x   .             2     1         2-     3-        

مجموع الحلول هي      3;2 3; 2 1;2D    

مجموعة تعريف المتراجحة. 2 2 هي 1;D  . 

 2  تعني  ln 1 2 ln 4x x     2أي 6 0x x               .2     1         2-     3-     

مجموع الحلول هي    3;2 1;2D  

   

حل المعادلة التالية:   :3تمرين    
2

2 ln ln 6 0x x        

لحل معادلة من الشكل    طريقة:      
2

ln ln 0a x b x c      0 معa   نضعlnX x. 

2نقوم بعد ذلك بحل المعادلة     0aX bX c   ثم نستنتج قيمx  .في حالة وجودها            
هي  تعريف المعادلة مجموعة الحل:     0;D  . 



e2 3 4

2

-1

0 1

1

x

y

e

 

 C

lnXبوضع x 22نحصل على المعادلة 6 0X X   2ذات الحلين و
3

2
.

ln 2x   2تعنيx e   و
3

ln
2

x تعني
3

2x e  و منه مجموعة الحلول هي
3

2 2;S e e
 

  
 

III. دراسة الدالة اللوغاريتمية النيبيرية
 النهايات. 1

.هي 0و نهايتها عند  هي " عند lnنهاية الدالة "  خواص: 

 lim ln 1
x

x


 و 
0

limln 2
x

x


 

  البرهان: 

لمجال" متزايدة تماما على ا lnعددا حقيقيا موجبا تماما. الدالة "  Aليكن • 0; و منه إذا كانx  عددا

Axحقيقيا يحقق eفإنln x Aفإن المجال و هكذا ;A قيم lnيشمل كل xأجل كبيرxمن

limبالقدر الكافي. و هذا يعني أن  ln
x

x


 .

من xمن أجل • 0; نضع ،
1

X
x

  و منه
1

ln ln lnX x
x

 
   

 
. لدينا:

0

lim
x

X




 

و من النتيجة 1  :لدينا lim ln
X

X


   و هكذا فإن 
0

limln lim ln
x X

x X
 

   .

 الاستمرارية و الاشتقاقية. 2

" مستمرة و قابلة للاشتقاق علىlnالدالة " خواص:  0; و لدينا من أجل كلxمن 0;، 
1

ln x
x

 .

  البرهان: 

" مستمرة و قابلة للاشتقاق علىlnنقبل بدون برهان أن الدالة " • 0;.

الدالة المعرفة على fلتكن • 0; ِبـ  lnxf x e.f" الدالة مركب "lnهي بالدالة متبوعة "exp "

فهي 
إذن قابلة للاشتقاق على  0;  و لدينا    lnln xf x x e  أجل كل بما أن من منxو 0;،lnxe x

فإن     lnf x x x    من جهة و  1f x    f x x من جهة ثانية. نستنتج هكذا أن 
1

ln x
x

 .

" lnجدول تغيرات الدالة" . 3

10x

 + ln x



 0
 

ln x

المنحني• C" للدالة محور التراتيب كمستقيم مقاربlnالممثل يقبل ".

لدينا• ln 1 1  وln1 0المنحني يقبل . إذن Cذات الفاصلة مماسا1عند النقطة  : 1y x  .

العدد المشتق لدينا• :من تعريف
   

 
0

ln 1 ln 1
lim ln 1 1
h

h

h

 
   إذن

 
0

ln 1
lim 1
h

h

h


  أو

1

ln
lim 1

1x

x

x




hالدالة نتيجة:  h هي أحسن تقريب تآلفي للدالة ln 1h h 0بجوار.

لدينا: : 0قريب من  hأي من أجل  ln 1 h h .

.تمارين4

المعرفة على fنعتبر الدالة :1تمرين  0;  ِبـ   
2

ln lnf x x x 



2 3 4 5
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3
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2
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0 1
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 .و عند 0عند fأدرس نهايتي الدالة. 1
fعين الدالة. 2 أدرس إشارة. f x ثم استنتج اتجاه تغير الدالةf.

ني في معلم متعامد و متجانس.ثم أرسم تمثيلها البيا fشكل جدول تغيرات الدالة. 3
 الحل: 

نعلم أن .1
0

limln
x

x


 و منه 
0

lim
x

f x


 لأن 
2

0
lim ln
x

x


 و 
0

lim ln
x

x


  .

لدينا    ln ln 1f x x x    و بما أنlim ln
x

x


   فإن lim
x

f x


 .

للاشتقاق علىlnبما أن الدالة "  .2 قابلة " 0;الدالة قابلة للاشتقاق علىfفإن 0;و لدينا من

من xأجل كل 0; ،   
1 1 1

2 ln 2ln 1f x x x
x x x

      0. بما أنx  فإن إشارة f x 

هي من نفس إشارة 2ln 1x 2. لديناln 1 0x     تعني
1

ln
2

x أي
1

2x e  نه:وم

من xمن أجل كل •
1

20;e
 
 
 

 ،  0f x  و بالتاليf متناقصة تماما على
1

20;e
 
 
 

.

من xمن أجل كل •
1

2 ;e
 

 
 

 ،  0f x  و بالتاليf متزايدة تماما على
1

2 ;e
 

 
 

.

.fباستعمال قيم مساعدة  نحصل على التمثيل البياني للدالة. 3


1

2e0x

      +0      - f x



1

4


 f x

المعرفة على fنعتبر الدالة :2تمرين   2;   ِبـ   ln 2f x x  و ليكن fC تمثيلها

البياني في معلم متعامد و متجانس  ; ,O i j

عين نقطة fC التي يكون عندها المماس موازيا للمستقيم ذو المعادلةy xأرسم . fC .وهذا المماس 

قابلة للاشتقاق على fالدالةالحل:   2; لدينا و  
1

2
f x

x
 


.

يكون المماس عند نقطة من fC فاصلتهاx  ِموازيا لـ  : y x  لما

يكون  1f x   أي
1

1
2x



1xو منه      مع 1 0f  .

معادلة المماس عند النقطة 1;0A   :1هيy x . 

 fC "هو صورة منحني الدالةln2" بالانسحاب الذي شعاعهi.



I.  
II.  
III.  

IV.  دالة الدراسةln u 
 النهايات. 1
lnلدراسة نهاية دالة      u .نستعمل المبرهنة الخاصة بنهاية دالة مركبة 

المعرفة على  fنعتبر الدالة  مثال:       2;  ِبـ   ln 2f x x . 

لدينا  • 
2

lim 2 0
x

x


   و بما أن
0

lim ln
X

X


   فإن 
2

limln 2
x

x


    أي 
2

lim
x

f x


  

لدينا  • lim 2
x

x


  و بما أنlim ln
X

X


  فإن lim ln 2
x

x


    أي lim
x

f x


  

 تجاه التغيراتا. 2
    

lnو  uفإن للدالتين  Iدالة معرفة و موجبة تماما على مجال uإذا كانت خاصية: u    نفس اتجاه التغيرات على
 .Iالمجال

 رهان:الب
" متزايدة تماما على المجال lnنعلم أن الدالة "   0; إذن حسب المبرهنة الخاصة باتجاه تغير دالة مركبة .

 يكون
lnو  uللدالتين   u   الاتجاه التغيرات على المج نفسI. 

المعرفة على  fنعتبر الدالة   مثال:       1;  ِبـ 
3

ln
1

f x
x

 
  

 
. 

lnfنلاحظ أن  u  حيثu هي الدالة المعرفة على 1;  ِبـ 
3

1
u x

x



. 

 
 

متناقصة تماما على المجال  uبما ان الدالة  1;  فإن الدالةf متناقصة تماما على المجال 1;. 

 المشتقة . 3
lnفإن الدالة  Iدالة قابلة للاشتقاق و موجبة تماما على مجال uإذا كانت صية:خا u  قابلة للاشتقاق علىI  

I ،من xو لدينا من أجل كل      
 

 
ln

u x
u x

u x

 . 

      
 
 
 البرهان: 

" قابلة للاشتقاق على  lnو علما ان الدالة  "  Iقابلة للاشتقاق و موجبة تماما على   uالدالة  إذا كانت

 0; فإن الدالة المركبةln u قابلة للاشتقاق علىI :و بتطبيق قاعدة حساب مشتقة دالة مركبة يكون لدينا 

I ،من xمن أجل كل            
 
1

ln lnu x u x u x u x
u x

        

I،من xمن أجل كل أي    
 

 
ln

u x
u x

u x

 . 

بـِ  المعرفة على  fمشتقة الدالة    مثال:         2ln 1f x x x    هي  2

2 1

1

x
f x

x x


 

 
 

                 مشتقة الدالةg  بـِ  المعرفة على   ln 1xg x e   هي 
1

x

x

e
g x

e
 


 

 تمارين .3

المعرفة على المجال  fنعتبر الدالة :1تمرين    1;  ِبـ     2 2ln 1 ln 1f x x x    

 .و عند  1عند fأدرس نهايتي الدالة



   الحل:

لدينا من جهة: • 2

1
lim 1 2
x

x


  بما أن  و
2

lim ln ln 2
X

X


  فإن 2

1
limln 1 ln 2
x

x


  

و لدينا من جهة ثانية:   2

1
lim 1 0
x

x


   و بما أن
0

lim ln
X

X


   فإن 2

1
limln 1
x

x


   

نستنتج مما سبق أن     2 2

1
lim ln 1 ln 1
x

x x


     
 

أي   
1

lim
x

f x


 . 

•  2lim 1
x

x


    و 2lim 1
x

x


  .لدينا إذن حالة عدم التعيين . 

من xمن أجل كل  1; ، 
2

2

1
ln

1

x
f x

x

 
  

 
.  بما أن 

2

2

1
lim 1

1x

x

x

 
 

 
و علما أن  

1
lim ln 0
X

X


 

نستنتج أن  
2

2

1
lim ln 0

1x

x

x

 
 

 
أي   lim 0

x
f x


. 

المعرفة على fنعتبر الدالة :2تمرين    
1

;
2

 
 

 
بـِ     3ln 2 1f x x x   

أحسب. 1 f x 

لـِ  عين معادلة. 2  مماس المنحني C الممثل للدالةf 1عند النقطة التي فاصلتها. 

 الحل:

من xمن أجل كل.1   
1

;
2

 
 

 
 ، 

2 2 5
1 3

2 1 2 1

x
f x

x x


    

 
. 

لدينا: .2    1 1f    و 1 7f    لدينا .      : 1 1 1y f x f     و منه  : 7 6y x  . 

 
 
 
 
 uجدول التغيرات المقابل هو دالة :3تمرين    
المعرفة على fالدالةاستنتج جدول تغيرات     3;  :كما يلي 

                lnf x u x    

 
  

 
 
 

من xأنه من أجل كل uنلاحظ من جدول تغيرات الدالة الحل: 3;  ،  0u x   و منه فالدالةu  موجبة

تماما على المجال 3;  إذن للدالتين .u  وlnf u  نفس مجموعة التعريف. نعلم بالإضافة إلى ذلك أن

اه التغير. لدينا لهما نفس اتج   3 ln 3 ln3f u       و   1 ln 1 ln 1f u e     . 

 
 
 

        1          3 x 
                   ln 3 

 

 1 

 

 f x 

 

IV.  
V. دالة اللوغاريتم العشري 

 . دالة اللوغاريتم العشري1

13x

3

e

 u x

 

 lim
x

u x


 

 lim ln
x

u x


    



2 3 4 5 6

2

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

جال" و المعرفة على الم logدالة اللوغاريتم العشري الدالة التي نرمز إليها بالرمز"نسمي  تعريف:    0; 

بـِ:
ln

log
ln10

x
x              

log1 ملاحظة:    0      وlog10 1. 

 . خواص2
من bو aمن أجل كل عددين حقيقيين   :1خاصية   0; ، log log logab a b . 

عددان حقيقيان من bو a البرهان:   0;:لدينا . 

 
 ln ln ln ln ln

log log log
ln10 ln10 ln10 ln10

ab a b a b
ab a b


      

 " ومنه: log" تبقى محققة من قبل الدالة "  lnكل الخواص الجبرية للدالة "  نتائج:   

من bو a. من أجل كل عددين حقيقيين1 0; ،log log log
a

a b
b

 
  

 
. 

من a. من أجل كل عدد حقيقي2 0; و من أجل كل عدد صحيح نسبيn ، log logna n a. 

n ،من أجل كل عدد صحيح نسبي حالة خاصة: log 10n n   لأنlog10 1. 

    
" متزايدة تماما على المجال logالدالة "   :2صيةخا 0;. 

من xمن أجل كلالبرهان:  0;،
1

log ln
ln10

x x          lny x 

ln10و بما أن   0 فإن للدالتين "log " و "ln "                        نفس اتجاهlogy x 

" متزايدة تماما على ln" التغيرات.و بما أن الدالة  0; 

متزايدة تماما على " log" فإن الدالة  0;. 

 " انطلاقا من التمثيل البياني logيستنتج التمثيل البياني للدالة "        

                     ".                           lnللدالة "  
                                                                                                   

   
 
110عددا حقيقيا حيث  xإذا كان  نتيجة:   10n nx          فإنlog 1n x n   

73,87بحيث  xنعتبر العدد الحقيقي ل:مثا   10x  . 

7لدينا     810 10x    7و منه 8log10 log log10x   

7نجد هكذا أن     log 8x  

 ملاحظة:  
ة في مختلف المواد و بصفة خاصة في الفيزياء، الكيمياء و لدالة اللوغاريتم العشري تطبيقات عديدة و هام   

 الجغرافيا. 
 
 
 
 

 تمارين .4
105183nحيث:  nنعتبر العدد الطبيعي :1تمرين       

log. عين باستعمال حاسبة الجزء الصحيح للعدد1 n. 

5018لتالي:. استنتج الحصر ا2 501910 10n . 
 .n. حدد عدد الأرقام في الكتابة العشرية للعدد3

  الحل:   

. لدينا 1 10518log 3 10518log3 :تعطي الحاسبة . 



 10518log3 5018E . 

. من2 log 5018E n    :5018نستنتج الحصر log 5019n  

و يمكن كتابة هذا الحصر كما يلي:    5018 5019log 10 log log 10n  

" متزايدة تماما على المجال logو بما أن الدالة "  0;  5018فإن 501910 10n . 

 رقما. 5019تتكون من nد. يثبت الحصر السابق أن الكتابة العشرية للعد3

Hالتركيز المولي ) المولارية ( بشوارد : 2تمرين       ِلمحلول و الذي نرمز إليه بـH      هو عدد 

Hمولات     10لتر من هذا المحلول. نعبر غالبا عن هذا التركيز بأس عشري سالب:  1في pHH        إلا أنه

logpHالمعرف بالعلاقة:  pHيفضل استعمال H     . 

85لى محلول يحتوي ع pH. ما قيمة1 10 moles من شواردH  في اللتر الواحد ؟ 

H. ما هو التركيز المولي بشوارد2   لمحلول متعادل 7pH  ؟ 

 الحل:    

85. لدينا1 10H        8و منهlog 5 10pH       أي 8log5 log 10pH    
 

 

log5و بالتالي:  8pH    :7,3. نجد هكذاpH . 

2 . 7pH   يعنيlog 7H      أيlog 7H       710و منهH moles    . 

 حل المعادلة و المتراجحتين التالية:  :3رين تم   

 1 log 2x                2 log 4x                3 log 3x    

 الحل:       
ن المعادلة و. تك1 1 معرفة من أجل كلx من 0;. 

log 2x   تعني 2log log 10x    210أيx :إذن مجموعة الحلول هي . 210S . 

ن المتراجحة . تكو2 2 معرفة من أجل كلx من 0;. 

 log 4x     تعني 4log log 10x   " و بما أن الدالةlog ل" متزايدة تماما على المجا 0; 

410xفإن :10;40. إذن مجموعة الحلول هيS    . 

ن المتراجحة . تكو3 3 معرفة من أجل كلx من 0;. 

log 3x    تعني 3log log 10x   " و بما أن الدالةlog متزايدة تماما على المجال " 0; 

310xفإن :310. إذن مجموعة الحلول هي ;S    . 

0الدوال     
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 الكتاب المدرسي، الوثيقة المرافقة. الــمـراجــــع:

 
 الكفاءات المستهدفة  

 .معرفة و تفسير النهايات الشهيرة الخاصة بالدوال الأسية و اللوغاريتمية •

 حل مشكلات بتوظيف دوال القوى. •
  
 
  نشاط أول 
 

 3تعريف القوى الحقيقية للعدد  •
 عددا صحيحا نسبيا.      nليكن -

أكتب العدد  ln 3n  بكيفية أخرى ثم استنتج أنln33n ne. 

ln33nالدستور  ne  يمنحنا فكرة تمديد مفهوم القوى. هذا التمديد يفرض علينا طرح السؤال
 التالي:

 ؟ xمن أجل كل عدد حقيقي 3xكيف يمكن تعريف 
x ،ln33xنضع، تعريفا، من أجل كل عدد حقيقي xe 

 لكل عدد من الأعداد التالية: 210عين، باستعمال حاسبة،  المدور إلى  -
1

33      ،3e        ،
2

53


          ،23 

 بعض الدساتير  •
 ،nو من أجل كل عدد صحيح نسبي x،yل كل عددين حقيقيينبين أنه من أج   -

3أ(     3 3x y x y             )ب 3 3
n

x nx               )جـ
3

3
3

x
x y

y

 

 .3" الدالة الأسية ذات الأساس 3xxتسمى الدالة  تعريف: 
 
 نشاط ثان 

 
دراسة الدالة المعرفة على. 1 0;  ِبـ  3f x x 

 ها.و شكل جدول تغيرات fأدرس تغيرات الدالة •
أرسم • C التمثيل البياني للدالةf .في معلم متعامد و متجانس 

3المعادلة . 2 3x  
3 بين أن المعادلة • 3x    تقبل حلا وحيدا في المجال 0;. 

 .للعدد 210باستعمال حاسبة بيانية عين حصرا سعته •
       
3هو إذن العدد الموجب الوحيد الذي يحقق: العدد نتيجة: 3 . 

3و نرمز إليه بالرمز 3الجذر التكعيبي للعدد يسمى العدد  3. 



 

 يمكن تعميم التعريف السابق للحصول على التعريف التالي: تعريف:
و نرمز غليه  aالذي مكعبه يساويالعدد الموجب الوحيد  aنسمي الجذر التكعيبي للعدد الموجب       

3بالرمز a. 

. يمكنك تغيير النافذة للحصول xخمن الأوضاع النسبية للمنحنين السابقين من أجل القيم الموجبة للمتغير    
 على  وضعيات أخرى.

xنعتبر الدوال . 3 x  ،2x x  وlnx x 

 بعد تمثيل هذه الدوال على شاشة حاسبة بيانية ضع تخمينات حول أوضاعها النسبية. •

lnقارن بين   • x   وx       ثم بينln x   2وx من أجل قيم كبيرة للمتغيرx. 
I. قوى عدد حقيقي موجب تماما 

 
 عددا صحيحا نسبيا. nعددا حقيقيا موجبا تماما و ليكن aليكن  :تمهيد   

نعلم أن    ln lnna n a  و بالتاليlnn n aa e. 

lnوبما أن    1e  فإن من أجل كل عدد حقيقيx ،lnx x ee e. 
 تعاريف. 1

lnbنضع   :1تعريف b aa e من أجل كل عددين حقيقيينa وb  0حيثa  وb  .كيفي 
 " bقوى  a"   أو  "  bأس  ba " :aيقرأ   ملاحظة: 

3 مثال:  3ln22 3,3219e                        

     
 عدد حقيقي موجب تماما.a  :2تعريف

بـِ  المعرفة على fتسمى الدالة       lnx x af x a e  الدالة الأسية ذات الأساس ،a. 

 قواعد الحساب. 2
      

 لدينا:  x،yو من أجل كل عددين حقيقيين a،bمن أجل كل عددين حقيقيين موجبين تماما خواص:

        ln ln 1xa x a     2x y x ya a a         
1

3y

y
a

a

         . 4
x

x y

y

a
a

a

       . 

        5
y

x xya a               .   6
x x xab a b       .             7

x x

x

a a

b b

 
 

 
        . 

lnx) يتم إنجاز مختلف البراهين باستعمال العلاقة6أنظر التمرين رقم   البرهان:       x aa e .) 
 الدالة " الجذر النوني " .3

 
:الدالة تمهيد:       n

nf x x حيث ،n  ،عدد طبيعي غير معدوم 

مستمرة و متزايدة تماما على المجال  0; كما أن 0 0nf   

و  lim n
x

f x


 إذن من أجل كل عدد حقيقي موجب.a المعادلة ،nx a لا وحيدا في تقبل ح

المجال 0;. 

     
 

عدد ، يوجدnو من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم aمن أجل كل عدد حقيقي موجب مبرهنة وتعريف:
 حقيقي

nbيحقق  bموجب وحيد       aيسمى .b الجذر النوني للعددa و نرمز إليه بالرمزn a. 

تسمى الدالة المعرفة على     0; حيثnx x.الدالة الجذر النوني ، 

0ال:مث       0n   ،1 1n   ،3 8 2 ،4 81 3 ،4 4 2. 

                              0 x 

 
 

                                    0 

 
nx 
 

 



 

     

،nو من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم aمن أجل كل عدد حقيقي موجب تماما :1خاصية
1

n na a. 

نعلم أن  البرهان:      
1

n

na a
 

 
 

nو بما أن   a هو الحل الموجب الوحيد للمعادلةnx a  فإن
1

n na a. 

نضع اصطلاحا:  ملاحظة:
1

0 0n . 
 
 تمارين .4
 

 اختزل كتابات الأعداد التالية: :1تمرين
1

4256a                 
1,5

0,25b                
1 2

3 33 9c


  

 الحل:    

•  
1 11

8
8 24 44256 2 2 2 4a



    . 

•    
 

3
33 221,5 2 322

1
0,25 2 2 2 8

4
b

  
       

      
 

 

•  
1 2 1 1 2 1 4 1 42

2
23 3 3 3 3 3 3 3 333 9 3 3 3 3 3 3 3 3c

      

          

  :2تمرين     

المعرفة على  nfعين الدالة المشتقة للدالة. 1 0;  ِبـ  n
nf x x حيثn  عدد طبيعي غير

 معدوم.

المعرفة على gأدرس اتجاه تغير الدالة. 2 ; 1   ِبـ  3 2 1g x x . 

 الحل:   

من xمن أجل كل. 1 0; ، 
1 1

lnx
n n

nf x x e . 

هي مركب الدالة nfالدالة  
1

lnx x
n

متبوعة بالدالة الأسية وبالتالي فهي قابلة للاشتقاق على  0;  و

 لدينا:

  
1 1 1

ln 11 1 1 1 1x
n n n

nf x e x x
n x n x n



        نلاحظ أن طريقة الحساب تبقى نفسها المطبقة بالنسبة .

 لدوال القوى ذات أس صحيح.
من xمن أجل كل من الواضح أن  0;،  0nf x   و منه فالدالة الجذر النوني متزايدة تماما

على 0;. 

:2هي مركب الدالتين gنلاحظ أن الدالة . 2 1u x x  3متبوعة بالدالةfو بما أن الدالة .u 

 متناقصة تماما
على  ; 1  3و الدالةf متزايدة تماما على 0; فإن الدالةg متناقصة تماما على ; 1 . 

  
 حل المعادلة و المتراجحة التاليتين: :3تمرين

 3 2 3 3 1x x             
2

0,31 3 2
x
 

 الحل:



1 . 1  تعني
2

3 3
3

x

x
   23أي 3 3 2 0x x   3. بوضعxX  2حصل علىن 3 2 0X X  

3. 2و 1ذات الحلين   1x  تعنيln3 ln1x أيln3 0x بالتالي 0xو .

3أما   2x    فتعنيln3 ln 2x    يأ
ln 2

ln 3
x  الحلول هي و منه مجموعة .

ln 2
0;

ln 3
S

 
  
 

.

2  . 
2

0,31 3
x
  تعني 

2
ln 0,31 ln3

x  
 

أي   2 ln 0,31 ln3x   و هذا يعني أن

 
ln 3

2ln 0,31
x  لأن ln 0,31 0 بالتالي مجموعة الحلول هي و

 
ln 3

;
2ln 0,31

 
 

 
. 

II   .:دراسة الدوال
xx a  و

nx x

الدالة. 1
xx a

، من xلو من أج 1و مختلف عن aنضع من أجل كل عدد حقيقي موجب تماما 

  lnx x a

af x a e 

الدالةafالدالة  اتجاه التغير: • :هي مركب lnu x x aأن بما و بالدالة الأسية. متبوعة

  uالدالتين
علىafفإن الدالة " قابلتان للاشتقاق علىexpو"   للاشتقاق و لدينا:قابلة

   lnln lnx a x

af x a e a a   .

0xa،من xنعلم أنه من أجل كل    بالتالي فإشارة و af x  من نفس إشارةlna و منه النتائج .

التالية:
  0إذا كان 1a   فإنln 0a  و منه الدالةafتماما على .متناقصة

  1إذا كانa   فإنln 0a  و منه الدالةafتماما على .متزايدة

lna: نميز حالتين حسب إشارةالنهايات •

  0إذا كان 1a   فإنlim ln
x

x a


  أن بما limو X

X
e


   نستنتج أن lim a

x
f x


 

  0إذا كان 1a   فإنlim ln
x

x a


 أن بما limو 0X

X
e


نستنتج أن lim 0a

x
f x




  1إذا كانa   فإنlim ln
x

x a


 أن بما limو 0X

X
e


نستنتج أن lim 0a

x
f x




  1إذا كانa   فإنlim ln
x

x a


  أن بما limو X

X
e


   نستنتج أن lim a

x
f x


 

 جدول التغيرات و التمثيل البياني: •

 x

  

 

0 1

af x

a 

2-1-2

2

3

4

5

6

0 1

1

x

y

2xy 

 0,5
x

y 

 

 

1

0 1

a

a

f a

f







2

2

0 1

1

x

y

a

MM'

-a 2-1-2

2

3

0 1

1

x

y

a

MM'

-a

0

 x



0

 

1

af x

a 

1aملاحظة :  إذا كان    1فإن( ) 1f x  1و منه الدالةf .ثابتة

الدالة . 2
nx x

من x، و من أجلnطبيعي غير معدوم نضع من أجل كل عدد  0;  ، 
1

n n
ng x x x .

ngللاشتقاق على قابلة 0;و 
1

11
n

ng x x
n



  و منه  0ng x إذن .ngتماما متزايدة

على 0;

0x

+  ng x



0

 ng x

تمارين  .3
:1تمرين 

أرسم في معلم متعامد و متجانس المنحنيين. 1 fC و gCللدالتين التوالي gوfالممثلين على

حيث: 

  4xf x   و   0,25
x

g x 

بين أن المنحنيين. 2 fC و gCالتراتيب محور بالنسبة إلى متناظران y y.

لإثبات أن المنحنيين     طريقة:  fC و gCبالنسبة إلى متناظران y y:أن نبين أن يمكننا

    g x f x   أو   f x g x  من أجل كلx من.

الحل:  
. معرفتان علىgوfالدالتان. 1

                  .                      متزايدة تماما على fالدالة  fC  gC

تماما علىgالدالة .متناقصة

  lim 0
x

f x


 و lim
x

f x


 

 lim
x

f x


 و lim 0
x

f x




لدينا: من aمن أجل كل. 2

     ln 0,25
0,25

a a
g a e

 
  و منه

 
1

ln
ln 44 4

a
a ag a e e



   إذن .   g a g a و منه . fCو gCإلى بالنسبة متناظران y y.

3y x

3y x

ng

0
1

ln

lim lim
x

n n

x x
x e

 
  



 

 أكتب العبارات التالية بواسطة أس ناطق.:2تمرين    

         1 1 1f x x x         3 2 2 1 2g x x x         
4

1
3

1

x
h x

x





 

 الحل:    

1  .          
1 1 3

1
2 2 21 1 1 1 1 1f x x x x x x x


         . 

2  .         
11 1 2

2 23 2 2 33 3 32 1 2 1 1 1 1g x x x x x x x x
            

 
. 

3  . 
 

      
1 1 3

1
4 4 4

14

4

1 1
1 1 1 1

1 1

x x
h x x x x x

x x

  
        

 

. 

حل المعادلة و المتراجحة التاليتين:      :3تمرين     3 4 1x      5 1 2 2x       

 الحل:    
مجموعة تعريف. 1 1 هي 0; . 

من xمن أجل كل 0; ، 1  34تعنيx  نه مجموعة الحلول هيو م 34S . 

مجموعة تعريف. 2 2 هي 1; . 

من xمن أجل كل  1;   ، 2 51تعني 2x    52أي 1x    31و بالتاليx . 

مجموعة الحلول هي إذن:   1;31S  . 

 
III التزايد المقارن 

التزايد المقارن للدالتين. 1
xx e  وx x 

          خواص:      lim 1
x

x

e

x
            و lim 0 2x

x
xe


 

 البرهان:     

المعرفة على المجال fنعتبر الدالة. 1 0;  ِبـ 
2

2

x x
f x e لدينا من أجل كل .x 

من 0;، 

   xf x e x    و  1xf x e  بما أن من أجل كل .x  من 0; ،  0f x  فإن الدالةf  

متزايدة  تماما على 0; و علما أن 0 1f   فإن من أجل كلx  من 0; ،  0f x    و منه

تماما على  متزايدة fفالدالة 0; و علما أن 0 1f  فإن من أجل كلx  من 0; ،  0f x  .

من   xنستنتج أنه من أجل كل 0;،
2

0
2

x x
e   و بالتالي  فإن من أجل كلx  من

 0;،
2

xe x

x
باستعمال النهايات بالمقارنة و علما أن .lim

2x

x


  فإنlim

x

x

e

x
   كما نستنتج

limأن  0
xx

x

e
. 

Xنضع. 2 x إذن .lim
x

X


   :و منهlim lim lim 0x X

Xx X X

X
xe Xe

e



  
     

lnxالتزايد المقارن للدالتين .2 x  وx x 

          خواص:      
ln

lim 0 1
x

x

x
           و 

0
lim ln 0 2
x

x x


 

 البرهان:     



 

2 3 4 5 6 7 8
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0 1
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x

y

0xمن أجل. 1    نضعlnX x و منهXx e  معlim
x

X


   و

بالتالي
ln

lim lim 0
Xx X

x X

x e 
  

نضع. 2
1

X
x

 و منه
0

lim
x

X




  و بالتالي
0

1 1 ln
lim ln lim ln lim 0
x X X

X
x x

X X X  
    

التزايد المقارن مع الدالة. 3  nn x x 

  خواص:     lim 1
x

nx

e

x
  lim 0 2n x

x
x e


  

ln
lim 0 1

nx

x

x
   

0
lim ln 0 2n

x
x x


 

xy                                                        39أنظر التمرين رقم   البرهان:      e 

xxكل الدوال  خلاصة:      e  ،lnx x                     3y x 

و      nn x x  تؤول إلى 

 إلا أن سلوكها مختلف. إلى xوللما يؤ   
2yعند اللانهاية تتفوق الدالة الأسية  على الدالة قوة               x 

yو تتفوق الدالة قوة على الدالة اللوغاريتمية                    x                                                                                                                      

lnyالنيبيرية.                                    x                     

    
 
 
 تمارين  .4
 التاليتين: أحسب النهايتين  :1تمرين   

1 ) lim x

x
e x


          2 ) lim 2 1 x

x
x e


 

lim  لرفع حالات عدم التعيين يمكننا استعمال النهايتين:   طريقة:
x

x

e

x
            وlim 0x

x
xe


 

 الحل: 

1 . lim lim 1
x

x

x x

e
e x x

x 

 
     

 
limلأن   

x

x

e

x
  و من تمlim 1

x

x

e

x

 
   

 
. 

2 .   lim 2 1 lim 2 0x x x

x x
x e xe e

 
     لأنlim 0x

x
xe


  وlim 0x

x
e


. 

 أحسب النهايتين التاليتين:  :2تمرين 
1 ) lim ln

x
x x


          2 ) 

0
lim 2 ln
x

x x


 

 

  لرفع حالات عدم التعيين يمكننا استعمال النهايتين:   طريقة: 
ln

lim 0
x

x

x
           و

0
lim ln 0
x

x x


 

 
 الحل:  

1 . 
ln

lim ln lim 1
x x

x
x x x

x 

 
     

 
لأن  

ln
lim 0

x

x

x
  و من تم

ln
lim 1 1

x

x

x

 
  

 
. 

2 .   
0 0

lim 2 ln lim ln 2ln
x x

x x x x x
 

      لأن
0

lim ln 0
x

x x


  و
0

limln
x

x


 . 

   
 أحسب النهايات التالية:  :3تمرين 



 

   1 )
2

2
lim

1

x

x

e

x x  
  2 )

2

ln
lim

2 3x

x

x x  
  3 ) 3lim 2 1 x

x
x x e


   4 ) 2

0
lim ln
x

x x x


 

 الحل: 

1 .
2

2 2 2

2
lim lim 2

1 1

x x

x x

e e x

x x x x x 
   

   
لأن  

2

2
lim 1

1x

x

x x


 
و 

2
lim

x

x

e

x
 . 

2 .
2

2 2 2

ln ln
lim lim 0

2 3 2 3x x

x x x

x x x x x 
  

   
لأن  

2

2

1
lim

2 3 2x

x

x x


 
و  

2

ln
lim 0

x

x

x
. 

3.    3 3lim 2 1 lim 2 0x x x x

x x
x x e x e xe e

 
      لأنlim 0n x

x
x e


 وlim 0x

x
e


. 

4 .   2 2

0 0
lim ln lim ln ln 0
x x

x x x x x x x
 

     لأن
0

lim ln 0n

x
x x


. 

أحسب النهاية التالية:  :4تمرين   2lim 2 1 3x x

x
x e e


    

 الحل: 

  2 2 1
lim 2 1 3 lim 2 3x x x

x xx x

x
x e e e

e e 

 
         

 
 

limلأن     0
xx

x

e
     ،

1
lim 0

xx e
    2وlim x

x
e


 . 



 ساعات 06 الـمـدة:                       ثالثة علوم تجريبية المستوى:          26/11/2014التاريخ:

                                                          التحليل.  المجال التعـليــمـــي:

    .الهندسة في الفضاء  (:20الـوحدة التعليميـة ) 

 ء السلمي وتطبيقات له.الجدا مــوضـوع الدرس:

 (cabri 3dالبرمجيات )السبورة ، الكتاب المدرسي،    الوسـائل التعليـميـة:       

 الكتاب المدرسي، الوثيقة المرافقة. الــمـراجــــع:

 

                الكفاءات المستهدفة  
 توظيف خواص الدالة الأسية النيبيرية. 

 حل مشكلات بتوظيف الدوال الأسية 
 
Iنشاط تمهيدي . 
 

II .جداء السلمي في الفضاءال 
 تعريف : .1

        u وv  . شعاعان من الفضاءA  ،B   وC ثلاث نقط 

,   حيث                          v AC u AB  

 بحيث Cو   A  ،B( يشمل النقط  Pيوجد على الأقل مستو )         

 هو الجداء السلمي للشعاعين   u ، v الجداء السلمي للشعاعين        

          AB ، AC في الم ( ستويP ) 

 العبارة الشعاعية للجداء السلمي : .2

 AB  ،AC  ( شعاعان من  المستويP :لدينا ) 

 . cos ;  AB AC AB AC AB AC 

في المستوي لدينا :  ملاحظة : • 
2 2 21

.
2

u v u v u v    

 ( Pبالتالي مستقلة عن المستوي ) و  vو uو هي عبارة مستقلة عن تمثيل         

 
كل خواص الجداء السلمي في المستوي تطبق على الأشعة من نفس المستوي في ): الجداء السلمياص خو  .3

 (الفضاء
  

 w     وv ،u أشعة من الفضاء ، k عدد حقيقي 

)المربع السلمي(لدينا : 
2

. u u u   ، . .u v v u ، ( ). .( ) ( . )ku v u kv k u v   

،
2 2 2

2 .u v u u v v    

( ) . .u v w u v u w   

 تعامد شعاعين .4

.كانمتعامدين إذا و فقط إذا  vو uيكون الشعاعان :    فتعري • 0u v  
 

 .عمودي على كل شعاع من الفضاء 0 ملاحظة : •

 

A B

C
( )P

v

u



 : للجداء السلمي في الفضاءالعبارة التحليلة  .5

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس     ; ; ;O i j k    ليكن( ', ', ')  ) vو  ),, x y z u x y z  

.لدينا :      . ' . ' . 'u v x x y y z z   

 
 : 1تمرين  

 1طول حرفه   مكعب ABCDEFGHنعتبر 

منسوب الى المعلم المتعامد والمتجانس الفضاء  ; ; ;A AB AD AE 

;عين احداثيات النقط  • ; ; ; ; ; ;H G F E D C B A 

 HF ،HC ،FCاحسب  •

HF.احسب الجداءات السلمية التالية: • AG ،.FC AG 

;بين النقاط  • ;H F C تشكل مستويا 

استنتج ان  المستقيم  • AG  عمودي على المستوي FHC 

 
 
 

 :2تمرين 
;D(2في معلم متعامد و متجانس من الفضاء لدينا النقط  -1;0)  ,  C(-2;0; 1)  ,  B(3; 1; -2)  ,  A(-1; -2;0) 

 ( متعامدان ؟ CD( و )  AB( هل المستقيمان ) 1
 ( متعامدان ؟ AC( و )  AB( هل المستقيمان ) 2

 :   لدينا  الحل

1 4 4

2   3 BA  ،  1DC   و

1 1 2

AC

     
     

     
           

 

1 ). 16 3 2 15 0AB CD          
 ( ليسا متعامدين CD( و )  ABو بالتالي )                              

2 ). 4 6 2 0AB AC      

 ( متعامدان AC( و )  ABو بالتالي )                                 
 

III  .لتعامد :ا 
  تعريف :. 1   

  سقاط العمودي على مستقيمالإب(                                سقاط العمودي في الفضاء الإ ا(       
 نقطة من الفضاء . M( مستقيم ،  D)                نقطة من الفضاء .  M( مستو ،  Pليكن )        

 M( و الذي يشمل  Dيقطع      المستوي العمودي على )  M( و الذي يشمل  P) المستقيم العمودي على        
 يقطع

        (P  في نقطة وحيدة  )M'  (                             .D في نقطة و ) حيدةM' . 
       M' المسقط العمودي للنقطة  هوM  على( P )            M'  هو المسقط العمودي لـM  ( علىD ) 

 
 
 
 
 
 

G



 
 
 
 
 
 
 
 
 : نتائج. 2

          A  ،B  ( نقطتان من المستويP  و )C  إنقطة لا تنتمي ( لىP  ) 

.لدينا :              . 'AB AC AB AC 
 ( Pعلى )   Cالمسقط العمودي لـ  'Cحيث                

         

            0 u  وv CD AB   

.  لدينا             . ' 'AB CD AB C D 
 Dو  Cالمسقطان العموديان للنقطتين  'Dو  'Cحيث                
 ( ABعلى الترتيب على المستقيم )                

 
   
 
 
 
  :3تمرين  

 . a هالذي ضلع ABCDEFGHفي المكعب    
 ة التالية:السلمي اتأحسب الجداء    

• .FAGC 

•  .AE HC 

• .AB EG 

 
 الحل:     

 ( FGCعلى المستوي )  Aالمسقط العمودي للنقطة  Bلتكن        

.   و بالتالي       .FAGC FBGC      لأن HD HC CD  

                
2

. FB FB FB               

                       2 a 

 ( AEHعلى المستوي )  Cالمسقط العمودي للنقطة  Dلتكن     

.  و بالتالي        .AE HC AE HD      لأن HD HC CD  

                
2

.   AE AE AE               (AE  ( و )CD من مستويين متعامدين ) 

                       2a  

M

'M

( )D

M

'M ( )D

B
A

C

'C

D

'D

C

'C

B
A

H

A

B

D

C

F

E

G

a



 ( FABعلى المستوي ) Gالمسقط العمودي للنقطة  Fلتكن        

.  و بالتالي        .AB EG AB EF      لأن HD HC CD  

                  
2

.   AB AB AB             

                       2 a 

IVتطبيقات الجداء السلمي . 

 
 بين نقطتين في الفضاءالمسافة  .1

)لتكن النقطتين  , , )  ) Bو  ),, B B A A AB x y z A x y z لدينا   في معلم متعامد و متجانس من الفضاء :

2 2 2( ) ( ) ( )B A B A B AAB x x y y z z      

 
 كتابة معادلة سطح كرة : .2

معلم متعامد متجانسإلى  الفضاء منسوب     ; ; ;O i j k  ، ; ;A A AA x y z ، ; ;B B BB x y z، 0 0 0; ; x y z 

معادلة سطح كرة مركزها  • 0 0 0; ; x y z  ونصف قطرهاR : هي 

            
2 2 2 2

0 0 0     x x y y z z R 

مجموعة النقط  • ; ;M x y z  : من الفضاء التي تحقق. 0MAMB كرة هي سطح 

 
 

  : 3تمرين 

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس    ; ; ;O i j k 

 S. أكتب معادلة ديكارتية لـ) 2و نصف قطرها  W( 2 , 1 , 0 )( سطح الكرة التي مركزها  S( نعتبر ) 1   

) 
، أكتب معادلة A ( 1 , 0 , -2 )  ،B( 0 , - 1 , 2 )[ حيث  AB( سطح الكرة التي قطرها ]  'Sنعتبر )  ا((2  

 ( 'S)     ديكارتية لـ
 ( . 'Sنقطة من )  C( a , 1 , 0 )حتى تكون النقطة  aعين قيمتي العدد الحقيقي ب( 
  الحل:      

2WM( أي أن  Sنقطة من )  M( x , y , z )( لتكن 1  

        (S  : )2 2 2( 2) ( 1) 2x y z     

2أو      2 2 4 2 3 0x y z x y        ( معادلة ديكارتية لـS ) 

.(      أي أن      'Sنقطة من )  M( x , y , z )( لتكن 2 0MA MB  

يكتبان  MA  ،MBالشعاعان 

1

2

x

MA y

z

 
 
 
   

1و    

2

x

MB y

z

 
 
  
  

 

M  ( نقطة منS'   يعني )( 1) ( 1) ( 2)( 2) 0x x y y z z       

2أو  2 2 4 0x y z x y        ( معادلة ديكارتية لـS' ) 



 
 المعادلة الديكارتية لمستو .3
 

 تعريف : ا(     
 Pهو شعاع عمودي على )  ( Pمن مستو ) كل شعاع غير معدوم عمودي على شعاعين غير مرتبطين خطيا      

) 

 ( . Pعمودي على كل شعاع من المستوي )  n( فإن Pشعاعا ناظميا ) عموديا ( على )  nإذا كان  : نتيجة   

 ( . Pهو مستقيم عمودي على )  nو بالتالي كل مستقيم موجه بالشعاع              
 

 تمييز مستو : ب(       

     u  . شعاع غير معدومA نقطة من الفضاء 

.التي تحقق من الفضاء و Mمجموعة النقط       0n AM    ( هي المستويP  الذي يشمل )A  وn ع شعا
 ناظمي له 

شعاع  nو A( الذي يشمل  Pالمستوي ) شعاع توجيه له ، و nو A( الذي يشمل  D: نعتبر المستقيم )  برهان  
 ناظمي   

.( وبالتالي  Pشعاع من )   AM( فإن  Pنقطة من )  Mله . إذا كانت             0n AM  

.من الفضاء حيث   Mو بالعكس نعتبر نقطة     0n AM   لتكن .H  المسقط العمودي للنقطةM  ( على المستقيم
D  ) 

.وبالتالي       0n AH     لأن. 0n AM  لكنAH  وn  0مرتبطان خطيا ، إذنAH   ( 0لأنn   و  ) 

 ( Pنقطة من )  Mأي أن       A( هو  Dعلى )  Mالمسقط العمودي لـ   ، A = Hبالتالي    
 

):  كل مستو، خاصيةج(     ; ; )n a b c   0شعاع ناظمي له يقبل معادلة ديكارتية من الشكلax by cz d     

 عدد حقيقي dحيث        
0axالتي تحقق  M( x ; y ; z )و بالعكس فإن مجموعة النقط      by cz d     حيثa  ،b  وc  أعداد

)معدومة معا هي مستو وحقيقة غير  ; ; )n a b c . شعاع ناظمي له 

):  برهان ; , )A A AA x y z  ( نقطة من المستويP  و )( ; ; )n a b c  ( شعاع ناظمي لـP  ) 

.( إذا و فقط إذا  Pنقطة من )  M( x ; y ; z )تكون النقطة          0n AM      : أي 
                                   ( ) ( ) ( ) 0A A Aa x x b y y c z z      

0A بوضع و      A Ad ax by cz           0نجدax by cz d    

             n  شعاع ناظمي فإنa  ،b  ،c ليست كلها معدومة  
0axلفضاء حيث من ا M( x ; y ; z )( مجموعة النقط  Eو بالعكس : نعتبر )  by cz d    

0a ليست كلها معدومة ، نأخذ مثلا a  ،b  ،cبما أن     و نعتبر النقطة( ;0;0)
d

A
a

  .A  ( نقطة منE  ) 

)و لدينا  ; ; )n a b c   شعاع غير معدوم . من أجل كل نقطة) M( x ; y ; z من الفضاء لدينا 

                             . ( )
d

AM n a x by cz ax by cz d
a

        

M  ( نقطة منE  يعني ). 0AM n   ( و بالتاليE  هو المستوي الذي يشمل )A  وn . ناظمي له 

 

 حالات خاصة •

   معادلة ديكارتية للمستوي( ; ; )o i j  0هيz      (P  ( و )P'  مستويان )n،'n  هما على لناظميان

 الترتيب



   معادلة ديكارتية للمستوي( ; ; )o j k  0هيx     (P  ( يوازي )P'  معناه يوجد )k  حيث حقيقي

. 'n k n 

   معادلة ديكارتية للمستوي( ; ; )o i k  0هيy     (P  ( عمودي على )P'  معناه ). ' 0n n  

 

)في معلم متعامد و متجانس   : 5تمرين  ; ; ; )O i j k 1 ; 0 ; 2تبر النقط من الفضاء ، نع )-A(   

       B( 1 ; 0 ; -3 )   ،C( 1 ; - 1 ; 2 ) . 
 تعيّن مستويا . C و A  ،Bبين أن النقط  .1
 ( . ABCأكتب معادلة ديكارتية للمستوي )  .2

 شعاع ناظمي له . BCو  A( الذي يشمل  Pأكتب معادلة ديكارتية للمستوي )  .3

 الحل:    

1 )

3

0

4

AB

 
 
 
  

و   

3

1

1

AC

 
 
 
 
 

أن   ظنلاح   
AB AC

x x   و لكن
AB AC

y y 

 تعين مستويا A  ،B  ،Cغير مرتبطين خطيا أي أن النقط  AB  ،ACو بالتالي الشعاعان 

  AB  ،ACهذا الشعاع عمودي على الشعاعين  n( . ليكن  ABC( نبحث عن شعاع ناظمي للمستوي ) 2

.و بالتالي     0n AB   ،. 0n AC  مركبات الشعاع . n   : هي حل للجملة
3 4 0

3 0

a c

a b c

 


  
 

أي    b 15 =و    c 3 =فيكون   a 4 =نأخذ     

4

14

3

n

 
 
 
 
 

 

.( إذا و فقط إذا  ABCنقطة من )  M( x ; y ; z )( تكون 3 0AM n  
)4أي    2) 15 3( 1) 0x y z          4أو 15 3 5 0x y z     ( وهي معادلة ديكارتية لـP ) 

 

)في معلم متعامد و متجانس     : 6تمرين  ; ; ; )O i j k  من الفضاء ، نعتبر النقطA( 1 ; 0 ; 0 )  

       B( 0 ; 1 ; 0 )   ،C( 0 ; 0 ; 1 ) . 
 A  ،B  ،C( أكتب معادلة ديكارتية للمستوي الذي يشمل النقط 1
 O( و يشمل النقطة  ABC( الذي يوازي المستوي )  P( أكتب معادلة ديكارتية للمستوي ) 2
 
 

 الحل:    

 1 )

1

1

0

AB

 
 
 
 
 

و   

1

0

1

AC

 
 
 
 
 

. ليكن     

a

n b

c

 
 
 
 
 

( إذن  ABCشعاعا ناظميا لـ )  
0

0

a b

a c

  

  

 a = b = cأي  

مثلا  فيكون   a = 1نأخذ   

1

1

1

n

 
 
 
 
 

  

M( x ; y ; z )  ( نقطة منABC  إذا وفقط إذا كان ). 0AM n    1أي أن 0x y z    

1أو   0x y z      ( و هي معادلة ديكارتية للمستويABC ) 

.( إذا وفقط إذا كان Pنقطة من )   M( x ; y ; z(( تكون النقطة 2 0OM n   



0xأي أن      y z     ( و هي معادلة ديكارتية للمستويP ) 

 مستو بعد نقطة عن  .4

0ax( حيث  Pفي معلم متعامد و متجانس ، نعتبر المستوي )    by cz d     ،   , , 0,0,0a b c  

حداثياتها إنقطة  Aمعادلة ديكارتية له .      ; ;
A A A

x y z . 

( هو العدد الحقيقي الموجب  Pو )  Aالبعد بين     
2 2 2

A A A
ax by cz d

a b c

  

 
. 

  :7تمرين     

)في معلم متعامد و متجانس        ; ; ; )O i j k من الفضاء ، نعتبر  ( المستويP الذي معادلته ) 

             3 2 5 4 0x y z   . 

 ( . Pعن المستوي )  A( 1 ; -2 ; 7 )( عين بعد النقطة 1    
 ( . ماذا تستنتج ؟ Pعن المستوي )  B(2 ; 1 ; 0 )( عين بعد النقطة 2    

 الحل:

        1  )1
2 2 2

3(1) 2( 2) 5(7) 4
38

3 ( 2) 5
d

   
 

  
 

        2 )2 0d    نستنتج أن النقطةB  ( هي نقطة من المستويP ) 

 
V .المرجح في الفضاء 

 : )تذكير( 1تعريف . 1

مرجح النقط 
n 2 1

A  , . . . , A  , A  مرفقة بالمعاملات
n 2 1
 , . . . ,  ,      :حيث

1 2 n
 +...+ 0     لوحيدة هي النقطة اG  :1التي تحقق 2 n1 2 n

GA + GA +...+ GA  = 0   . 

 G : تسمى أيضا مركز المسافات المتناسبة للجملة 

                1 1 2 2 n n
A  ,  ; A  ,  ; . . . ; A  ,    

 : 1مثال 

منتصف القطعة  Iإذا كان  AB   فإنIA + IB = 0   

مرجح الجملة    Iومنه (A , 1) ; (B , 1)  

 : 2مثال 

 GA + GB+GC = 0أي  ABCمركز ثقل المثلث  Gإذا كان 

مرجح الجملة   Gفإن  (A , 1) ; (B , 1) ; (C , 1)  

 ملاحظة :

إذا كان:  
1 2 n
 +  +...+ 0      : فإن الجملة      1 1 2 2 n n

A ,  , A ,  ,..., A ,    لا تقبل

 مرجحا .
 :1مبرهنة . 2

مرجح الجملة  Gإذا كانت  ا(       1 1 2 2 n n
A ,  , A ,  ,..., A ,    

 من الفضاء لدينا :  Mفإنه من أجل كل نقطة     

 1 2 n1 2 n 1 2
MA + MA + . . . + MA  = + +...+ MG      

مرجح الجملة  Hإذا كان  ب(       A ,  ; B ,  ; C ,     



مرجح الجملة  Kوكان          +   0  . A ,  ; B ,       

مرجح الجملة  Hفإن        K ,  +  ; C ,     

ثلاث أعداد حقيقية  و و ثلاث نقط متمايزة مثنى مثنى و ليست في استقامية و A,B,Cلتكن  : 2مبرهنة  .3

0   +  + حيث     . 

 ملاحظات: .4

مجموعة مراجح الجملة  • (A , ) ; (B , )   و  عندما تمسح   هي المستقيم  كل الأعداد الحقيقية

(AB) .كاملا 

جح الجملة امجموعة مر • (A , ) ; (B , )   و  عندما تمسح   وتكون من  كل الأعداد الحقيقية

نفس الإشارة هي القطعة  AB . 

مجموعة مراجح الجملة  • (A , ) ; (B , ) ; (C , )    عندما تمسح و و  كل الأعداد الحقيقية

  (ABC)هي كل المستوى  

مجموعة مراجح الجملة  • (A , ) ; (B , ) ; (C , )    عندما  تمسح و و يقية كل الأعداد الحق

 . ABCو تكون من نفس الإشارة هي الجزء من المستوي المحدد بالمثلث  

 تكون اربع نقط من الفضاء تنتمي الى نفس المستوي إذا وفقط إذا كانت إحدى هذه النقط مرجحا لبقية النقط. •
 
 احداثيات مرجح .5

إذا كان الفضاء منسوب إلى معلم  O ; i , j , k  وكانG  مرجح الجملة

      1 1 2 2 n n
A  ,  ; A  ,  ; A  ,     :بحيث

       n n n 2 2 2 2 1 1 1 1 G G
A ; y ;  ,..., A ; y ;  , A ; y ;  , G ; y ;

n G
x z x z x z x z 

( 1فإن المبرهنة ) 1 2 n1 2 n 1 2 n
OA + OA  +...+ OA  = + +...+ OG      

 ومنه:  M = Oوهذا بوضع 

1 21 2 n

1 2 n

OA + OA +...+ OA
OG = 

 +  + . . . + 

n  

  
 

وعليه :    

1 1 2 2 n n
G

1 2 n

1 1 2 2 n n
G

1 2 n

1 1 2 2 n n
G

1 2 n

 +  + . . . + 
 = 

 +  + . . . + 

y  + y  + . . . + y
y  = 

 +  + . . . + 

z  + z  + . . . + z
z  = 

 +  + . . . + 

x x x
x

   


  
   


  
   


  

 

 



 

 
 

 ساعات 06المستوى: ثالثة علوم تجريبية                       الـمـدة:           14/12/2014التاريخ:
                                                          .المجال التعـليــمـــي:  التحليل

    .(:  الهندسة في الفضاء02الـوحدة التعليميـة ) 
 مستقيمات و المستويات في الفضاءمــوضـوع الدرس: ال

 الوسـائل التعليـميـة:  السبورة ، الكتاب المدرسي،
 الكفاءات المستهدفة

 نتماء أربع نقط إلى نفس مستو. ااستعمال التمثيلات الوسيطية لحل مسائل الاستقامية ، التلاقي ،  •

 ستوي إلى تمثيل وسيطي و العكس  الانتقال من جملة معادلتين ديكارتيتين لمستقيم أو معادلة ديكارتية لم •

 تحديد الوضع النسبي لمستويين ، لمستقيم ومستوي ، لمستقيمين . •

 تعيين تقاطع مستويين ، لمستقيم ومستوي ، لمستقيمين . •
 
 التمثيل الوسيطي لمستقيم و لمستو : .1

فيمايلي الفضاء منسوب إلى معلم  o ; i ; j ; k 

 تقيم : التمثيل الوسيطي لمس -أ
 مبرهنة : 

(D)  مستقيم يشمل النقطة A  ;  ;     وشعاع توجيههu(  ;  ; )a b c  لتكن  .M(  ; y ; z)x  نقطة من

 الفضاء.
  Mإذا وفقط إذا حققت إحداثيي  (D)نقطة من  Mتكون  

العلاقات التالية :            

 = at + 

y = bt + 

z = ct + 

x 



 

 عدد حقيقي. tحيث    

 البرهان : 
 . (D)هذه الجملة تسمى تمثيلا وسيطيا للمستقيم 

)Mالنقطة   ; y ; z)x  هي نقطة من المستقيم(D)  إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقيt   : بحيثAM = tu  

ومنه نحصل على :  

 = at + 

y = bt + 

z = ct + 

x 



 

 من تساوي إحداثيات شعاعين 

 
 
 
 
 

 تعريف : 

الجملة  

 = at + 

y = bt + 

z = ct +

x 



 

 الذي يشمل  (D)تسمى تمثيلا وسيطيا للمستقيم  

)Aالنقطة   ;  ; )    و شعاع توجيههu(  ;  ; )a b c  و العدد الحقيقيt .هو وسيط 

 1تمربن 
 .u(4 ; -1 ; 3)و شعاع توجيهه  A(-1 ; 3 ; -4)الذي يشمل النقطة  (D)قيم أكتب تمثيلا وسيطيا للمست



 الحل :

)Mتكون نقطة   ; y ; z)x  من الفضاء نقطة من(D)    : إذا وفقط إذا كانt   , AM = tu 

 

ومنه   

 + 1 = 4t

y - 3 = -t

z + 4 = 3t

x





 

 هو : (D)لتمثيل الوسيطي للمستقيم و منه ا 

     

 = 4t - 1

y = -t + 3

z = 3t - 4

x





 وسيط حقيقي. tحيث :    

 :  2مثال 

ماذا تمثل الجملة :      

 = -t + 5

y = 4t - 1

1
z = t + 5

2

x





  

 الحل :

هذه الجملة تمثل تمثيلا وسيطيا للمستقيم    الذي يشمل النقطةA(5 ; -1 ; 5)  و شعاع توجيهه

1
u -1 ; 4 ; 

2

 
 
 

  

 :2تمربن 

)الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس     ; ; ; )O i j k . 

 B( 1 ; - 1 ; 0 )و  A( +2 ; 2 ; - 3 )( حيث  ABـ أعط تمثيلا وسيطيا للمستقيم )    
 ( ؟ ABالمستقيم )  تنتمي إلى C( 1 ; 3 ; 2 )ـ هل النقطة    
 
 
 
 

( هو ABشعاع توجيه لـ )  الحل:

1

3

3

AB

 
 
 
  

و بالتالي  

2

2 3

3 3

x t

y t

z t

 


 
   

tمع      هذه الجملة هي التمثيل

 ( ABالوسيطي للمستقيم ) 

يحقق   t( إذا وفقط وجد  ABإلى )  Cتنتمي

2 1

2 3 3

3 3 2

t

t

t

 


 
  

أي   

1

1

3

5

3

t

t

t


 



 





 ( ABتمي الى ) لا تن Cومنه   

 التمثيل الوسيطي لمستو : -ب
 مبرهنة : 

M  نقطة من المستوى(P)  المزود بمعلم A ; u ; v  بحيث 1
A  ;  ;     و u a ; b ; c  و

 u a  ; b  ; c   



إذا وفقط إذا كانت إحداثياها   ; y ; zx  : تحقق الجملة 

       

 = at + a t  + 

y = bt + b t  + 

z = ct + c t  + 

x   


  
   

 حقيقيان. tو tحيث     

 
 البرهان :

تكون  M  ; y ; zx  نقطة من المستوى(P)  إذا وفقط إذا وجد عددان 

AM = tu + tبحيث :    tو tحقيقيان  u   

و من تساوي احداثيات شعاعين نجد :      

 = at + a t  + 

y = bt + b t  + 

z = ct + c t  + 

x   


  
   

  

 تعريف : 

نقول أن الجملة 

 = at + a t  + 

y = bt + b t  + 

z = ct + c t  + 

x   


  
   

الذي يشمل النقطة  (p)تشكل تمثيلا وسيطيا للمستو   A  ;  ;     و

v(aو  u(a ; b ; c)شعاعي توجيهه   ; b  ; c )    وt وt . وسيطين حقيقيين 

 مثال :
و  u(2 ; -1 ; 5)و بالشعاعين       A(1  ;-3 (4 ;المعين بالنقطة  (P)أكتب تمثيلا وسيطيا للمستوى 

v(3 ; 2 ; 1)  

 
 
 

 الحل : 

v uالشعاعان  غير مرتبطين خطيا وعليه  و  A ; u ; v  معلم للمستوي(P) . 

إذا وفقط إذا حققت إحداثياتها  (P)من الفضاء نقطة من  Mتكون النقطة   ; y ; zx  : الجملة 

        

 - 1 = 2t + 3t

y + 3 = -t + 2t

z - 4 = 5t + t

x 



 

ومنه :       

 = 2t + 3t  + 1

y = -t + 2t  - 3

z = 5t + t  + 4

x 



 

 . (P)ويشكل تمثيلا وسيطيا للمستوي   

 التمثيل الديكارتي لمستقيم :  .2
 مبرهنة :

(P)  مستقيم يشمل النقطة A  ;  ;     وشعاع توجيهه u a ; b ; c  إذا كانت الأعداد .a,b,c  غير

 داثياها ما يلي : إذا حققت إح (D)من الفضاء تنتمي إلى  Mمعدومة جميعا فإن نقطة 
 - y - z - 

 =  = 
a b c

x   
  

هو    (D)البرهان :التمثيل الوسيطي للمستقيم 

 = at + 

y = bt + 

z = ct + 

x 



 

 



وعليه :  

 -  = at

y -  = bt

z -  = ct

x 



 

ومنه :   
 - y - z - 

 =  =  = t
a b c

x   
 

 تعريف :

العبارة 
 - y - z - 

 =  = 
a b c

x   
الذي يشمل النقطة  (D)للمستقيم تسمى تمثيلا ديكارتيا   A  ;  ;     و

شعاع توجيهه  u a ; b ; c  وهذا إذا كانت الأعدادa وb  وc .غير معدومة جميعا 

 معدوما فإن بسطه يكون معدوما أيضا. a,b,cإذا كان أحد الأعداد 

شمل النقطة الذي ي (D)مثال : اكتب تمثيلا ديكارتيا للمستقيم  A وشعاع توجيهه  4 , 3 , 1- u 3 ; 2 ; 4  

هو :  (D)الحل :   التمثيل الديكارتي للمستقيم 
 + 1 y - 3 z - 4

 =  = 
3 2 4

x
 

 تقاطع المستقيمات و المستويات .3

 (P  ( و )P'  ، مستويان )n و'n  ( . ناظميان لهما على الترتيبD  ( و )D'  مستقيمان موجهان بالشعاعين )

'  u  على الترتيب uو   

 
 
 
 
 
 تقاطع مستقيمين :  ( ا  

 ( أن يكونا 'D( و )  Dيمكن للمستقيمين ) 

من مستويين  من نقس المستوي
 مختلفين

  متوازيين متقاطعين

 منطبقين ختلفينمتوازيين و م 

 
 
 

 

 خالالتقاطع  التقاطع مستقيم التقاطع خال التقاطع نقطة

 :3تمرين 
3نعتبر المستقيمات  2 1.. .. .. ..d ،d،d ممثلة وسيطيا على الترتيب 

1

2 5

.....: 1

3 4

x t

d y t t

z t

  


   
  

    ،2

1 '

: 4 3 '.... '

5 '

x t

d y t t

z t

 


  
  

  ،  3

7 7 ''

: 3 '' ''

2 '

.....

'

x t

d y t t

z t

  


  
 

 

 3dو  1dثم  2dو  1dأدرس تقاطع  -

 
 

1 الحل :

5

1

4

u

 
 
 
 
 

    ،2

1

3

1

u

 
 
 
  

  ،  3

7

3

2

u

 
 
 
 
 

3أشعة توجيه لـ    2 1.. .. .. ..d ،d،d  على الترتيب 

  1نلاحظ أنu  2وu  1غير مرتبطين خطيا و بالتاليd  2وd  غير متوازيين ، فهما إما متقاطعان أو لا

ينتميان لنفس المستوي . و عليه نحل الجملة  
2 5 1 '

1 4 3 '

t t

t t

   

   

نجد   
1

' 2

t

t




 
 

( )D

( ')D

( )D
( ')D

( )D
( ')D

( )D
( ')D



النقطة من 
1d  من أجلt = 1  ( و النقطة من  ; 3- 72;هي )

2d  2من أجل-t' =    ( 3-7 ; 2هي ;  ) 

و بالتالي فالمستقيمان 
1d  و

2d  ( 3-7 ; 2يتقاطعان في ;  . ) 

 
1u  و

3u ين خطيا نستخلص نفس الملاحظةغير مرتبط 

لحل الجملة 
2 5 7 7 ''

1 3 ''

t t

t t

    

   

نجد     
1

'' 0

t

t

 



( و  - ; 0 ; 7-1هي )   = t-1من أجل  1dالنقطة من  

 ليسا من نفس المستوي . 2dو  1dقيمان ( إذن المست  -0 ; 0 ; 7هي )   t'' = 0من أجل  2dالنقطة من

 
 
 
 
 

 تقاطع مستقيم و مستو:  ب( 
 :نلخص الوضعيات فيما يلي

 (D  ( يوازي )P )  (D  ( يقطع )P ) 

 (D  ( يوازي )P  تقاطع خال " )
" 

 (D  ( محتوا في )P )  

 
 
 

 

 
 ين : مستوي تقاطعج( 

 الوضعيات الممكنة هي :  

 متوازيان متقاطعان

 تقاطع خالي منطبقان 

 
 
 

 

 التقاطع خال التقاطع مستو التقاطع مستقيم

 مستقيم في الفضاء معرّف بجملة معادلتين ديكارتيتين لمستويين متقاطعين   خاصية :
 ثلاث مستويات : تقاطع د(   

     1( )P  ،2( )P  ،3( )P  1ثلاث مستوياتn  ،2n  ،3n  . أشعة ناظمية لها 

   1( 1الوضعيات النسبية( )P  ،2( )P متوازيان 

1( )P  ،3( )P 1 متوازيان( )P  ،3( )P متقاطعان 

 
 
 
 
 

 

1 2 3( ) ( ) ( )P P P   1 2 3( ) ( ) ( )P P P   

       
 
 
 

      1( 2الوضعيات النسبية( )P  ،2( )P  ( يتقاطعان و تقاطعهما المستقيمD )    

( )D

( )P

( )D

( )P

( )D

( )P

1( )P

2( )P

3( )P

1( )P

2( )P

3( )P



 (D  لا يقطع )
3( )P  (D يوازي )

3( )P 

  (D يوازي )
3( )P بتقاطع خال  (D محتو )  في

3( )P 

 
 
 
 
 

 

 1 2 3( ) ( ) ( )P P P I   1 2 3( ) ( ) ( )P P P   1 2 3( ) ( ) ( ) ( )P P P D   

 
 : 4تمرين     
     1( )P  ،

2( )P  ،
3( )P تية لها على الترتيبالتي معادلات ديكار ثلاث مستويات 

2 2 1 0x y z       ،4 3 0x y z        ،4 2 4 5 0x y z    

 أدرس الوضعية النسبية لـ 
a )1( )P  ،

2( )P      b )1( )P  ،
3( )P 

 

1   الحل:   

2

1

2

n

 
 
 
  

   ،2

1

4

1

n

 
 
 
 
 

    ،3

4

2

4

n

 
 
 
  

)1أشعة ناظمية لـ    )P  ،2( )P  ،3( )P على الترتيب 

a )1n 2وn  1غير مرتبطين خطيا ، إذن( )P  2و( )P  ( ليسا متوازيين فهما يتقاطعان على المستقيمD . ) 

 
 وسيط z  (z )بدلالة  yو  xللحصول على تمثيله الوسيطي نكتب مثلا 

  
2 2 1 0

4 3 0

x y z

x y z

   

    

عد الحساب نجد  ب  

1

; 1

x t

t y

z t

 


 
 

 

b )3 12n n  1أيn 3وn 1، إذن  مرتبطان خطيا( )P  ،3( )P  1متوازيان . نختار نقطة من( )P  و لتكن 

    1 ; 0 ) -A( 0 ;    (0   3 -5 =  -0  -0 + 2    ، )A 3ليست نقطة من( )P  1و بالتالي تقاطع( )P  ،

3( )P خال 

 
 
 
 
 
 

 :5تمرين    
)1نعتبر المستويات       )P  ،2( )P  ،3( )P ديكارتية على الترتيب بالمعادلات 

4 10 0x y z       ،2 3 0x y      ،2 2 1 0x y z    

)1أدرس تقاطع  )P  ،2( )P  3و( )P 

1 الحل:   

4

1

1

n

 
 
 
 
 

   ،2

2

1

0

n

 
 
 
 
 

    ،3

2

1

2

n

 
 
 
 
 

)1أشعة ناظمية لـ    )P  ،2( )P  ،3( )P على الترتيب   

  ة خطيا مثنى مثنى و بالتالي فالمستويات متقاطعة مثنى مثنى وفق مستقيمليست مرتبط

)1تقاطع  )P  ،2( )P  ( ليكن ،D  مستقيم تقاطعهما )
4 10 0

2 3 0

x y z

x y

   


  
  

( )D

1( )P
2( )P

2( )P 3( )P

1( )P

2( )P

3( )P

( )D

3( )P

1( )P

2( )P

( )D

I



;( و هو  Dلنحصل على تمثيلا وسيطيا لـ )  z = tنضع  3 2

7 2

x t

t y t

z t




   
   

 

1

2

2

u

 
 
 
  

.D (  )3شعاع توجيه لـ )   0u n   إذن )( D )  3يوازي( )P  .7 )-3 ; -A( 0 ;   ( نقطة منD ) 

 3( )A P  1و بالتالي 2 3( ) ( ) ( )P P P   

 
 
 
 



  

I

J

M

0 1

1

x

y

(z=x+iy)

I

J

M

 ساعات 05الـمـدة:                          ثالثة علوم تجريبيةالمستوى:           11/01/2015التاريخ: 

                                                          الحساب.المجال التعـليــمـــي:       

    الأعداد المركبة.(:  03الـوحدة التعليميـة )     

 الحساب في الأعداد المركبة. الدرس: مــوضـوع    

 السبورة ، الكتاب المدرسي، الوثيقة المرافقة الوسـائل التعليـميـة:             

 الكتاب المدرسي، الوثيقة المرافقة.الــمـراجــــع:     

 
   الكفاءات المستهدفة 

 إجراء العمليات الحسابية على الأعداد المركبة. •

 د مركب.استعمال خواص مرافق عد •

 حساب الطويلة وعمدة لعدد مركب غير معدوم. •
   
I .نشاط تمهيدي 

: عدد حقيقي ، ولتكن المعادلة ( )........  21 x  

 ( 1المعادلة ) حل وناقش ، حسب قيم  .1
نضع  .2  1 

iحيث   iحل هو العدد (1) نفرض أن للمعادلة (أ IRما هو الشرط الذي يحققه العدد ،i ؟ 

3i  ،4i  ،احسب مايلي :   (ب 
2

i  ، 
2

1i  ، 
2012

1i 

 
II .كبةالأعداد المر 

 
zيكتب على الشكل  zكل عدد امركب انسمي عدد:تعريف . 1   x iy   حيثx وy 2ن و عددان حقيقيا 1i 

 ملاحظات و ترميز:  . 2  
 . كبة بِـ : نرمز إلى مجموعة الأعداد المر   
Re، و نرمز  zيسمى الجزء الحقيقي للعدد المركب xالعدد الحقيقي     z    . 

Im، و نرمز zيسمى الجزء التخيلي للعدد المركب yالعدد الحقيقي     z    . 

 حقيقي. zنقول أن العدد 0yإذا كان    

 .تخيلي صرف ) أو تخيلي محض أو تخيلي بحت (  zنقول أن العدد 0xإذا كان    
 معدوما إذا و فقط إذا كان جزؤه الحقيقي معدوما و جزؤه التخيلي معدوما. zيكون العدد المركب    

 . 0yو  0xيعني  0zأي      

zالكتابة      x iy  لشكل الجبري للعدد المركب اتسمىz . 

 تساوي عددين مركبين .. 3  
 نفس الجزء الحقيقي و نفس الجزء التخيلي.    متساويين إذا وفقط إذا كان لهما z'و zيكون عددان مركبان  تعريف:   

zنصع              x i y  و' ' 'z x i y  :'z z ( معناه'x x و'y y  ) 

 .إلتمثيل الهندسي لعدد مركب.4   

;المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس       ,O OI OJ . 

zإلى كل عدد مركب     x i y  (x  ،y  2و 1i ) 

x;إحداثياها Mطة قنرفق الن  y النقطة ، 

  M  المركبتسمى صورة العددz  و الشعاعOM  
 



  

A

B

C

I

J

B'

A'

0 1

1

x

y

A

B

C

I

J

B'

A'

I

J

0 1

1

x

y
(S)

(S)

I

J

 . zصورة للعدد المركبيسمى كذلك 
zهي صورة عدد مركب وحيدMكل نقطة  x i y  نقول ، 

 . OMو الشعاع Mلاحقة النقطة  zأن 
 محور الفواصل يسمى المحور الحقيقي ،لأن الأعداد الحقيقية هي لواحق نقط محور الفواصل.   
 د تخيلي صرف  هو لاحقة نقطة من محور التراتيب .لي لأن كل عديمحور التراتيب يسمى المحور التخ   
  المستوي  يسمى المستوي المركب.    
 

;المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس  :1تمرين      ,O OI OJ . 

2من المستوي التي لواحقها  A،B،Cلتكن النقط       i  ،2 i   ،
3 1

2 2
i . على الترتيب 

;المعلم   في A،B،Cأنشئ النقط  (1 ,O OI OJ . 

 .B'. أنشئ  Oبالنسبة إلى  Bنظيرة  B'قة النقطة عين لاح (2

 .A'. أنشئ  AA'بالنسبة إلى محور الفواصل ، ثم عين لاحقة الشعاع Aنظيرة  A'عين لاحقة النقطة  (3
2صورة العدد A( 1الحل:      i 1;2إذنA.  

       B  2صورة العددi  2;0إذنB. 

       C صورته العدد
3 1

2 2
i  إذن

3 1
;

2 2
C. 

 حظة أنها تنتمي إلى الدائرةيمكن الملا Cلإنشاء النقطة        

و ترتيبها  1و نصف قطرها  Oالتي مركزها    
1

2
. 

       2 )'B  نظيرةB  بالنسبة إلىO  إذن'OB OB . 
'و منه     0; 2B  و لاحقة'B  2هيi . 

       3) 'A  نظيرةA إذن  بالنسبة إلى محور الفواصل'A 
'ن إذنبان متناظرالهما نفس الفاصلة و ترتي Aو    2; 1A 

2هي A'و لاحقة     i. ' 0; 2AA  و منه لاحقة'AA  2هيi 

 

;المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس :2تمرين      ,O OI OJ  .x وy .عددان حقيقيان 

M;مجموعة النقط Sلتكن المجموعة    x y 2من المستوي حيث 1z x y i i. 

 في الحالتين الآتيتين .  Sأنشئ المجموعة م  ثعين    

      1)z                 . 2عدد حقيقي )z صرف .                     عدد تخيلي 
2 الحل:      1z x y i y .  

     1 )z  عدد حقيقي إذا و فقط إذا كانIm z  1أي 0y .       

1في هذه الحالة هي المستقيم ذو المعادلة Sإذن المجموعة   0y. 

  S   . مرسوم باللون الأحمر في هذه الحالة 

      2 )z  إذا و فقط إذا كان عدد تخيلي صرفRe z 

2أي  0x yعة. إذن المجموS في هذه الحالة هي القطع المكافئ 

2yذو المعادلة   x . 

 S   . مرسوم باللون الأخضر في هذه الحالة 



  

I

J M

M'

S

0 1

1

x

y

I

J M

M'

S

III . .العمليات في مجموعة الأعداد المركبة 
 

  ..مجموع وجداء عددين مركبين1
zعدد مركب حيث  zتعريف:    x i y  (x  وy و  )'z عدد مركب حيث' ' 'z x i y 

        ('x  و'y . ) 

'هو العدد المركب  z'و zمجموع العددين         ' 'z z x x i y y  . 

.هو العدد المركب  z'و zجداء العددين         ' ' ' ' 'z z x x y y i x y x y  . 

 .                  تبقى صحيحة في قواعد الحساب المعروفة في  ملاحظة: 
2 أمثلة :   7 4 2 7 1 4 5 3i i i i . 

           23 2 4 7 12 21 8 14 26 13i i i i i i  

  ..التفسير الهندسي لمجموع عددين مركبين2 

;مركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس المستوي ال      ,O OI OJ . 

     z x i y عدد مركب و' ' 'z x i y . عدد مركب  

z'المجموع        z لاحقة  النقطة  هوS : حيث'OS OM OM . 

     OS  هي محصلة الشعاعينOM و'OM                                                       . 
 ملاحظات:  

 ،vع لاحقة الشعا z'و كان uلاحقة الشعاع  zإذا كان 

z'فإن    z لاحقة  هوu v  . 

  . uلاحقة  هو zفإن  احقيقي اعدد و كان  uلاحقة الشعاع  zإذا كان   
 شعاعان متساويان لهما نفس اللاحقة .          
 
 

       
 أكتب على الشكل الجبري الأعداد المركبة الآتية : :3تمرين 

1)
4

1 1z i  ،2)
2

1 3
2 3 3 5 1 4

2 2
z i i i i  ،3)

2

3 7 2 6 4z i i. 

(1الحل: 
4

1 1z i  و منه
2 2

1 1 1 2 2z i i i i  2إذن

1 4 4z i . 

        2)2

1 3
2 3 3 5 1 4

2 2
z i i i i  . 

2و منه    2

2

3 3
6 3 3 10 5 3 4 2

2 4
z i i i i i i   2إذن

5 53
5 3 3 3

2 4
z i . 

        3 )
2

3 7 2 6 4z i i  2و منه

3 7 2 36 48 16 7 2 20 48z i i i i i 

2إذن   

3 140 336 40 96 236 296z i i i i . 

  أكتب على الشكل الجبري الأعداد المركبة الآتية : :4تمرين  

      1)1

5

1 2
z

i
           ،2 )2

7 4

4 7

i
z

i
            ،3)3

3 2

1 6 5

i
z

i i
 . 

1( 1 الحل: 

5

1 2
z

i
 بضرب البسط و المقام في مرافق المقام نحصل على: 

             1

5 1 2

1 2 1 2

i
z

i i
1 أي 

5 1 2
1 2

5

i
z i. 



  

       2 )
2

7 4

4 7

i
z

i
 البسط و المقام في مرافق المقام نحصل على:بضرب  

        
2

2

7 4 4 7 28 16 49 28

4 7 4 7 16 49

i i i i i
z

i i
أي    

2

56 33 56 33

65 65 65

i
z i. 

       3 )3

3 2

1 6 5

i
z

i i
 نقوم أولا بكتابة المقام على الشكل الجبري : 

          
3 2

3 2 3 2

6 6 5 5 1 11

i i
z

i i i i
 بضرب البسط و المقام في مرافق المقام نحصل على:   

         
2

3

3 2 1 11 3 33 2 22

1 11 1 11 1 121

i i i i i
z

i i
 أي 

3

25 31 25 31

122 122 122

i
z i 

 عدد طبيعي غير معدوم . n :5تمرين  
 . 3i  ،4i  ،5i  ،6i  ،7i ،8iى الشكل الجبري كل من : ( أكتب عل1                      
 على الشكل الجبري . niكتابة  n( ناقش تبعا لقيم 2                      

3( 1 الحل: 2i i i i  ،4 2 2 1i i i ،5 4i i i i ،6 1i ،7i i ،8 1i . 
4( نلاحظ أن 2         1i  و منه من أجل كل عدد طبيعي غير معدومk  :4 1ki . 

4كذلك :             1 4k ki i i i . 
                    4 2 4 2 1k ki i i   . 
                    4 3 4 3k ki i i i   . 

4k  ،4    يكتب على أحد الأشكال التالية : nكل عدد طبيعي        1k   ،4 2k  4و 3k .     
                       

 لاحقة شعاع ؛ لاحقة مرجح ..3

;المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس  خاصية:     ,O OI OJ . 

      A  وB ، نقطتان من المستويAz  لاحقةA  وBz  لاحقةB. 

 B Az z  هي لاحقة الشعاعAB . 

,مرجح الجملة  G،  0عددان حقيقيان حيث  و   ; ,A B ،A Bz z
 هي 

 . Gلاحقة النقطة      

ABمباشر لأن  البرهان:   OB OA   وOG OA OB. 

 تستعمل نفس الطريقة في حساب لاحقة مرجح عدة نقط . ملاحظة:  
 مقلوب عدد مركب..4

يرمز له له مقلوب في zكل عدد مركب غير معدوم مبرهنة:   
1

z
 . 

'وحيد حيث  z'غير معدوم يوجد عدد مركب  امركب اعدد zليكن البرهان:   1zz  . 

z بوضع    x iy  نحصل على
2 2 2 2

'
yx

z i
x y x y

 . 

IV .مرافق عدد مركب 
 .تعريف1 

z  عدد مركب حيثz x i y  (x  وy .) 

xالعدد المركب      i y  و الذي نرمز لهz   يسمى مرافق العدد المركبz . 

 .              ، نغير إشارة الجزء التخيلي zللحصول على مرافق عدد مركب  :ملاحظة  

2 أمثلة :   8 2 8i i            ،3 11 3 11i i       ،4 4i i   ،2 2    . 
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J

M

M'

0 1

1

x

y
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J

M

M'

  ..التفسير الهندسي لمرافق عدد مركب2 

;المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس       ,O OI OJ . 

     z  عدد مركب حيثz x i y .  

 M'و z  ،Mصورة M'و zصورة  Mلتكن      
  M'و Mلهما نفس الفاصلة و ترتيبان متناظران إذن       
 متناظرتان بالنسبة إلى حامل محور الفواصل.     
 
 

 خواص مرافق عدد مركب..3
  خواص مباشرة من التعريف:   ا(      

        z z                               . 2Rez z z. 

        2 Imz z i z                 . 
2 2

Re Imz z z z. 

 . z'عدد مركب و مرافقه z  ،'zعدد مركب و مرافقه z المرافق و العمليات :  (ب

        ' 'z z z z                  ' 'z z z z                  . 
n

nz z.n  

       
1 1

z z
.               0z. مع 

' '

z z

z z
'. مع  0z                . 

zعددان مركبان حيث : z'و z البرهان:       x iy و' ' 'z x iy  . 

    ' ' 'z z x x y y i و منه' ' 'z z x x y y i  أي' ' 'z z x i y x i y    

'إذن       'z z z z . 

  ' ' ' ' 'z z xx yy xy x y i وz ' ' 'z x i y x i y  و' ' ' ' 'z z xx yy xy x y i 

'إذن        'z z z z . 

  
n

nz z نستعمل الخاصية' 'z z z z .و الاستدلال بالتراجع 

للبرهان على   
1 1

z z
نحسب

1

z
و نحسب 

1

z
نفس الطريقة بالنسبة لـِ  و نقارن . 

' '

z z

z z
 

 
 في الحالتين الآتيتين : zالمعادلة ذات المجهول  حل في المجموعة :6تمرين      

      1 )2 3 26 0i z . 

      2 )
3

21 14
2

z i i z. 

2 (1 الحل:     3 26 0i z 2أي 3 26i z  و بالتالي
26

2 3
z

i
. 

بضرب البسط و المقام في مرافق المقام نحصل على              
26 2 3

4 6
2 3 2 3

i
z i

i i
 

4مجموعة الحلول  Sلتكن               6S i. 

         2 )
3

21 14
2

z i i z. 2نحصل على 2نضرب الطرفين في 42 28 3z i i z 

              2 3 28 42z i z i 2 أي 3 28 42z i i 

 وبالتالي               
28 42

2 3

i
z

i
 



  

نحصل علىبضرب البسط و المقام في مرافق المقام               
28 42 2 3

2 3 2 3

i i
z

i i
 

             4 6 2 3 8 6 3 12 4 3z i i i   

'مجموعة الحلول  S'لتكن               8 6 3 12 4 3S i. 

 المعرف كما يلي : zللمتغير المركب Pليكن كثير الحدود  :7تمرين    
                          3 2 2P z z z 

z :P(أثبت أنه من أجل كل عدد مركب1      z P z. 

1Pو  1P( أحسب 2      i . 

ـ ا( استنتج جذر3      ِِ Pآخر لِ z. 

3(1الحل:   2 2P z z z. 

         3 2 2P z z z . بتطبيق خاصية المجموع 

         
3 2

2P z z z. بتطبيق خاصية الأس 

Pإذن          z P z. 

        2 )1 0P . 

            
3 2

1 1 1 2P i i i 

            1 2 1 2 2 0P i i i i. 

        3)1 0P i 1و منه 0P i 1تالي  لباو 0P i 1أي 0P i 

1إذن             i ِجذر لـP z. 

 
V . .طويلة و عمدة عدد مركب  
 مركب.طويلة عدد .1
zعدد مركب حيث: z تعريف:  ا(       x i y  (x  وy عددان حقيقيا.) ن 

2حيث zالعدد الحقيقي الموجب  الذي نرمز له zنسمي طويلة العدد المركب         2z x y. 

2 أمثلة : (ب 8 4 64 68i      ،4 3 16 9 5i        ،7 49 7i             

 . zهي القيمة المطلقة للعدد z فإن طويلة احقيقي اعدد zإذا كان ملاحظات:    

                      0z 0يعنيz .                
2 2 2z x y    . 

 
 
 
 
 

             
  .التفسير الهندسي لطويلة عدد مركبج(      

;المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس       ,O OI OJ .  

     z  عدد مركب حيثz x i y إذا كانتM  صورةz  فإنOM z 

  .خواص طويلة عدد مركب د(     
I

J M

0 1

1

x

y

I

J M



  

I

J

M

0 1

1

x

y

arg(z)

I

J

M

 . z'و z ينمركب ينمن أجل كل عددواص: خ      

      z z                             .z z . 

      ' 'z z z z                   .
' '

zz

z z
'. مع 0z                             

      
nnz z                            . ' 'z z z z .) المتباينة الثلاثية (. 

          مباشر. البرهان:  
ا مهلاحقتا نقطتان Bو A  ملاحظة: 

Az وBz  : على الترتيبB AAB z z. 

 عمدة عدد مركب غير معدوم..2
zعدد مركب غير معدوم حيث: zتعريف:    x i y  (x  وy ان حقيقيعددا.) ن 

;المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس  في      ,O OI OJ لتكنM صورةz.    

argو نرمز zنسمي عمدة العدد المركب      z  الموجهة للزاوية بالراديانكل قيس,OI OM  . 

 . اتعمدعدد غير منته من الله  zعدد مركب غير معدوم كل  ملاحظات:   
 .zعمدة لـِ 2kkفإن zعمدة لـِ إذا كان                   

argو نكتب                    2z.                 

                     A وB ا مهنقطتان لاحقتاAz وBz .على الترتيب 

, , ,OA OB OI OB OI OA أي, arg argB AOA OB z z 

                 arg ,B Az z OI AB. 

 
  في كل حالة من الحالات الآتية. zعين طويلة العدد المركب :8تمرين    
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zعدد مركب حيث  z :9تمرين    x i y وM المستوي المركب منسوب إلى معلم صورته قي 



  

;متعامد و متجانس     ,O OI OJ . 

1نضع      2a i z i 

 . 2aمن المستوي حتى يكون  Mمجموعة النقط  Sعين المجموعة   

1يعني 2aالحل:    2 2i z i   نعوضz  بِـx i y : نحصل على 

         1 2 2i x i y i 2 معناه 2 2x i y i x i y i 

2أي            2x y i x y2. لنحسبx y i x y. 

        
2 2

2 2x y i x y x y x y 

2 أي   2 2 22 2 2 4 4 4x y i x y x x y y x y x y x y       

2 أي   22 2 2 4 4 4x y i x y x y x y       

2و بالتالي   22 2 4 4 4 2x y x y 2نربع الطرفين 22 2 4 4 4 4x y x y 

  أي  
2 2

1 1 2x y 

 2rو نصف قطرها 1,1هي الدائرة التي مركزها Sإذن المجموعة   

عمدة العدد المركبالتفسير الهندسي لطويلة و .3
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طويلة التفسير الهندسي ل (أ




C A
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z z

z z
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C A ACC A

B A B A AB

zz zz z AC

z z z z ABz
 

التفسير الهندسي لعمدة   (ب
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 :  ج( نتائج
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C A

B A

z z

z z
,حقيقي معناه النقاط   ,C B A في استقامية       

• 




C A

B A

z z

z z
قائم في ABCثلث تخيلي صرف معناه الم
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• 
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معناه المثلث  

ABC متقايس  الأضلاع 
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معناه المثلث  

ABC  الساقينمتقايس 
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قائم   ABCمعناه المثلث  

 و متساوي الساقين Aفي 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :10تمرين 

المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس      

; ,O OI OJ . 

,نعتبر النقاط  ,M B A  ذات اللواحق, ,
1

2
z i   حيث

z i  :على الترتيب ، نضع





1 2

1

z
Z

iz
 

2ا( بين ان  .1
AM

Z
BM

 

ب( E : مجموعة النقط من المستوي التي تحقق 

2Z 

عين ثم أنشئ المجموعة  • E 

2.  F مجموعة النقط من المستوي بحيث يكون

Z حقيقي 

عين ثم أنشئ المجموعة  • F 

 

المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و  :11تمرين 

;متجانس  ,O OI OJ . 

,نعتبر النقاط  ,C B A  ذات اللواحق 1 3Az i  

، 1 3Bz i  ،  
1
5 3

2
Cz i 

Aا( احسب طويلة الأعداد المركبة  .1 Bz z ،A Cz z 

 ،B Cz z 

 ABCب(استنتج طبيعة المثلث

 على الشكل الاسي حيثZاكتب العدد المركب  .ا( 2
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ب(استنتج قيس الزاوية الوجهة  ;BA BC 

 

 

 



 ساعات 05الـمـدة:                       ثالثة علوم تجريبيةالمستوى:               20/01/2015التاريخ:
                                                          الحساب.المجال التعـليــمـــي:       

    الأعداد المركبة.(:  03الـوحدة التعليميـة )     
 الشكل المثلثي و الاسي لعدد مركب. الدرس: مــوضـوع    
 السبورة ، الكتاب المدرسي، الوثيقة المرافقة الوسـائل التعليـميـة:             
 الكتاب المدرسي، الوثيقة المرافقة.الــمـراجــــع:     

 الكفاءات المستهدفة

 كبرطويلة وعمدة عدد م •

 و العكس.ي ثالانتقال من الشكل الجبري إلى الشكل المثل •

 التعبير عن خواص لأشكال هندسية باستعمال الأعداد المركبة. •

 توظيف  دستور موافر لحل مسائل في الأعداد المركبة وفي الهندسة. •

 توظيف خواص الطويلة والعمدة لحل مسائل في الأعداد المركبة وفي الهندسة. •
I  ..طويلة و عمدة عدد مركب  

 عدد مركب. طويلة.1
zعدد مركب حيث: z تعريف:  ا(       x i y  (x  وy .) عددان حقيقيان 

2حيث zالعدد الحقيقي الموجب  الذي نرمز له zنسمي طويلة العدد المركب         2z x y. 

2 أمثلة : (ب 8 4 64 68i      ،4 3 16 9 5i        ،7 49 7i             

 . zعددهي القيمة المطلقة لل zعددا حقيقيا فإن طويلة  zإذا كان ملاحظات:     

                      0z 0يعنيz .                
2 2 2z x y    . 

  .ج( التفسير الهندسي لطويلة عدد مركب    

;المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس       ,O OI OJ .  

     z  عدد مركب حيثz x i y إذا كانتM  صورةz  فإنOM z 

  .د( خواص طويلة عدد مركب    
 . z'و zمركبين  من أجل كل عددين      

• z z                            

• z z 

• ' 'z z z z              

• 
' '

zz

z z
'. مع 0z                             

• 
nnz z   

• ' 'z z z z .) المتباينة الثلاثية (. 

•  Z     تكافئ Z = Z 

• Z    : تخيلي صرف يكافئZ = -Z  
          مباشر. البرهان:  
 على الترتيب  Czو  Bzو Az و  متمايزة نقطثلاث   Cو B و A  :ه(  نتائج  

•  B Az z AB 

• 


  
 

C A ACC A

B A B A AB

zz zz z AC

z z z z ABz
 

  في كل حالة من الحالات الآتية. zعين طويلة العدد المركب :1تمرين 
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 عمدة عدد مركب غير معدوم..2

;في المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس   ,O OI OJ نقطة. تعلمM  بإحداثيتيها الديكارتية;x y  

r،OM;أو بإحداثيتيها القطبية  r و,OI OM  و لدينا ،cosx r  وsiny r   

إذن:
   

cos
x

r
sinو  

y

r
 

zعدد مركب غير معدوم حيث: zتعريف: ا(    x i y  

 (x  وy ) لتكنعددان حقيقيان ،( ; )M x y صورةz في المعلم; ,O OI OJ   

argو نرمز zالعدد المركب عمدةنسمي      z كل قيس 

OI, بالراديان للزاوية الموجهة     OM  . 

  :ةملاحظ ب(
 له عدد غير منته من العمدات . zعدد مركب غير معدوم كل 

arg. و نكتبzعمدة لـِ 2kkفإن zعمدة لـِ إذا كان  2z.   

،  : عين طويلة وعمدة كل من الأعداد المركبة التالية:2تمرين  1 1z i ،3 2z  = -1 + i 3   ;  z  = 3i 

                                                                                    4 1 3z i  ،

6 5z  = -2 - i2 3    ;   z  = 3              

 على الترتيب لواحقها   Czو  Bzو Azو   متمايزة نقطثلاث   Cو Bو  A  (  نتائج :ج
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arg arg ; ;

; ;

;

  

 



B Az z OI OB OI OA

OA OI OI OB

OA OB

 



•         

   

   

   

 

arg arg arg
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C A
C A B A

B A

z z
z z z z

z z

OI AC OI AB

AB IO OI AC

AB AC

 

II ..الشكل المثلثي لعدد مركب غير معدوم 
zعدد مركب غير معدوم حيث: z تعريف:   x i y. 

cosعلى الشكل  يكتب  zالمركب العدد sinz r i   : حيثr z  وarg z . 

 . zلـِ الشكل المثلثيى هذا الشكل يسم 
 خواص عمدة عدد مركب غير معدوم. .2

 .عددان مركبان غير معدومين z'و z خواص:   

• arg . ' arg arg 'z z z z  

• arg arg arg '
'

z
z z

z
 

• arg argnz n z
 

n 

• Z  : حقيقي موجب يكافئarg(Z) = 0 + 2k   ;  k     

• Z  : حقيقي سالب يكافئarg(Z) =  + 2k   ;  k      

• Im(Z) > 0  وRe(Z) = 0  : يكافئarg(Z) =  + 2k   ;  k  
2


   

• Im(Z) < 0  وRe(Z) = 0   : يكافئarg(Z) = -  + 2k   ;  k  
2


  

• Z = Z   : يكافئZ Z   وarg( ) = arg( )+ 2k   ;  k  z z   

cosنضع  :ي()استعمال الشكل المثلثالبرهان   sinz r i   و' ' cos ' sin 'z r i . 

   . ' ' cos cos ' sin sin ' sin cos ' sin ' cosz z r r i 

.بتطبيق دساتير الجمع :  نحصل على                 ' ' cos ' sin 'z z r r i  

argإذن                 . ' arg arg 'z z z z. 

 
2 2

cos cos ' sin sin ' sin cos ' sin ' cos

' ' cos sin

iz r

z r
 

cosبتطبيق دساتير الجمع :  نحصل على   ' sin '
' '

z r
i

z r
  

argإذن     arg arg '
'

z
z z

z
. 

argللبرهان على الخاصية   argnz n z نستعمل الخاصيةarg . ' arg arg 'z z z z   و الاستدلال

 بالتراجع.
  :3تمرين  

العددان المركبان ليكن  ا(           1z i   و  2 6z i 

               z و  zأكتب على الشكل المثلثي كل من  •

1ب( ليكن العددان المركبان             1 1 3Z i i   2و

1

1 3

i
Z

i
  



أكتب  •
1Z  2وZ                .على الشكل الجبري 

أكتب  •
1Z  2وZ.على الشكل المثلثي 

1z( ا الحل:    i  .2 21 1 1 2z i  عمدة لـِ  .  ليكنz . 

   
1 2

cos
22

و 
1 2

sin
22

و منه  
4

2أي zعمدة لـِ  cos sin
4 4

z. 

          2)2 6z i .
2 2

2 6 2 6 8 2 2z i   عمدة لـِ  ليكنz . 

            
2 1

cos
22 2

و  
6 3

sin
22 2

 

منه و          
3

3أي zعمدة لـِ  2 cos sin
3 3

z. 

 

( ب   
1 1 1 3 1 3 1 3Z i i i  . 

 2

1 1 3 1 3 1 31

41 3 1 3 1 3

i i ii
Z

i i i
.2

1 3 1 3

4 4
Z i. 

          2 )1 2 cos sin
4 4

i i  ،
4 4

1 3 2 cos sin
3 3

i i. 

              1

4 4 19 19
2 2 cos sin 2 2 cos sin

4 3 4 3 12 12
Z. 

                  2

2 4 4 2 13 13
cos sin cos sin

2 4 3 4 3 2 12 12
Z. 

III ..الشكل الأسي لعدد مركب غير معدوم 
 .1الشكل الأسي لعدد مركب طويلته .1

;المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس    ,O OI OJ.0z  0و 1عدد مركب طويلتهM صورته، 

 لتكن
0z.0عمدة لـِ     cos sinz i لتكن ،f  طويلتهترفق العدد المركب الذي  كل عدد حقيقيبالدالة التي 

cosعمدة له .أي  و  1    sinf i . 

f'و  f'عددان حقيقيان لنحسب 'و     f . 

   ' cos ' sin 'f  

'أي     cos cos ' sin sin ' sin cos ' sin ' cosf i 

   ' cos sin cos ' sin 'f f i i . 

'أي   cos cos ' sin sin ' sin cos ' sin ' cosf f i 

'نستنتج أنو    'f f f 

 .0zتم التفكير في الترميز الأسي للعدد هما إلى جداء صورتيعددين بما أن الدالة الأسية تحول مجموع    

0نضع     .iz e .   

cos. حيث ieعمدة له يكتب  و  1العدد المركب الذي طويلته  تعريف:  sinie i. 

 ر.هذا الترميز يسمى ترميز أول      
 الشكل الأسي لعدد مركب غير معدوم..2
izعمدة له يكتب  و rغير المعدوم الذي طويلته  zالعدد المركب تعريف:   re  .الشكل  هذه الكتابة تسمى

 .zالأسي للعدد المركب 
 قواعد الحساب على الشكل الأسي. .3



 عددان حقيقيان. 'و     

      ' 'i i ie e e                             .'

'

i
i

i

e
e

e
 . 

      i ie e                   .                   

 أمثلة :
1 1z i   4يكتب

1 2
i

z e                         ،1 1 3z i   يكتب
4

3
1 2

i

z e   

      
1 1z i   4يكتب 4

1 2 2
i i

z e e           ،
1 3z i   يكتب

5

6
1 2

i

z e                  

 دستور موافر .4
 غير معدوم لدينا: nعمدة له .من أجل كل عدد طبيعي  و 1ته عدد مركب طويل z خاصية:

                
n

i ine e. 

izيمكن تعميم الخاصية السابقة على الأعداد المركبة من الشكل  ملاحظة : re  : أي 
n

i n inre r e  

 ( أكتب الأعداد المركبة الآتية على الشكل الجبري :1 :4تمرين 

          3
0 2

i

z e                  4
1 8

i

z e               2
2 5

i

z e         
2

3
3 6

i

z e               

                
 ( أكتب الأعداد المركبة الآتية على الشكل الأسي :2           

          0 7z i                  1 3 3z i            
8

2 1z i       
6

3 3z i 

3( 1 الحل:   
0 2 2 cos sin

3 3

i

z e i . 

أي               
0

1 3
2 1 3

2 2
z i i . 

              4
1 8 8 cos sin

4 4

i

z e i . 

1أي                

2 2
8 4 2 4 2

2 2
z i i. 

              2
2 5 5 cos sin

2 2

i

z e i . 

2أي                5 0 1 5z i i. 

              
2

3
3

2 2
6 6 cos sin

3 3

i

z e i . 

3أي                

1 3
6 3 3 3

2 2
z i i 

         2   )2
0 7 7

i

z i e  

              1

5 5
3 3 3 2 cos sin

4 4
z i i . 

أي               
5

4
1 3 2

i

z e . 

              

8

8

2 1 2 cos sin
4 4

z i i . 

أي                

88

24
2 2 cos sin 2 16

4 4

i
iz i e e . 



              

6
6

3 3 2 cos sin
6 6

z i i . 

أي  
6

6

3

6 6
2 cos sin 64 cos sin 64 cos sin

6 6 6 6
z i i i . 

إذن                
3 64 iz e  . 

IV . المركبة والهندسة(. الأعدادتطبيقات )توظيف خواص الطويلة والعمدة في حل مسائل في 

;في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  :1تمرين    ,O OI OJ  لتكن النقط ،A ، 

   B وC  3التي لواحقهاAz i ،3 2 3Bz i ،3 2 3Cz i . 

B. احسب  طويلة و عمدة العدد المركب1 A

C A

z z

z z
         . 

 .ABCعة المثلث. استنتج طبي2

B( 1 الحل:    AB A

C A C A

z zz z AB

z z z z AC
 . arg arg argB A

B A C A

C A

z z
z z z z

z z
 

  arg , , ,B A

C A

z z
OI AB OI AC AC AB

z z
 . 

  2 )
3 3 3

1
3 3 3

B A

C A

z z i AB

z z ACi
ABو منه   AC.

3 3 3
arg ,

3 3 3

i
AC AB

i
  

,و منه  
3

AC AB  إذن المثلثABC . متقايس الأضلاع 

 :2تمرين  

;المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس  ,O OI OJ . 

,نعتبر النقاط  ,M B A  ذات اللواحق 1 2Az i، Bz i  حيثz i :على الترتيب ، نضع





1 2

1

z
Z

iz
   

2ا( بين ان  .1
AM

Z
BM

 

ب( E : مجموعة النقط من المستوي التي تحقق2Z  

عين ثم أنشئ المجموعة  • E 

2.  F مجموعة النقط من المستوي بحيث يكونZ حقيقي 

عين ثم أنشئ المجموعة  • F 

;المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس  :3تمرين  ,O OI OJ . 

,نعتبر النقاط  ,C B A  ذات اللواحق 1 3Az i  ، 1 3Bz i  ،  
1
5 3

2
Cz i 

Aا( احسب طويلة الأعداد المركبة  .1 Bz z ،A Cz z  ،B Cz z 

 ABCب(استنتج طبيعة المثلث

: على الشكل الاسي حيثZاكتب العدد المركب  .ا( 2





C B

A B

z z
Z

z z
   

ب(استنتج قيس الزاوية الوجهة  ;BA BC 

4ليكن العدد المركب     4تمرين  4 3z i . 

 داد المركبة التالية:كل من الاع، ثم على الشكل الاسي أكتب على الشكل المثلثي .1



z،z2 ،z1436 ،z2015. 

 . استنتج الشكل الجبري لكل من الأعداد المركبة السابقة .2      

 : nzالعدد المركب ونحتى يك nعين قيم العدد الطبيعي .3
 ا( حقيقي سالب

 ب( تخيلي صرف

zنعتبر العدد المركب : 5تمرين  i
 

 
2 3 2 3

2 2
 

 z2ثم عين طويلة وعمدة للعدد المركب  z2احسب .1
 zعين طويلة وعمدة للعدد المركب  .2

cosاستنتج ان : .3
 


5 2 3

12 2
sinو 

 


5 2 3

12 2
  

;:  في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 7تمرين  ,O OI OJ  لتكن النقط ،A ، 

   B  :و التي لواحقها على الترتيبAz i 1  ،
Bz i 1 3  

  Az  ،Bzالعددين المركبين لاسي المثلثي، ثم ا اكتب على الشكل .1

Aالعدد المركب ، ثم الاسي الجبري  ا(اكتب على الشكل .2

B

z

z
  

cosالمضبوطة لكل من   استنتج القيمة (ب
7

12
sinو  

7

12
  

بحيث يكون العدد المركب nعدد طبيعي،عين قيم  nا(  .3

n

A

B

z

z

 
 
 

 حقيقيا 

Aعين قيمة العدد  (ب

B

z

z

 
 
 

456

 

;في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس   :6رين تم ,O OI OJ  لتكن النقط ،A ، 

   B وM  :التي لواحقها على الترتيبAz i  
1 3

2 2
 ، Bz i  

1 3

2 2
 ، z . 

Aالعدد المركب اكتب على الشكل الاسي  .1

B

z

z
 OAB، ثم استنتج نوع المثلث 

2. n  3عدد طبيعي ليس من مضاعفات العدد 

n  لدينا : nبين انه من اجل كل  • n

A Bz z i  

3.  E  :مجموعة النقط من المستوي حيث 
i

z i ke


   
4

3
1 3

2 2
  

عين المجموعة • E  لما يمسحk مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة 

4.  F نقط من المستوي حيث: مجموعة ال iz i e    2 2  

عين المجموعة • F  لما يمسح  مجموعة الأعداد الحقيقية 

 



 ساعات 03الـمـدة:              ثالثة علوم تجريبيةالمستوى:               26/01/2015التاريخ:
                                                          الحساب.المجال التعـليــمـــي:       

    الأعداد المركبة.(:  03الـوحدة التعليميـة )     
 . لمعادلات من الدرجة الثانية في ا مــوضـوع الدرس:    
 السبورة ، الكتاب المدرسي، الوثيقة المرافقة الوسـائل التعليـميـة:             
 الكتاب المدرسي، الوثيقة المرافقة.الــمـراجــــع:     

 
 الكفاءات المستهدفة  

 ايجاد الجذران التربيعيان لعدد مركب 
   لمجموعة ا حل معادلات من الدرجة الثانية في 
    المجموعة  حل معادلات يؤول حلها الى حل معادلات من الدرجة الثانية في 

 الجذران التربيعيان لعدد مركب..1
 . الجذرين التربيعيين للعدد  في المجموعة  2zعدد مركب .يسمى حلا المعادلة   تعريف:

     
  أمثلة :

 . 3iو 3iهما   9الجذران التربيعيان للعدد  
 كل عدد مركب له جذران تربيعيان متناظران . :ملاحظة

8عين الجذرين التربيعيين للعدد  :1تمرين   6z i : 
xليكن   الحل:   iy ِجذرا تربيعيا لـz  2. أيz. 

           2 2 2 2x y x yi. 

            
22 2 2x y     ،

2 28 6 8 6 10z i 

            2z   يعني

2 2

2 2

10

8

2 6

x y

x y

x y

 

أي             

2

2 2

2 2

10

3

x

y x

x y

معناه   

2

2

1

9

3

x

y

x y

  

0x( لأن 3yو 1x( أو) 3yو 1xأي )             y 

1إذن                   3i  1أو 3i . 
 المعادلات من الدرجة الثانية . .2

z  :1....2لتكن المعادلة ذات المجهول المركب  0a z b z c  حيثa ،b  وc  حقيقيةأعداد 

 . 0aو
2 2

2 2

2

4

2 4

b c b b ac
a z b z c a z z a z

a a a a
2بوضع  4b ac نحصل على 

2

2

22 4

b
a z b z c a z

a a
إلى حل المعادلة لويئ 1. حل المعادلة  

2

22 4

b
z

a a
 . 

  
z:2لتكن المعادلة ذات المجهول المركب مبرهنة: 0a z b z c  حيثa ،b وc  قيقيةحأعداد 

 .0aو
2 4b ac . مميزها 



 امضاعف ، المعادلة تقبل حلا 0إذا كان   
2

b
z

a
 . 

  ، المعادلة تقبل حلين متمايزين : 0إذا كان   

     '
2

b
z

a
''و     

2

b
z

a
 

 .جذر تربيعي لـِ  حيث  
 : zحلي المعادلة فإن من أجل كل عدد مركب  z"و z'إذا كان ملاحظة:

              2 ' "a z b z c a z z z z 

  :2تمرين 
 z( ذات المجهول المركب1، المعادلة) حل في  .1
 2 1 0z z( ..............1) 
نرمز الى .2

1z الحل الذي جزؤه التخيلي موجب
2z ( 1)لمعادلة ل الحل الآخر 

 لـالشكل المثلثي، ثم الشكل الاسي اكتب  (أ
1z و

2z 

ين العدد ب  (ب
2

2010 2010

1 z z  .حقيقي 

 :3تمرين 

2المعادلة:  ، حل في   .1 1 0  z z 

 استنتج حلول المعادلة ذات المجهول: .2

2
1 1

1 0
2 2

   
       

   
z z  

 : 4تمرين 

 (....1) : المعادلة ، حل في  .1 2 2 sin 1 0z z    حيث ، . عدد حقيقي 

 (1حلي المعادلة )لـ  الاسياكتب الشكل المثلثي، ثم الشكل  .2
  :5تمرين 

 المعرف كمايلي:. z كثير حدود للمتغير المركب Pليكن  

    3 2( ) 2 16  P z z z  

 . P جذر لـهو  2برر أن العدد  . 1

 ، zمركب  حتى يكون من أجل كل عدد bو aجد العددين الحقيقيين  .2

 2 2( ) ( 2)( )   P z z z az b .  

)المعادلة  ، حل في . 3 ) 0P z . 

  :6تمرين 
 .المعرف كمايلي: zكثير حدود للمتغير المركب  Qليكن  

    3 2( ) 2 3 2 1   Q z z z z  

  تستنتج؟ماذا  Q(1)احسب .  1

)الذي يحقق:  zللمتغير المركب  Pكثير حدودجد او. 2 ) ( 1) ( ) Q z x P z 

)المعادلة  ، . حل في 3 ) 0P z . 

 

  



 ساعات 05الـمـدة:                       ثالثة علوم تجريبيةالمستوى:           27/01/2015التاريخ:

                                                          الحساب.المجال التعـليــمـــي:       

    الأعداد المركبة.(:  03الـوحدة التعليميـة )     

 الأعداد المركبة والتحويلات النقطية. رس:مــوضـوع الد    

 السبورة ، الكتاب المدرسي، الوثيقة المرافقة الوسـائل التعليـميـة:             

 الكتاب المدرسي، الوثيقة المرافقة.الــمـراجــــع:     

 
 الكفاءات المستهدفة   

 الدوران (. تعيين الكتابة المركبة  للتحويلات المألوفة )الانسحاب، التحاكي، •

 التعرف عن تحويل انطلاقا من كتابته المركبة. •

 حل مسائل هندسية تتطلب استعمال انسحابات، تحاكيات أو دورانات بواسطة الأعداد المركبة. •

 توظيف الأعداد المركبة لبرهان خواص الانسحاب، الدوران والتحاكي. •
 

I   .طية المألوفةحول التحويلات النق تذكير 
 

 الانسحاب .   .1

من  M'من المستوي النقطة  Mهو التحويل النقطي الذي يرفق بكل نقطة uالانسحاب الذي شعاعه تعريف:   

MM'حيث :     المستوي               u   
 خواص: (أ
 الانسحاب الذي شعاعه غير معدوم لا يقبل أية نقطة صامدة و الانسحاب     

 الثابت. التحويل هو  0الذي شعاعه  

A,الخاصة المميزة: صورة ثنائية     B  هي ثنائية', 'A B  تحقق' 'AB A B . 

 الانسحاب تقايس.   

المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس   :1تمرين  (ب ; ;O i j. 

الذي إلى كل نقطة  fليكن التحويل النقطي ,M x y يرفق النقطة ' ', 'M x y  حيث
' 1

' 2

x x

y y

 


 
  

 انسحاب . fأثبت أن التحويل
لتكن   الحل:    ,M x y و ' ', 'M x y وي .نقطتان من المست 

' 1

' 2

x x

y y

 


 
معناه  

' 1

' 2

x x

y y

  


 
ولدينا  ' ' , 'MM x x y y  إذن'MM u  مع 1,2u  . 

 . uهو انسحاب شعاعه  fإذن التحويل
 

 التحاكي.  .2
هو التحويل  kو نسبته  التحاكي الذي مركزه . عدد حقيقي غير معدوم kنقطة ثابتة و  تعريف: (أ

'من المستوي حيث :  M'من المستوي النقطة  Mيرفق بكل نقطة   النقطي الذي .M k M   
* 1k 

 خواص:  (ب

 ة.يعلى استقام  M'و  M،  و النقط  تختلف عن  M'فإن  عن  Mإذا اختلفت  •

 .نسبته له نقطة صامدة وحيدة هي المركز  kو التحاكي الذي مركزه  •

A,الخاصة المميزة: صورة ثنائية  • B و نسبته  بالتحاكي الذي مركزهk  هي الثنائية', 'A B 

'التي تحقق:  'A B k AB 

'فإن  1kإذا كان التحاكي ليس تقايسا ) • 'A B AB ) 

 

B

B 

A

A

 
A 

B 

B

u
uu

 

B 

 

A 

B 



المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  :2تمرين  ; ;O i j. 

الذي إلى كل نقطة gليكن التحويل النقطي ,M x y يرفق النقطة ' ', 'M x y  حيث

1
' 4

2

1
' 1

2

x x

y y


  


   


. 

 تحاك يطلب عناصره المميّزة . gأثبت أن التحويل

النقطة نعتبر الحل:       ,x y  حيث هي صامدة بالتحويلg : ومنه 

1
4

2

1
1

2

x x

y y


  


   


معناه  

3
4

2

3
1

2

x

y


 


  


أي  

8

3

2

3

x

y


 


 


إذن  
8 2

,
3 3


 
 
 

 

لتكن  ,M x y و ' ', 'M x y  . نقطتين من المستوي 

 

1
' 4

2

1
' 1

2

x x

y y


  


   


معناه  

8 1 4
'

3 2 3

2 1 1
'

3 2 3

x x

y y


   


    


ومعناه  

8 1 8
'

3 2 3

2 1 2
'

3 2 3

x x

y y

  
    

  


        

 

إذن 
1

'
2

M M    وبالتاليg  تحاك مركزه  ونسبته
1

2
  . 

 
 

 الدوران  .3
 عدد حقيقي نقطة من المستوي الموجه و  تعريف:  (أ

 Mبنفسها و يرفق بكل نقطة  هو التحويل النقطي الذي يرفق النقطة  و زاويته  الدوران الذي مركزه 

M'حيث:  M'النقطة  عن  تختلف  M  و, 'M M 

 خواص: (ب

 و زاويته غير معدومة له نقطة  ان الذي مركزه الدور •
 .صامدة وحيدة هي المركز 

A,الخاصة المميزة: صورة كل ثنائية  • B  بالدوران 

,'هي ثنائية  و زاويته  مركزه  الذي 'A B تحقق 

'ما يلي:   'A B AB  و, ' 'AB A B تبين 

 .هذه النتيجة أن الدوران تقايس 
 
 
 
 
 
 
 

انس المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتج :3تمرين  ; ;O i j. 

الذي إلى كل نقطة gليكن التحويل النقطي ,M x y يرفق النقطة ' ', 'M x y  حيث
'

'

x y

y x

 



. 

OM'. أثبت أن 1 OM. 

2 3 4

2

3

4

5

0 1

1

x

y

A B

G A'

B'

 

 



OM'. بيّن 2 OM . 
 ؟ g. ما هي طبيعة التحويل 3

  الحل:    
 1  .2 2OM x y   ،2 2 2 2' ' 'OM x y y x OM     

2  . ,OM x y  ، ' ', 'OM x y  ولدينا. ' ' ' 0OM OM xx yy xy yx       إذن'OM OM 

3 .g  هو دوران مركزهO  وزاويته
2


 .          

II . التحويلات النقطية.الأعداد المركبة و 
z'دراسة التحويل النقطي:  .1 a z b  

;في كل ما يأتي المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ,O OI OJ 

   f  تحويل نقطي من المستوي المركب الذي يرفق بكل نقطةM  لاحقتهاz   النقطة'M ذات اللاحقة'z 

z' :حيث  a z b  معa أوa 1وa ونكتب.'f M M يعني'z a z b. 

 .1aالحالة الأولى . (أ

   'f M M يعني'z z b و بالتالي .'z z b  و بما أن'z z  هي لاحقة الشعاع'MM  فإن 

    'MM U   حيثU  صورة العدد المركبb  و بالتالي التحويلf هو الانسحاب الذي شعاعهU  ذو

 .bةحقلالا

حيث  z'ذات اللاحقة  M'النقطة  zلاحقتها  Mالتحويل النقطي الذي يرفق بكل نقطة:1خاصية •
'z z b  

     (b هو انسحاب شعاعه ) عدد مركبU  صورةb. 

a:  uونسبته  Uالعبارة المركبة للانسحاب  الذي شعاعه •
z z z        

;المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس :1تمرين  • ,O OI OJ. 

                    u
t 1;2الانسحاب الذي شعاعهu  

uعين العبارة المركبة للانسحاب  (1
t . 

2)  A  3النقطة التي لاحقتها i حقة النقطة   ، عين لا'A  صورةA بالانسحاب
u

t. 

صورتها بالانسحاب z'لاحقتهاM'و zنقطة من المستوي لاحقتها  Mلتكن  (1الحل:    
u

t . 

            'ut M M  يعني' 2z z i . 

          2 )'ut A A يعني' 2A Az z i و منه' 3 2 1Az i i . 

 .1aالحالة الثانية . (ب

   'f M M  يعني'z a z b نقطة صامدة بالتحويل لاحقتها . لتكنf  و منهf. 

     f يعنيa b 1 أي a b 1بما أنa فإن
1

b

a
 . ةوحيد و  

z'طرفا بمن طرف بطرح المساوتين      a z b وa b نحصل على'z a z. 

z'من     a z  وa عدد حقيقي، نستنتج أن'M a M. 

 . aو نسبته هو التحاكي الذي مركزه fو بالتالي    

 

حيث  z'ذات اللاحقة  M'النقطة  zلاحقتها  Mالتحويل النقطي الذي يرفق بكل نقطة:2خاصية •
'z a z b   معa و 1ي غير معدوم و يختلف عن عدد حقيقb  عدد مركب ، هو التحاكي الذي مركزه

ةلاحقذات ال النقطة
1

b

a
 .a ونسبته  

a:  zونسبته  الذي مركزه  hالعبارة المركبة للتحاكي • z a z z
 

      



;المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس  :2تمرين  • ,O OI OJ. 

h  التحاكي الذي مركزهA 1اللاحقة  ذات 2i  3و نسبته. 
 . hعين العبارة المركبة للتحاكي (1
2) B 3النقطة التي لاحقتها 2i   عين لاحقة النقطة ،'B  صورةB بالتحاكيh          . 

 .          hصورتها بالتحاكي z'لاحقتهاM'و zنقطة من المستوي لاحقتها  Mلتكن  (1 الحل:   
 'h M M  يعنيييييي' 3z z b  بميييييا أن النقطييييية .A ن هيييييي مركيييييز التحييييياكي فيييييإh A A  و منيييييه

3A Az z b . 

1أي                2 3 1 2i i b 2و منه 4b i  إذن .' 3 2 4z z i. 

          2 )'h B B يعني' 3 2 4B Bz z i و منه' 3 3 2 2 4 7 10Bz i i i . 

 .1aو aالحالة الثالثة .ج(      

   'f M M  يعني'z a z b نقطة صامدة بالتحويل ةحقلالذات ا . لتكنf أي f 

aيعني      b 1 أي a b 1بما أنوa فإن
1

b

a
 . ةوحيد  بالتاليو 

z'طرفا من طرف بطرح المساوتين       a z b وa b صل علىنح'z a z ، 

 أي    
'z

a
z

. نستنتج أن 
'

1
z

a
z

و    
'

arg arg
z

a
z

 . 

M' أي     M و, ' argM M a 

argو زاويته  هو الدوران  الذي مركزه fو بالتالي     a . 

حيث  z'ذات اللاحقة  M'النقطة  zلاحقتها  Mالتحويل النقطي الذي يرفق بكل نقطة:3خاصية •
'z a z b   معa  و 1عدد مركب غير حقيقي طويلتهb  عدد مركب ، هو الدوران الذي مركزه

 ةحقلالذات ا لنقطةا
1

b

a
arg، وزاويته  a . 

 ،، وزاويته الذي مركزه  rالعبارة المركبة للدوران • a  :  
iz z e z z

 
      

;المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس  :3تمرين  ,O OI OJ. 

   r  الدوران  الذي مركزهA ةحقلالا اتذ 
1 3

2 2
i  حيث و زاويته

3
 أحد أقياسها .

 . rعين العبارة المركبة للدوران  (1

2) B 1النقطة التي لاحقتها 3i   عين لاحقة النقطة ،'B  صورةB  بالدورانr. 

 .rصورتها بالدوران  z'لاحقتهاM'و zنقطة من المستوي لاحقتها  Mلتكن  (1 الحل:   

            'r M M  يعني'z a z b  1حيثa  وarg 2
3

a k.k 

3و منه               
1 3

cos sin
3 3 2 2

i

a i i e 

hهي مركز التحاكي فإن  Aبما أن النقطة                A A  3و منه
i

A Az e z b  

نعلم أن              
4

3
1 3

2 2

i

i e  و منه
4 4 5

3 3 3 3
1 3

2 2

i i i i

e e e b e b i b 

إذن              
1 3 1 3

1
2 2 2 2

b i i أي 
1 3

' 1
2 2

z i z. 

3) 'r B B يعني'

1 3
1

2 2
B Bz i z أي ' 1Bz. 



III .تطبيقات 
     1تمرين 
t  تحويل نقطي في المستوي يحول M z  إلى ' 'M z  حيث'z z   . 

 مع ذكر عناصره المميّزة . tترحة أدناه ، عيّن طبيعة التحويلفي كل من الحالات المق

1أ (   3و i    . 

iب(   1و i  . 

ج( 
2 2

2

i



 0و  . 

د( 
5

2
  و

2

5

i
  . 

 2تمرين 

لمنسوب إلى معلم متعامد ومتجانسفي المستوي المركب ا   ; ;O U V  

Izذات اللاحقة  Iنعتبر النقطة i 

ذات اللاحقة  Aا( بين أن النقطة .1 Az i3 تنتمي إلى الدائرة 2 C ذات المركزI  وطول نصف

rالقطر 2  

ب( أنشئ الدائرة C  واستنتج إنشاء النقطةA   

ذات اللاحقة  Bلتكن النقطة  .2    Bz i1 3 1 

أ( اكتب




B I

A I

z z

z z
  على الشكل الأسي   

 .يطلب تعيين عناصره المميزة Rبدوران Aصورة Bب( استنتج أن  

  Bأنشئ النقطة  ج(

 وزاويته  Iالذي مركزه Rبالدوران Aصورة C. لتكن النقطة3

 Czاحسب اللاحقة  (أ

 ؟ABCما هي طبيعة المثلث (ب
 3تمرين 

ي المركب المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس في المستو ; ;O U V 

لواحقها على الترتيب :   A ،B،Cنعتبر النقط  1Az i، 1Bz i،  3Cz i 

 A ،B ،C علمّ النقط  أ( .1

، بين أن: Bبالنسبة للنقطة Cنظيرة النقطة Dالنقطة  ب(   2 3 2Dz i 

و زاويته Oالذي مركزه Rنعتبر الدوران  .2


2
     i2لاحقة شعاعه  Tوالانسحاب  

 R،Tاكتب العبارة المركبة لكل من (أ
 .الترتيبعلى  Rبالدوران  Dو Cصورتي Gو Eلاحقتي النقطتين  Gzو Ezعين  (ب

عين  (ج
Hz و

Fz لاحقتي النقطتينH  وF  صورتيC وD لانسحابباT على الترتيب. 

 



منتصف  Aأن بين ا( .3 HFهي منتصف EG 

بين أن  :    ب(





G A

F A

z z
i

z z
 

  . EFGHاستنتج طبيعة الرباعي (ج

 



 ساعات 05الـمـدة:                       ثالثة علوم تجريبيةالمستوى:           08/02/2015التاريخ:

 الحساب.المجال التعـليــمـــي:  

 الأعداد المركبة.(:  03الـوحدة التعليميـة )

 .التشابه المباشرمــوضـوع الدرس: 

 يقة المرافقةالسبورة ، الكتاب المدرسي، الوثالوسـائل التعليـميـة:  

 الكتاب المدرسي، الوثيقة المرافقة.الــمـراجــــع: 

 
 الكفاءات المستهدفة

 

 ف على تشابه مباشر.التعر   •

 التعبير عن تشابه مباشر بالأعداد المركبة. •

 تركيب تشابهين مباشرين. •

 تعيين التحليل القانوني لتشابه مباشر بواسطة الأعداد المركبة. •

 لتشابه مباشر بواسطة الأعداد المركبة.توظيف التحليل القانوني  •

 توظيف خواص التشابهات المباشرة لحل مسائل هندسية. •
 

I المباشر.   . التشابه 

في كل ما يأتي،المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس    . 

 تعريف .. 1    
الزوايا أقياس يحافظ على نسب المسافات و على   Sتشابه مباشر معناه  أن Sنقطيالقول أن التحويل ال    

,الموجهة أي من أجل كل نقط  , ,M N P Q   من المستوي وM N صورها ،', ', ', 'M N P Q تشابه ب

الترتيب فإن:      على Sمباشر
' '

' '

P Q PQ

M N MN
'و   '; ' ' ;M N P Q MN PQ . 

 نسبة تشابه مباشر .. 2   
 .   kدد حقيقي موجب تماما يضرب المسافات في ع Sفإن  امباشر اتشابه Sإذا كان  خاصية:ا(  

 . Sيسمى نسبة التشابه  kالعدد             
,، من أجل كل نقط امباشر اتشابه Sليكن البرهان:   , ,M N P Q و من المستويM N صورها ،

', ', ', 'M N P Q الترتيب لدينا  على
' '

' '

P Q PQ

M N MN
و منه 

' ' ' 'P Q M N

PQ MN
و بالتالي النسبة  

' 'M N

MN
'عدد حقيقي موجب تماما . و منه  kحيث k اثابت اتساوي عدد  'M N k MN . 

انسحاب أو  Sأيأو إزاحة  أنه تقايس موجب Sنقول عن التشابه المباشر 1kإذا كان  حالة خاصة: ب( 
 دوران .   

 تشابه مباشر . زاوية. 2   

'يحافظ على الزوايا الموجهة   Sتشابه مباشر من المستوي . S تعريف:  '; ' ' ;M N P Q MN PQ  .

; و منه الزاوية ' 'M N M N  زاوية ثابتة مستقلة عن اختيار النقطتينM هذه الزاوية   و

; ' 'M N M N   تسمى زاوية التشابه المباشرS . 

 التعبير عن تشابه مباشر بالأعداد المركبة . .3   
z'ل كل تشابه مباشر من المستوي المركب له كتابة مركبة من الشك خاصية: ا(    az b  

 .0aعددان مركبان و  bو  aحيث              



A B

CD

D'

B'

C'

(V)

A B

CD

D'

B'

C'

 
 zنقطة لاحقتها  Mو  نقطة لاحقتها  I، هي نقطة لاحقتها O البرهان:   

           ' ' , ' ' , ' 'O p L q M z  صور, ,O I M  على الترتيب بالتشابه المباشرS 

من             
' '

' '

O M OM

O I OI
'و   ', ' ' ,O I O M OI OM  مع(0M) 

و منه نستنتج            
' ' 0

' ' 1 0

z p z

q p
و  

' ' 0
arg arg

' ' 1 0

z p z

q p
و بالتالي  

' ' ' 'z q p z p 

'بوضع             'a q p (O I  و بالتالي' 'p q  0وa و )'b p  يمكن التأكيد أن الصيغة

z'هي   Sلـِ           المركبة                      az b . 0معa                                        
                

 مربع مباشر من المستوي . ABCD:1تمرين 

           S و زاويته 2التشابه المباشر الذي نسبته
2

3
S.  نفرض  A B. 

 Sالترتيب بالتشابه المباشر على  B  ،C  ،Dصور B  ،'C  ،'D'أنشئ النقط     
    

 يمكن: Sلإنشاء صور نقط بتشابه مباشر  طريقة:
 استعمال المحافظة على الزوايا .      
 . أيSلـِ  و الزاوية  kاستعمال النسبة       

        
' '

; ' '

M N k MN

MN M N
                                                         

                            معرفة كما يلي :                  B'النقطة  الحل: 
3

 

' 2

2
, ' 2

3

BB AB

AB BB t
 عدد صحيح tحيث  

  Bالتي مركزها Vتنتمي إلى الدائرة B'النقطة  أي  

وكذلك  2ABف قطرها و نص  
2

; '
3

AB BB 

; أي   '
3

BA BB النقطة  يعني'B  تنتمي إلى نصف المستقيمBl   ن الزاويةالذي يكو
3

مع     

التشابه المباشر يحافظ على نسب المسافات و الزوايا الموجهة فإن مربع و ABCDبما أن  .BAالمستقيم 

' ' 'BB C D هذا يجعلنا ننشئ مربع و'C و'D 

;لمركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانسالمستوي ا :2تمرين  ,O OI OJ  . 

 حيث:  z'لاحقتها M'يرفق النقطة  zلاحقتها Mكل نقطةبالتشابه المباشر الذي Sليكن   
                                  ' 1 2z i z i . 

,1صورة النقطة  A'( عين 1       1A  . 

 . 0,1Bصورة النقطة  B'( عين 2      

 .   Sنسبة التحويل k( عين 3      
                 

S'(1 الحل:  A A و منه' 1 1 2 2 2Az i i i i أي' 2, 2A . 



   2)'S B B و منه' 1 2 1Bz i i i i أي' 1, 1B . 

'منه لمباشر يحافظ على نسب المسافات والتشابه ا (3 '' ' B A

B A

z zA B
k

AB z z
  . 

إذن    
1 2 2 3 10

2
1 1 2 5

i i i
k

i i i
 

II .خواص التشابه المباشر 

في كل ما يأتي،المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس  . 

z'. تحويل نقطي كتابته المركبة 1 az b . 

     
 .0aعددان مركبان حيث  bو  aخاصية: (أ
z'ن المستوي المركب له كتابة مركبة من الشكل تحويلا نقطيا م  Sإذا كان       a z b  فإن ،S     

argزاويته .  aتشابه مباشر نسبته a 

  البرهان:    
             M ،N ،P،Q  نقط كيفية من المستوي لواحقهاm ،n ،p ،q  . على الترتيب 

             'M ،'N ،'P،'Q صورM ،N ،P،Q  على الترتيب بالتحويلS             . 

              'm ،'n ،'p ،'q لواحق'M ،'N ،'P،'Q . على الترتيب 

              'm am b ،'n an b ،'p ap b ،'q aq b . 

  ' ' ' 'M N n m an b am b و منه' 'M N a MN منه و
' 'M N

a
MN

 

بنفس الطريقة     
' 'Q P

a
Q P

و بالتالي 
' ' ' 'M N Q P

MN Q P
أي 

' '

' '

M N MN

Q P Q P
. 

 يحافظ على نسب المسافات.  Sو منه     

Mبفرض    N وP Q  لدينا
' '

' '

q p aq b ap b

n m an b am b
و منه 

' '

' '

q p aq ap q p

n m an am n m
   

و منه     
' '

arg arg
' '

q p q p

n m n m
'أي   ', ' ' ,M N P Q MN PQ. 

 يحافظ على الزوايا.  Sو منه      
   S  يحافظ على نسب المسافات و يحافظ على الزوايا إذنS  تشابه مباشر . وبما أن' 'M N a MN 

  aفإن

 . Sهي نسبة التشابه المباشر     
z'هات أخرى كتابتها المركبة تختلف عن لا توجد تشاب ملاحظة:ب(    az b معa  وb        . 
  ..حالات خاصة2  

z'الانسحاب تشابه مباشر لأن شكله المركب هو  (1       z b  و هو من الشكل'z az b  مع
1a 1التشابه المباشر في هذه الحالة تساوي  . نسبة . 

z'( التحاكي تشابه مباشر لأن  شكله المركب هو 2       az b  حيثa  عدد حقيقي غير معدوم و
 . aهذه الحالة تساوي  . نسبة التشابه المباشر في 1يختلف عن 

z'( الدوران  تشابه مباشر لأن  شكله المركب هو3       az b حيثa  ، عدد مركب غير حقيقي
اشر في هذه الحالة هي . زاوية التشابه المب 1نسبة التشابه المباشر في هذه الحالة تساوي  . 1طويلته تساوي

argزاوية الدوران أي  a. 



O MM

NP

u

v

O MM

NP

u

v

;المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس :3تمرين  ,O u v  . 

MPحيث  OMNPمن المستوي ، نعتبر المعين المباشر  Mمن أجل كل نقطة     OM . 
 يطلب تعيين نسبته . مباشر بتشابه Mصورة النقطة  Nأثبت أن النقطة    
 

 للبرهان على أن تحويل نقطي تشابه مباشر يكفي إيجاد كتابته المركبة من الشكل : طريقة:
                'z a z b معa  وb  0عددان مركبان حيثa.  

               aنسبة التشابه المباشر هي                 

 هي Pمثلث متقايس الأضلاع مباشر إذن  OMPالمثلث الحل: 

وزاويته  Oبالدوران الذي مركزه  Mصورة   
3

 هذا rليكن  

'3هي  rالدوران . الكتابته المركبة للدوران  
i

z e z . 

  ON OM OP  إذن ،N M Pz z z. 

   r M P  3و منه
i

P Mz e z . 

3و بالتالي :  3
3 3

1
2

i i

N M M M M

i
z z e z e z z. 

بالتحويل النقطي الذي كتابته المركبة  Mصورة  Nإذن   
3 3

'
2

i
z z المركبة للتشابه  كتابةهي الو

 المباشر 

الذي نسبته 
3 3

3
2

i
. 

 المركبة في كل حالة من الحالات الآتية:المعرف بكتابته  Sأذكر طبيعة التحويل  :4تمرين
                       1 )' 1z i z i                    2 )' 3 5z z i . 

                       3 )
1 3

' 1
2 2

z i z            4 )' 1z i z i . 

                       5 )' 1 5z z i                    6 )' 1 3z i z i . 

دوران زاويته  Sإذن  1i(  1 الحل: 
2

 . 

         2 )3a  إذن  عدد حقيقيS  3تحاكي نسبته  . 

         3)
1 3

1
2 2

i  إذنS  دوران زاويته
3

 . 

         4 )1 2a i  إذنS 2تشابه مباشر نسبته . 

         5   )1a  إذنS  5;1انسحاب شعاعهu . 

         4 )1 2a i  إذنS 2تشابه مباشر نسبته   . 

                                                                        
 
 .. تركيب تشابهين مباشرين 3

 تركيب تشابهين مباشرين هو تشابه مباشر نسبته جداء النسبتين و زاويته مجموع الزاويتين  خاصية:     
   
z'ر عبارته المركبة تشابه مباش S البرهان:   az b  حيثa وb  0عددان مركبان وa. 



A

A'

B

A

A'

B

             L  تشابه مباشر عبارته المركبة' ' 'z a z b   حيث'a و'b  عددان مركبان و' 0a. 
             'M و'N صورتاM وN  على الترتيب بالتحويلS  . 
             1M 1وN صورتا'M و'N  على الترتيب بالتحويلL  . 

Lعلى الترتيب بالتحويل  Nو Mصورتا 1Nو 1Mإذن                S  . 

              ' 'M N a MN  1و 1 ' ' 'M N a M N1بالتالي . و 1 'M N a a MN 

              , ' ' argMN M N a 1و 1' ', arg 'M N M N a. 

1و بالتالي   1, ' ' ' ', arg arg 'MN M N M N M N a a 1أي 1, arg arg 'MN M N a a. 

Lإذن    S تشابه مباشر نسبته'a a  زاويته وarg arg 'a aو .L S S L   

 التحليل القانوني لتشابه مباشر..4

kتشابه مباشر نسبته  Sخاصية:     k  و زاويته  . 

 انسحاب . Sالتشابه  0و  1kإذا كان         
Sو لاحقتها  يدة يقبل نقطة صامدة وح Sفي الحالات الأخرى          h r r h  ،

و  الذي مركزه  هو الدوران rو  kو نسبته هو التحاكي الذي مركزه  hحيث 
 .  زاويته

z'تشابه مباشر كتابته المركبة S البرهان:   az b أي' iz ke z b حيثa وb عددان مركبان
 . 0aو

  1k  1معناه  0وa  و الكتابة المركبة تصبح'z z b  إذنS حاب شعاعهانسU 

 صورةUحيث
 التحويل المطابق (. S فإن 0b) إذا كان زيادة على هذا  bالعدد المركب   
   1k1a  لتكن .M نقطة صامدة بالتشابهS . 

    S M M يعنيz az b منه و
1

b
z

a
لاحقتها نقطة صامدة وحيدة  يقبل Sإذن 

1

b

a
 

. 
     h   و نسبته التحاكي الذي مركزهk  كتابته المركبة'z kz bيبالتال.و'z k z. 

     r   زاويتهو الدوران الذي مركزه   كتابته المركبة' iz e z b .بالتاليو' iz e z. 

     'MصورةM   بالتحاكيh 1وMصورة'M  بالدورانr 1.إذنMصورةM  بالدورانh r. 

M'أي      Mz k z و
1 '

i

M Mz e z 

و بالتالي       
1

i

M Mz e k z أي
1

i

M Mz ke z. 

hوبالتالي  Sبالتحويل Mصورة  1Mو منه        r S بنفس الطريقة نثبت أن .r h S . 

      S  نسبته  تشابه مباشر مركزهk  و زاويته . 
 نقطتين مختلفتين من المستوي . Bو Aلتكن  :5تمرين 

و زاويته Aالذي مركزه 1rليكن الدوران     
2

و زاويته Bالذي مركزه 2rو ليكن الدوران  
6

 . 

 
2نضع      1f r r . 

 دوران يطلب تعيين زاويته. fأثبت أن (1

  و  fيل بالتحو Aصورة  A'أ نشئ النقطة  (2

 . fمركز الدوران 

 تركيب تشابهين مباشرين ) الدوران  f( 1الحل:  



 )جداء1( إذن فهو تشابه مباشر نسبته  1تشابه مباشر نسبته  

النسبتين ( و زاويته   
3

) مجموع الزاويتين 
2 6

 .) 

 مركز .هذا ال له مركز  ليكن fليس انسحاب  و بالتالي fبما أن الزاوية غير معدومة   

و زاويته الدوران الذي مركزه  r) التطبيق المطابق ( و 1و نسبته  التحاكي الذي مركزه hليكن  
3

 

. 

  f r h r إذنf  زاويته دوران مركزه
3

 . 

    2 )2 1 'f A r r A A 1 بما أنr A A (A 1مركز الدورانr  )2فإن'A r A 

BA'إذن لدينا     BA و, '
6

BA BA و منه إنشاء النقطة  .'A . 

    'f A A و منهههه لهههدينا'A A و, '
3

A A  إذن المثلهههث .'AA  مثلهههث مباشهههر متقهههايس

 .                    الأضلاع   و منه إنشاء

;المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس :6تمرين ,O u v  . 

   1S  التشابه المباشر الذي كتابته المركبة
3 1

' 3
4 4

z i z i 

   2S  التشابه المباشر الذي كتابته المركبة' 3 3 3 3z i z i . 

1عين طبيعة التحويل      2S S . 

الحل:  
1 2 1 2 1 1 'S S M S S M S M M. 

         1 1 'S M M  يعني
1'

3 1
3

4 4
M Mz i z i. 

         2 1S M M  يعني
1

3 3 3 3M Mz i z i. 

          '

3 1
3 3 3 3 3

4 4
M Mz i i z i i  و منه'M Mz z . 

1و بالتالي          2S S . هو التطبيق المطابق 

 
 .. تعيين تشابه مباشر 5

      

 فإن  : و زاويته k1kنسبته  مركزه  امباشر اتشابه Sإذا كان  خاصية:

      S . 

  من المستوي تختلف عن  Mمن أجل كل نقطة        

         'S M M  تعني
'

, '

M k M

M M
 

 .  و زاويته الدوران الذي مركزه   rو  kو نسبته ركزه التحاكي الذي م hليكن  البرهان: 
Sنعلم أن              h r r h  

           S h r h r h. 



و  نقطة من المستوي تختلف عن  Mلتكن             
1M رتها بالدوران وصr و'M صورة

1Mبالتحاكيh . 

            
1 'S M h r M h r M h M M 

            1 'h M M 1يعني'M k M  1و منه'M k M 0وبما أنk 

M'1فإن k M. 

            1r M M   يعني
1M M 1و,M M 

M'1من              k M و
1M M  نستنتج'M k M 

بما أن              
1'M k M 0وk  نستنتج أن'M و

1M  متوازيان و لهما نفس الاتجاه ، و   

,1منه  , 'M M M M. 

 ..التشابه المباشر و نقط المستوي6
    

Aنقط حيث أربع B'و A ،B  ،'Aكانت  إذا خاصية: B و' 'A Bفإنه يوجد تشابه مباشر وحيد يحول 
    A ى إل'A  و يحولB  إلى'B  . 
z'كتابته المركبة  امباشر اتشابه Sليكن البرهان:   az b 0معa .Az ،Bz ،'Az و'Bz لواحق 

             A ،B  ،'A و'B على الترتيب  حيثA B و' 'A B. 

  
'

'

S A A

S B B
'معناه  

'

A A

B B

z a z b

z a z b
'و التالي   'B A

B A

z z
a

z z
'و  '

'
B A

A A

B A

z z
b z z

z z
 . 

'بما أن     'A B  0فإنa  و التشابهS . وحيد 
 . B'إلى  Bو يحول  A'إلى  Aهو التشابه المباشر الذي يحول Sنتائج: 

'إذا كان           'AB A B  فإنS  هو الانسحاب الذي شعاعه'AA لأن' ' 1B A

B A

z z
a

z z
 

'إذا كان          'AB A B نفإS تشابه مباشر  نسبته هو
' 'A B

AB
,و زاويته  ' 'AB A B مركزه النقطة .

 الصامدة.

;المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس :7تمرين  ,O u v  . 

1Az ،3 التي لواحقها Dو  A ،B ،Cلتكن النقط       5Bz i ،4 5Cz i  3وDz على 

 الترتيب .     
 . ثم عين عناصره المميزة . Dإلى Cو يحول  BإلىAلتشابه المباشر الذي يحول عين ا     
 التشابه المباشر المطلوب . Sليكن  الحل:  

z'هي  Sبة المركبة للتحويلالكتا          az b  حيثa عدد مركب غير معدوم وb . عدد مركب 
Bلدينا           Az a z b  وD Cz a z b . 

أي        
3 5

3 4 5

i a b

i a b
5طرف ا من بالطرح طرف   5 5i i a 

ومنه         
15 1 1

5 5 1 2 2 2

i ii i
a i

i i
 . 

3من المعادلة         5i a b  نستخرجb ،3 5b i a  . 

وبالتالي       
1 1 7 9

3 5
2 2 2 2

b i i i . 



      'S M M يعني 
1 1 7 9

'
2 2 2 2

z i z i . 

أي Sمركز  لاحقتها لتكن النقطة       

7 9
7 9 17 92 2

1 11 1 2
1

2 2

i i ib i

a i
i

 

8بالتالي و       i 8أي, هي  Sةنسب .1
2

2
a وزاويتهarg

4
a. 

  

;المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس :8تمرين  ,O u v  . 

Az التي لواحقها A ،B ،Cلتكن النقط    i ،2 3Bz i ،4 5Cz i  . على الترتيب 

 .  Bإلى Cحول يو Aعين التشابه المباشر الذي مركزه   
 التشابه المباشر المطلوب . Sليكن الحل:   

z'هي  Sالكتابة المركبة للتحويل          az b  حيثa عدد مركب غير معدوم وb . عدد مركب 
Aلدينا           Az a z b  وB Cz a z b . 

 أي        
2 3 4 5

i ai b

i i a b
2طرف من  ابالطرح طرف   2 4 4i i a 

و منه         
2 2 1

4 4 2

i
a

i
 . 

iمن المعادلة         ai b  نستخرجb  ،b i ai  بالتالي.   و 
1 1

2 2
b i i i . 

      'S M M يعني
1 1

'
2 2

z z i  و منه .S . تحاك 

 

ضع ب ـ ;K x y الجملة  2وحل في
. 0

. 0

AK CK

EK GK

 




حيث  ;x y .هي المجهول 

z'ضع  أ ـ. 3 z    ولتعي ين و  الجملة   2حل في 

 

'

'

S A C

S E G






. 

على الشكل المثل ثي و لإيجاد العناصر الممي زة ، أكتب ب ـ
1




 على الشكل الجبري. 

 
 



 ساعات 03الـمـدة:                              ثالثة علوم تجريبيةالمستوى:            22/02/2015التاريخ:

                                                          التحليل.المجال التعـليــمـــي:       

    المتتاليات العددية.(:  04الـوحدة التعليميـة )     

 عموميات على المتتاليات العددية.مــوضـوع الدرس:     

 السبورة ، الكتاب المدرسي، الوثيقة المرافقة الوسـائل التعليـميـة:             

 الكتاب المدرسي، الوثيقة المرافقة.الــمـراجــــع:     

 الكفاءات المستهدفة  

 التعرف على المتتالية العددية •

 عددية.طرق توليد متتالية  •

 اتجاه تغير متتالية  •

 التمثيل البياني لمتتالية تراجعية •

 

 المتتالية العددية .1
معطى، العدد0n،أكبر من أو يساوي عدد طبيعي nهي دالة ترفق بكل عدد طبيعي uمتتالية عددية حقيقية تعريف: (أ

( )u n  

)بدلا من nuبـ  uبالمتتالية nنرمز إلى صورة  ترميز:    )u n . هذا الترميز الجديد يسمى الترميز بدليل. 

  ،  من  nمن اجل كل  ب( مثال:    
4 3

1
n

n
u

n
2n،  من  n، من اجل كل 

nu 

 ) يقصد بتوليد متتالية معرفة حدودها ( . طرق توليد متتالية عددية2

 توليد متتالية عددية بالحد العام:ا(    

فإنها معرفة تماما . و لحساب حد  nإذا كان الحد العام لمتتالية عددية معطى بدلالة  •  
0nu من الحدود يكفي تعويضn   

 . 0nبالقيمة 

المتتالية  مثال:  nu 2 حيث المعرفة على 3nu n   بحدها العام .ويمكن حساب أي حد من الحدود . معرفة 

)و نكتب fيمكن التعبير عن الحد العام لهذه المتتالية باستعمال دالة  ملاحظة:   )nu f n  2حيث: 3f x x   .  

 توليد متتالية عددية بعلاقة تراجعية:  (ب

xوحيث أن من أجل  Dمعرفة على مجال  fعددية لتكن دالة • D  فإن( )f x D المتتالية  . nu  المعرفة بحدها

الأول
0nu  1و العلاقة ( )n nu f u  1تسمى متتالية تراجعية. تسمح هذه العلاقة بحسابnu إذا علمnu 0من أجل كلn n   

 .uالدالة المرفقة بالمتتالية  تسمى fالدالة العددية 

xوحيث أن من أجل  Dمعرفة على مجال  fعددية لتكن دالة  • D  فإن( )f x D المتتالية  . nu  المعرفة بحدها

الأول
0nu  1و العلاقة ( )n nu f u  1تسمى متتالية تراجعية. تسمح هذه العلاقة بحسابnu إذا علمnu 0من أجل كلn n    

الدالة المرفقة بالمتتالية  تسمى fالدالة العددية  nu. 

المتتالية نعتبر مثال: • nu0المعرفة بحدها الأول 1u  و من أجل كل عدد طبيعيn :1 3n nu u  . 

0لدينا  • 1u   1و منه 03 3u u  ،2 13 9u u ،3 23 27u u  ... و هكذا 

 



 

 1تمرين 

لتكن المتتالية  nu 0كما يلي :  المعرفة على 2u  من أجل كل عدد طبيعيn 
1

3

2
n

n

u
u

 


 . 

 .  1u ،2u    ،3uأحسب   (1

 .ثم ضع تخمينا  12uو  10u  ،11uأحسب  (2

المتتالية ملاحظة:  nu 1من الشكل  المعرفة على ( )n nu f u   حيثf كل  عدد  هي الدالة المرفقة بها . و من أجل

:  xحقيقي موجب 
3

( )
2

f x
x




. هذه الدالة معرفة على   0, 0وبما أن 0u   فإن المتتالية( )nu  معرفة على 

 الحل:   

1 ) 
1

0

3 3

2 4
u

u
 


 ، 

2

1

3 3 12

32 11
2

4

u
u

  




  ،
3

2

3 3 33

122 34
2

11

u
u

  




. 

10الحاسبات تبين أن     ( 2 1u    ،11 1u     12و 1u . 

نلاحظ أن         nu  10من  انطلاقا 1تستقر على القيمةn  . 

 تغير متتالية عددية اتجاه .3

 تعاريف   ا( 

تكون متتالية   متتالية متزايدة: •
0

( )n n nu   0من الرتبة   متزايدة )متزايدة تماما على الترتيب( إبتداءاn  إذا إذا وفقط 

1كان 0n nu u   (1 0n nu u   على الترتيب ( من أجل كل عدد طبيعيn  0أكبر من أو يساويn. 

تكون متتالية  متتالية متناقصة: •
0

( )n n nu   0متناقصة )متناقصة تماما على الترتيب( إبتداءا من الرتبةn  إذا وفقط إذا

1كان  0n nu u   (1n nu u على الترتيب ( من أجل كل عدد طبيعيn  0أكبر من أو يساويn. 

تكون متتالية  متتالية ثابتة: •
0

( )n n nu   0ثابتة  إبتداءا من الرتبةn 1إذا و فقط إذا كان 0n nu u   من أجل كل عدد .

 .0nأكبر من أو يساوي  nطبيعي

)متزايدة    )رتيبة تماما على الترتيب ( هي متتالية متزايدة     من  Iالمتتالية الرتيبة على مجال   متتالية رتيبة: •
   من  Iمتناقصة )متناقصة تماما على الترتيب( على المجال   أو  من  Iتماما على الترتيب( على المجال 

     .  ) رتيبة تماما على الترتيب ( .                     

)لدراسة اتجاه تغير متتالية ملاحظة: ب(  )nu :يمكن أن 

1nندرس إشارة (1 nu u   

1nبين  نقارن (2

n

u

u

    1و . 

): nحيث من أجل كل عدد طبيعي fإذا وجدت دالة (3 )nu f n   ندرس تغيرات الدالةf . 

 
لتكن المتتالية : 2تمرين nu 0كما يلي  المعرفة على 2u  من أجل كل عدد طبيعيn    ، 1 2 8   n nu u n . 

 .0u  ،1u ،2u    ،3uأحسب •

)ادرس اتجاه تغير متتالية • )nu. 

 
 



 
لتكن المتتالية :3تمرين  nv  2كما يلي :   المعرفة على n

nv e 

 . 0v   ،1v ،2v  ،3vأحسب •

)اتجاه تغير متتاليةادرس  • )nv . 

 . التمثيل البياني لمتتالية عددية.4

 متتالية معرفة بالحد العام:                                      (أ

 يمكن تمثيل حدود متتالية عددية معرفة بحدها العام على محور •   

لتكن المتتالية  مثال: nu  (2)كما يلي :  المعرفة علىn

nu  . 

                 ،.............2 4u  ،  1 2u   ، 0 1u 

                                                           

 .( fيمكن تمثيل متتالية عددية معرفة بحدها العام ) ترفق هذه المتتالية بدالة •   

لتكن المتتالية   مثال:      nu  كما يلي  المعرفة على 

    
2 4 1nu n n   

      nuمعرفة كذالك( )nu f n :2حيث: 4 1f x x x  

على المجالfنعرف 0, بما أنn.عدد طبيعي 

في الرسم المقابل النقط الممثلة إحداثياها  , ( )n f n 

      

 متتالية معرفة بعلاقة تراجعية:   (ب

)لتكن المتتالية  مثال: )nu   0المعرفة بحدها الأول 2u    2و العلاقة التراجعية

1

1

4
n nu u                                            . 

)مثل بيانيا المتتالية  •  )nu  في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس , ,O I J . 

)حــل: )fCالبياني للدالة هو الرسمfالمرفقة بالمتتالية( )nu21.أي
( )

4
f x x 

على المجال fنعرف الدالة  0, .( ) المستقيم ذو المعادلةy x. 

0النقطة   0 1( , )M u u أي 2,1
0

M.هي أول نقطة نحصل عليها 

)على0Mنسقط  ) ( وفقOx ثم  نسقط النقطة المحصل)عليها على( )fC  

1( وبهذا نحصل على النقطةOyوفق) 1 2( , )M u u1أي

1
1,

4
M

 
 
 

 .نكرر

 إلى آخره. 3Mثم2Mالعملية للحصول على 

 

 

 

2 3 4 5-1-2-3-4

2

3

4

-1

-2

-3

-4

-5

0 1

1

x

y

u0

u1

u2

u3

u4

u5

 

2 3 4-1-2-3-4-5-6

2

3

-1

-2

0 1

1

x

y

u 0u 1u 2



 

 :1تمرين   

لتكن المتتالية      nu 23كما يلي :  المعرفة على 1nu n   . 

 . 134uو  0u  ،1u ،2u    ،3u ،20uأحسب (1

1nuالحدود  nأكتب بدلالة  (2  ،2nu ،3 2nu  

2( 1 حــل:

0 3(0) 1 1u     ، 2

1 3(1) 1 2u      ، 2

2 3(2) 1 11u       ،2

3 3(3) 1 26u      

       2

20 3(20) 1 1199u        ،2

134 3(134) 1 53867u      . 

    2 )2 2

1 3( 1) 1 3 6 2nu n n n              ،2 2

2 3(2 ) 1 12 1nu n n      

        2 2

3 2 3(3 2) 1 27 36 11nu n n n         

 :2تمرين 

)لتكن المتتالية )nu  0المعرفة بحدها الأول 1u  و 

1العلاقة التراجعية   3 1n nu u    حيثn      . عدد طبيعي 

)مثل بيانيا المتتالية  •  )nu في المستوي المنسوب إلى 

معلم متعامد و متجانس   , ,O I J . 

)حــل: )fCالبياني للدالة هو الرسمf 

)المرفقة بالمتتالية )nuأي.( ) 3 1f x x   

على المجال fنعرف الدالة  0, .( ) المستقيم ذو المعادلةy x. 

0النقطة   0 1( , )M u u أي 1,4
0

M 0هي أول نقطة نحصل عليها. نسقطMعلى( ) ( وفقOx ثم  نسقط النقطة المحصل)

)عليها على )fC (وفقOyوبهذا نحصل على النقطة )1 1 2( , )M u uأي 1 4,13M 2.نكرر العملية للحصول علىM3ثمM  إلى

 آخره.

 

 

 

 

2 3 4 5-1-2-3-4-5

2

3

4

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

u 0 u 1



 ساعات 02الـمـدة:                         ثالثة علوم تجريبيةالمستوى:            25/02/2015التاريخ:

                                                          التحليل.المجال التعـليــمـــي:       

    المتتاليات العددية.(:  04الـوحدة التعليميـة )     

 المتتاليات الحسابية والهندسية مــوضـوع الدرس: 

 السبورة ، الكتاب المدرسي، الوثيقة المرافقة الوسـائل التعليـميـة:             

 الكتاب المدرسي، الوثيقة المرافقة.الــمـراجــــع:     

 الكفاءات المستهدفة  

 التعرف على المتتالية الحسابية وخواصها •

 المتتالية الهندسية وخواصهاالتعرف على  •
 

 المتتالية الحسابية :   .1

 تعريف :  –أ 

نقول عن متتالية    n
u  أنها متتالية حسابية حدها الأول

0
u إذا   و فقط إذا وجد عدد حقيقي ثابتr  بحيث من أجل

:   nكل عدد طبيعي 
1n n

u u r

     ؛r . يسمى أساس المتتالية الحسابية : 

 ملاحظات : 

0rإذا كان  -   تكون المتتالية الحسابية ثابتة و كل حدودها تساوى الحد الأول
0

u. 

0rإذا كان  -  . تكون المتتالية الحسابية متزايدة تماما 
0rإذا كان  -  . تكون المتتالية الحسابية متناقصة  تماما 

 
 :  1تمرين

ادرس طبيعة المتتالية  n
u  10بالعبارة :  المعرفة على 7

n
u n  

 الحل : 

 :  nمن أجل كل عدد طبيعي 

   1
10 1 7 10 7 10

n n
u u n n


         

إذن  n
u  10متتالية حسابية أساسهاr   و حدها الأول

0
10 0 7u         : أي

0
7u  

 الحد العام لمتتالية حسابية : –ب 

 n
u  متتالية حسابية حدها الأول

0
u  و أساسهاr  الحد العام للمتتالية الحسابية n

u  : هو
0n

u u nr  

 .nمن أجل كل عدد طبيعي 

 

 مجموع حدود متتابعة من متتالية حسابية :  –ج 

 n
u  متتالية حسابية حدها الأول

0
u   و أساسهاr  : ليكن المجموع ،

0 1
...

n
s u u u    



من أجل كل عدد طبيعي  0

1

2
n

n
s u u


  

 يساوي نصف عدد الحدود مضروب في مجموع الحد الأول و الحد الأخير . sإذن

 :  2تمرين 

 n
u  متتالية حسابية حدها الأول

0
3u   5و أساسهاr  

 احسب المجاميع التالية :  -  

     1   )
1 0 1

...
n

s u u u        2   )
2 0 1 10

...s u u u        3   )
3 3 4

...
n

s u u u    

 الحل : 

( لدينا :    1 1 0

1

2
n

n
s u u


  

حيث : 
0n

u u nr   : 3و عليه 5
n

u n  

و عليه :    1

1 1
3 3 5 6 5

2 2

n n
s n n

 
      

( لدينا :    2 2

11
56 308

2
s  . 

( لدينا :    3   3 3

2 2
21 5

2 2
n

n n
s u u n

 
   . 

 د(   الوسط الحسابي : 

   n
u متتالية عددية .تكون المتتالية n

u    : 2حسابية إذا و فقط  إذا كان

1
2

n n

n

u u
u 




   من أجل كل عدد

.   nطبيعي 
1n

u


يسمى الوسط الحسابي للحدين  
n

u  و
2n

u


 . 

لتكن المتتالية  :3تمرين    n n
u


0المعرفة بحدها الأول  3u  :1و بالعلاقة 5 1n nu u n   . 

لتكن المتتالية      nv المعرفة من أجل كل عدد طبيعيn :1بالعلاقةn n nv u u . 

أثبت أن المتتالية•     nv. متتالية حسابية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول 

حد الأولى من المتتالية nمجموع  Sثم أحسب المجموع nبدلالة nvأحسب•     nvاستنتج. nu بدلالةn . 

للمتتالية الحد الأول الحل:  nv 0هوv ،   0 1 0 3 5 0 1 3 1v u u        . 

1لدينا            5 1n nu u n      : 5.إذن 1nv n   

            1 5 1 1 5 1 5n nv v n n            إذن من أجل كل عدد طبيعي .n :1 5n nv v       . 

و منه المتتالية            nv 5متتالية حسابية  أساسهاr    0و حدها الأول 1v   .                       

n:1من أجل كل عدد طبيعي     5nv n    .
0 1 1... 5 5 5 2 5

2 2
n

n n
S v v v n n. 



        0 1 0v u u  ،1 2 1v u u ، ... ،1 1n n nv u u  0بالجمع طرف بطرف نجدnu S u  

2و منه            5 3
2

n

n
u n .  

 المتتالية الهندسية :  .2

 تعريف متتالية هندسية :  –أ 

نقول أن المتتالية     n
u  متتالية هندسية حدها الأول

0
u  إذا و فقط  إذا وجد عدد حقيقيq  حيث أنه من أجل كل

:    nعدد طبيعي 
1n n

u u q

    حيثq  يسمى أساس المتتالية : n

u . 

1qإذا كان  - ملاحظة :   فإن المتتالية ثابتة جميع حدودها تساوي
0

u 

 :  2تمرين 

نعتبر المتتالية  n
u  2 بـ:  على المعرفةn

n
u e  

أثبت أن  n
u  متتالية هندسية يطلب إعطاء حدها الأول

0
u 

 الحل : 

2( 1) 1 2

1
.

n n

n
u e e e

 


  

2و عليه : 

1
.

n n
u u e


  : و منه n

u . متتالية هندسية 

2أساسها 
q e  2و حدها الأول 0

0
1u e

  

 الحد العام لمتتالية هندسية :  –ب 

 n
u  متتالية هندسية حدها الأول

0
u  و أساسهاq  

عبارة الحد العام للمتتالية الهندسية  n
u  : يعطى بالعبارة

0
.

n

n
u u q   من أجل كل عدد طبيعيn . 

 ملاحظات : 

إذا كان  -
1

u  1هو الحد الأول للمتتالية الهندسية فإن

1

n

n
u u q

  

بصفة عامة إذا كان  -
p

u  (p  عدد طبيعي أصغر منn  : الحد الأول فإن الحد العام   )n p

n p
u u q

  . 

تعيين الحد العام يؤول إلى كتابة  -
n

u  بدلالةn . 

 اتجاه تغير المتتالية الهندسية يعتمد على إشارة أساسها وحدها الأول -

 متتالية هندسية :مجموع حدود متعاقبة من  –ج 

   n
u  متتالية هندسية حدها الأول

0
u  و أساسهاq  : ليكن المجموع  .

0 1
...

n
s u u u    

إذا كان  -  0
1    : 1s n u q      ، من أجل كل عدد طبيعيn . 

إذا كان :  -
1 1

0 0

1 1
: 1

1 1

n n
q q

s u u q
q q

  
   

 
 . nمن أجل كل عدد طبيعي ،  



s  هو جداء الحد الأول في النسبة
1

1

1

n
q

q




 تمثل عدد الحدود في المجموع . 1nحيث ،    

 

 : 2تمرين 

 n
u  متتالية هندسية حدها الأول

0
20u   2و أساسهاq  

 احسب حدها العام . -1

 احسب المجاميع الآتية :  -2

    
1 0 1

...
n

s u u u             ؛
2 0 1 10

...s u u u       ،
3 10 11 20

...s u u u    

 الحل : 

( الحد العام :   1
0

n

n
u u q        :20ومنه 2

n

n
u   

 ( حساب المجاميع : 2

* لدينا :       
1 0 1

...
n

s u u u    

ومنه :       
1 1

1 0

1 1 2
. 20

1 1 2

n n
q

s u
q

  
  

 
 

إذن :            1

1
20 2 1

n
s

  

* لدينا :       
2 0 1 10

...s u u u    

   11عدد الحدود هو :    

ومنه :        
11 11

11

2 0

1 1 2
. 20 20 2 1

1 1 2

q
s u

q

 
    

 
 

* لدينا :      
3 10 11 20

...s u u u    

20عدد الحدود هو :      10 1 11   

و منه :     
11

3 10

1
.

1

q
s u

q





10حيث :     

10
20 2u    

و عليه :      
11

10 10 11

3

1 2
20 2 20 2 2 1

1 2
s


     


 

 الوسط الهندسي :  –د 

تكون المتتالية  n
u  : هندسية إذا و فقط إذا كان 

2

1 2
.

n n n
u u u

 
  من أجل كل عدد طبيعيn . 

1n
u


يسمى الوسط الهندسي للحدين  

n
u  و

2n
u


 . 



لتكن المتتالية :3تمرين    n n
u


0المعرفة بحدها الأول   2u  :و بالعلاقة

1

1
2

3
n nu u      

لتكن المتتالية      nv المعرفة من أجل كل عدد طبيعيn :3بالعلاقةn nv u . 

أثبت أن المتتالية•     nv. متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول 

حد الأولى من المتتالية nمجموع  S،ثم أحسب المجموع nبدلالة nu، استنتج nبدلالة nvأحسب•     nv. 

ما هو اتجاه تغير المتتالية      nv؟ 

.استنتج نهايةSثم أحسب نهاية nبدلالة nvأحسب نهاية•     nu.    

 الحل:    

     • 
1 1

1
3 2 3

3
n n nv u u 

      
1

1 1
3

3 3
n n nv u v  المتتاليةإذن nv متتالية هندسية أساسها

1

3
q  0و حدها الأول 1v      . 

:  nمن أجل كل عدد طبيعي  •     
1

3

n

nv   0و 1 1

3 1
... 1

2 3

n

nS v v v 

      
1

3
3

n

nu . 

    •

1

1

1 1 1 2

3 3 3 3

n n n

n nv v 1إذن 0n nv v  و منه nv  متزايدة على . 

    •
1

1 1
3

و منه 
1

lim 0
3

n

n
limو بالتالي   0n

n
v  .

3
lim

2n
S.lim 3n

n
u 

 



ساعات 01الـمـدة:   ثالثة علوم تجريبيةالمستوى:            08/03/2015التاريخ:

     التحليل.المجال التعـليــمـــي:   

    المتتاليات العددية.(:  04الـوحدة التعليميـة ) 

 الاستدلال بالتراجع مــوضـوع الدرس: 

السبورة ، الكتاب المدرسي، الوثيقة المرافقة الوسـائل التعليـميـة:   

الكتاب المدرسي، الوثيقة المرافقة.الــمـراجــــع:  

 الكفاءات المستهدفة  

إثبات خاصية باستعمال استدلال بالتراجع  •

الاستدلال بالتراجعتعريف  

لتكن  p nالطبيعي بالعدد متعلقة .نقول عن الخاصيةnخاصية p n  أنها صحيحة من أجل كل عدد طبيعيn حيث

 :
0

n n  :  إذا تحقق ما يلي

1 ) p n  صحيحة من أجل
0

n n .

( نبرهن أن2 p n  وراثية أي نبرهن أنه إذا كانت p k  صحيحة   فإن 1p k  صحيحة  حيثk عدد طبيعي

كيفي .

 أو بعبارة أخرى :  

لنتأكد من صحة الخاصية. بأصغر قيمة تأخذها في  n( نعوض 1  

( نفرض صحة 2 p k  ثم نبرهن صحة 1p k  .

   1تمرين 

فإن :  nبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي 
 1

1 2 3 ...
2

n n
n


    

 الحل : 

0nمن أجل   -   : 0لدينا 0    و منه 0p . صحيحة

نفرض صحة  - p k  و نبرهن صحة 1p k 

الفرضية : 

 
 1

:  1 2 3 ...
2

k k
p k k


    

المطلوب :    
  1 2

1 :  1 2 3 ... 1
2

k k
p k k k

 
       



لدينا: 
 

 
1

1 2 3 ... ( 1) 1
2

k k
k k k


        

       
      1 2 1 1 2

2 2

k k k k k    
 

و منه :  1p k  . صحيحة

إذن :  p n  صحيحة من أجل كل عدد طبيعيn .

 : 2تمرين 

نعرّف متتالية  nu  0بـ :  على المجموعة 2u   ومن أجل كل عددn  ،12 2 3n nu u n  .

n  ،2برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  • 2 1  n

nu n.

 :3تمرين 

نعرّف متتالية   nu  0بـ :  على المجموعة 1u  ومن أجل كل عددn  ،
1 6  n nu u

n  ،0برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  • 3nu .

:4تمرين 

المتتاليةنعتبر  nu 0بـِ :  على ةالمعرف 3u   ,
2

1

7

2



 n

n

n

u
u

u
  .

المعرفة على المجال fلتكن الدالة .1 0;  :بـ
2 7

( )
2




x
f x

x

على المجال fادرس اتجاه تغير الدالة  (أ 0;

من المجال  xاستنتج انه من اجل كل  (ب 0; 7 :حيثبx  : فان( ) 7f x

7nu, من  nبرّر بالتراجع أن : من أجل كل  .2

ادرس اتجاه تغير المتتالية  .3 nu



ساعات 05الـمـدة:   ثالثة علوم تجريبيةالمستوى:            09/03/2015 التاريخ:

     التحليل.المجال التعـليــمـــي:   

    المتتاليات العددية.(:  04الـوحدة التعليميـة ) 

تقارب متتالية عددية والمتتاليات العددية المحدودةمــوضـوع الدرس: 

السبورة ، الكتاب المدرسي، الوثيقة المرافقة الوسـائل التعليـميـة:   

الكتاب المدرسي، الوثيقة المرافقة.الــمـراجــــع:  

الكفاءات المستهدفة 

 دراسة سلوك التقاربي لمتتالية عددية •

 المحدودة   العددية عرف على المتتالياتالت •

دراسة سلوك التقاربي لمتتالية عدديةلاستعمال المتتاليات العددية المحدودة  •

 المتتاليات العددية المتجاورة •

نهاية متتالية عددية. .1

 تذكير و تعريف:  nu و عددية المتتاليةlمتتالية نقول أن عدد حقيقي. nuتقبلlمجال كان كل وفقط إذا كنهاية إذا

 يشمل أيضا كل حدود المتتالية   lمفتوح يشمل  nu   :نكتب معينة . و رتبة من ََ limابتداءَ n
n

u l


  أوlim nu l

( في هذه الحالة نقول أن المتتالية  )حيث أن النهاية لا تحسب إلا عند nu .متقاربة

لتكن المتتالية :تذكير  nuالمعرفة كما يلي( )nu f nحيثfمن الشكل على مجال معرفة دالة , حيثعدد

limحقيقي ، إذا كانت  ( )
x

f x l


فإنlim n
n

u l


 .

مثال: لتكن المتتالية  nu كما يلي : المعرفة على
4 1

3 2
n

n
u

n

 



 .

المتتالية• نهاية عين nu.

المتتاليةالحل:  nuمن الشكل( )nu f nحيثfمعرفة على دالة 0,: يلي كما
4 1

( )
3 2

x
f x

x

 



.

لدينا  
4

lim ( )
3x

f x


 إذا
4

lim
3

n
n

u


 المتتالية .إذن nu. متقاربة

 صحيح :العكس غير  :ملاحظة 

كما يلي :  ;0المعرفة علىxللمتغير الحقيقي fمثال: لتكن الدالة  
cos 2

1

x x
f x

x
بالمتتالية ، الدالة المرفقة 

 nuعلى كما يلي : المعرفة
1

n

n
u

n



 .

)نلاحظ فعلا بأن   )
1

n

n
u f n

n
 


n  :cosحيث أن من أجل كل عدد طبيعي   2 1n .

 lim 1n
n

u


النهايات ( و علي النظريات نطبق (lim ( )
x

f x


غير موجودة .  

 تعاريف:  nu . متتالية عددية



القول أنّ نهاية المتتالية • nu هي يعني أنّ كل مفتوح ,    ةيشمل كل حدود المتتالي  nu    

limو نرمز:   ابتداء من رتبة  معينة . n
n

u


   . 

القول أنّ نهاية المتتالية • nu هي يعني أنّ كل مجال مفتوح ,   يشمل كل حدود المتتالية  nu 

limو نرمز:   بتداء من رتبة  معينة .ا   n
n

u


  . 

في هذه الحالتين  نقول أن المتتالية     • nu .متباعدة 

المتتاليةلتكن  تذكير:    nuالمعرفة كما يلي( )nu f n حيثf دالة معرفة على مجال من الشكل ,   

 عدد حقيقي .  و    

limإذا كانت  •    ( )
x

f x


  فإنlim n
n

u


    .•  إذا كانتlim ( )
x

f x


  فإنlim n
n

u


 . 

 :1تمرين    
nu  كما يلي :  متتالية معرفة في

2

2

3 5 1

5
n

n n
u

n
 عين نهاية هذه المتتالية . ، 

الدالة المرفقة بالمتتاليةfلتكن الحل:
nu  و منه

2

2

3 5 1

5

x x
f x

x
  و المعرفة على  

limو بما أن      3
x

f x  تطبيق  النظريات على النهايات ( فإن المتتالية (
nu لها نفس النهاية 

limمع الدالة المرفقة لها و منه        3n
n

u . 

 :2تمرين      
nu  كما يلي :  متتالية معرفة في

4 3

1
n

n
u

n
 عين نهاية هذه المتتالية .  ، 

المتتالية  الحل:  
nu من الشكل

n nu f v   حيث
4 3

1
n

n
v

n
fالدالة العددية حيث   fو   x x . 

.  الدالة المرفقة بالمتتالية ;0المعرفة على       
nv  هي الدالةg  حيث

4 3

1

x
g x

x
. و  ;0المعرفة على

limبما أن  4
x

g x  تطبيق  النظريات على النهايات ( فإن المتتالية (
nv مع الدالة المرفقة لها و منه  لها نفس النهاية

lim 4n
n

v  و بالتالي .lim 4 2n
n

u  .  

 :3تمرين 
nu  0كما يلي :   متتالية معرفة في 3u   و

1

4 1

2

n
n

n

u
u

u
 . 

 . n 1nuأثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي                        

لتكن                            
nv   كما يلي :   المتتالية المعرفة على

1

1
n

n

v
u

  . 

أثبت أن المتتالية                        
nvة ثم استنتج نهايةمتتالية حسابي

nu. 

       نستعمل الاستدلال بالتراجع  الحل:   

0n  ،0: من أجل  1المرحلة            3u .و الخاصية صحيحة 

 

  1nu كيفي موجب تماما. أي: n:نفرض الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي 2المرحلة          



1أي  1nو نبرهن أن الخاصية صحيحة من أجل           1nu  1و نبرهن بالخلف .  نفرض 1nu                    

أي 
4 1

1
2

n

n

u

u
 .n 1nuو هذا تناقض مع فرضية التراجع .إذن من أجل كل عدد طبيعي 1nuو نستنتج أن 
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1و منه 
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و بالتالي 
1

1 1

3 3 3

n
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ذنإ  
nv متتالية حسابية أساسها

1

3
r  و حدها الأول

0

1

2
v  .lim n

n

v  0لأنr     و نستنتجlim 1n
n

u      . 

 متتالية محدودة من الأعلى، محدودة من الأسفل ، متتالية محدودة.  .2
 تعريف: nu معرفة على متتالية عددية . 

القول أن المتتالية  nu  محدودة من الأعلى يعني وجود عدد حقيقيA  حيث من أجل كل عدد طبيعيn : 

       nu A  نقول أن .A . عنصر حاد من الأعلى 

القول أن المتتالية      nu  محدودة من الأسفل  يعني وجود عدد حقيقيB  حيث من أجل كل عدد طبيعيn : 

       nu B  نقول أن .B . عنصر حاد من الأسفل 

القول أن المتتالية      nu . محدودة  يعني أنها محدودة من الأعلى و محدودة من الأسفل 

لتكن المتتالية   :1مثال   
nu : المعرفة كما يلي 

غير معدوم : nمن أجل كل عدد طبيعي           
4

3
n

n
u

n
    

الجدول المقابل يعطي قيم المتتالية    nu  من أجل قيمn  و يعطي التمثيل البياني للمتتالية .    14إلى1من 

انطلاقا من هذا نخمن أن المتتالية    nu هو  عنصر حاد من الأسفل . 1محدودة من الأسفل و 

 لنبرهن على صحة هذا التخمين.  

3n .4و  4nلنقارن بين    ( 3) 3 3 3 1n n n n   1وبماn 4فإن ( 3) 0n n. 

4و منه   ( 3)n n و بالتالي
4

1
3

n

n
 . 1nuإذن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  

و المتتالية   
nu  . محدودة من الأسفل 

لتكن المتتالية   :2مثال   
nu  : المعرفة كما يلي 

غير معدوم : nمن أجل كل عدد طبيعي           
2 3

n

n
u

n
  . 

المتتالية   
nuعنصر حاد من الأعلى .  5محدودة من الأعلى و 

المتتالية   
nu عنصر حاد من الأسفل . و منه المتتالية 2محدودة من الأسفل و

nu  . متتالية محدودة 

 

 تقبل بدون برهان . مبرهنة:  



إذا كانت      nu  متتالية متزايدة و محدودة من الأعلى فإنها متقاربة. 

إذا كانت      nu  متتالية متناقصة و محدودة من الأسفل فإنها متقاربة. 

 :4تمرين   
nu  كما يلي :  *متتالية معرفة في

2 9
n

n n
u

n
أثبت أن المتتالية  ، 

nu  .محدودة من الأسفل 

متتالية لإثبات أن طريقة:   
nuمحدودة من الأسفل بعدد حقيقي معرفة علىBأو محدودة من الأعلى بعدد (A) 

 يمكن إتباع إحدى الطرق الآتية .     

n،nuاستعمال الاستدلال بالتراجع لإثبات أنه من أجل كل عدد طبيعي       B  (لإثبات أوnu A . ) 

nu( بدراسة إشارة  Aو nuأو) Bو nuالمقارنة بين        B ( أوnu A . ) 

)إذا كانت        )nu f n 0ندرس تغيرات الدالة على المجال;. 

)من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم   الحل:   )nu f n  حيثf  حيث: ;0هي الدالة العددية المعرفة على 

                                         
2 9x x

f x
x

  . 

موجب تماما  xمن أجل كل عدد حقيقي   
2

2

9
'

x
f x

x
   ونحصل على التغيرات الآتية : 

            3          0  x 

          +       0         - 'f x 

                                     
                7 f x 

)نلاحظ أنه من أجل كل عدد حقيقي موجب تماما  فإن    ) 7f x  و منه من أجل كل عدد طبيعي غير معدومn : 

  7nu  و المتتالية ،
nu عدد حاد من الأسفل .  7محدودة من الأسفل و 

 :5تمرين   
nu  كما يلي :  متتالية معرفة في

2

2

2 1

4
n

n
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n
أثبت أن المتتالية ، 

nu  2محدودة من الأعلى بالعدد . 

 .2nuنحسب الفرق    الحل:  
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و منه  ،    
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:  nكل عدد طبيعي من أجل          
2

7
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4n
 و بالتالي: 

n    :2كل عدد طبيعي من أجل           0nu . 

 .n  :2nuكل عدد طبيعي  من أجل و منه             

إذن المتتالية           
nu  عنصر حاد من الأعلى .  2محدودة من الأعلى و 

 

 متتاليتان متجاورتان. .3



 

 متجاورتين إذا كانت و فقط إذا إحداهما متزايدة و الأخرى متناقصة ، و الفرق متتاليتان عدديتانتكون  تعريف:  

 بينهما يؤول  إلى الصفر .      

لتكن المتتالية   مثال:   
nu كما يلي : *المعرفة على

2 2 2

1 1 1
1 ...

2 3
nu

n
. 

لتكن المتتالية             
nv كما يلي : *المعرفة على

1
n nv u

n
. 

  الجدول المقابل يعطي قيم المتتاليتين   nuو
nv  من أجل قيمn  و يعطي التمثيل البياني 10إلى1من 

 للمتتاليتين .انطلاقا من هذا نخمن   أن المتتاليتين متجاورتان.  لنبرهن على صحة هذا التخمين.   
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:  nإذن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم      
2

1
0

1n
و منه  nu متزايدة على* 
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 و منه: 
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:  nمن أجل كل عدد طبيعي غير معدوم     
2

1
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1n n
و منه  nv متناقصة على*. 
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و منه    
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limإذن     0n n
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بما أن    nuمتزايدة  ، nvمتناقصة وlim 0n n
n

u v  فإن
nu  و

nv . متجاورتان 

إذا كانت  مبرهنة:
nu  و

nv فإنهما متقاربتان و لهما نفس النهاية .   متجاورتين متتاليتين عدديتين  

لتكن المتتالية :6تمرين     nu و المتتالية nv  : 0المعرفتين كما يلي 12u   ،0 1v   و من أجل كل عدد طبيعيn  :
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  ،   نضع من أجل كل عدد طبيعيn  :n n nw u v     3و 8n n nt u v  . 

 

أثبت أن المتتالية (1 nwهندسية  يطلب تعيين أساسها وحدها الأول .أحسبnwبدلالةnما هي نهاية. nw؟ 



أثبت أن المتتالية (2 nt متتالية ثابتة . ما هي نهاية nt؟ 

أثبت أن المتتاليتين  (3 nu  و nv .متجاورتان 

 .nvو نهاية nuاستنتج نهاية (4

( لدينا 1  الحل:  
1 1
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   أي
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المتتالية إذن           nw متتالية هندسية أساسها
1

12
q  0وحدها الأول 11w. 

: nمن أجل كل عدد طبيعي         
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nw  بما أن .
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 nw  متقاربة وlim 0n
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1أي           2 2 6 3 8n n n n n n nt u v u v u v        1و منهn nt t   و المتتالية( )nt متتالية ثابتة على . 
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n:1أجل كل عدد طبيعي ومنه من  0n nu u   والمتتالية nuمتناقصة على. 
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n:1أجل كل عدد طبيعي ومنه من  0n nv v   و المتتالية nvمتزايدة على. 

limنعلم أن            0n
n

w  و أنn n nw u v   و بالتاليlim 0n n
n

u v. 

إذن     nuمتناقصة و nv إذن المتتاليتان 0متزايدة و الفرق بينهما يؤول إلى . nu و nv . متجاورتان 

( المتتاليتان4       nu و nv . متجاورتان 

إذن المتتاليتان     nu و nv . متقاربتان و لهما نفس النهاية 

0limنعلم أن      44n
n

t t  و منهlim 3 8 44n n
n

u v   

limنستنتج أن       lim 4n n
n n

u v    . 

 



 
 ساعات 02 الـمـدة:                      ثالثة علوم تجريبية المستوى:                  06/04/2015التاريخ:    

                                                          التحليل.  المجال التعـليــمـــي:

    التكاملي.الدوال الاصلية والحساب (:  05الـوحدة التعليميـة ) 

 الدوال الاصلية. مــوضـوع الدرس:

 السبورة ، الكتاب المدرسي الوسـائل التعليـميـة:         

 الكتاب المدرسي، الوثيقة المرافقة.الــمـراجــــع: 

 

 الكفاءات المستهدفة:

 تعيين دالة أصلية لدالة مستمرة على مجال •

 أجل قيمة معطاة للمتغير. تعيين الدالة الأصلية التي تأخذ قيمة معلومة من •
 
 نشاط  .1

المعرفتين على Fو fنعتبر الدالتين 3;  :كما يلي 

  
 

2

2

6

3

x x
f x

x

 



و            

2 3

3

x
F x x

x


 


 

من xتحقق أنه من أجل كل . 3;  ،   F x f x  

من xبحيث من أجل كل Gاقترح دالة أخرى . 3;  ،   G x f x  

على fدالتان أصليتان للدالة Gو Fنقول أن  3; . 

 .Iقابلة للاشتقاق على fو Iدالتان معرفتان على مجال Fو f تعريف:
I ،من xإذا كان من أجل كل         F x f x  :نقول أن 

• f هي الدالة المشتقة للدالةF. 

• F دالة أصلية للدالةf علىI. 
 . الدالة الأصلية لدالة على مجال2

 .Iدالة معرفة على مجال f تعريف:
Fمشتقتها Iقابلة للاشتقاق على Fكل دالة Iعلى المجال fنسمي دالة أصلية للدالة      هيf. 

I ،من xمن أجل كل                                      F x f x    

بـِ  المعرفة على Fالدالة  مثال:  2 3 1F x x x   للدالة هي دالة أصلية علىf على المعرفة 

بـِ   2 3f x x  لأن من أجل كلx لدينا:  من   2 3F x x f x   . 

          الدالةG بـِ  المعرفة على  2 3 2F x x x   للدالة هي كذلك دالة أصلية علىf  

لدينا:  من xلأن من أجل كل   2 3G x x f x   . 

 . مجموعة الدوال الأصلية لدالة3
 خواص ) دون برهان (: 
  إذا كانتf دالة مستمرة على مجالI فإنf تقبل دوالا أصلية علىI. 
  إذا كانتF دالة أصلية للدالةf على المجالI فإن كل الدوال الأصلية للدالةf علىI  الدوالهي: 
    x F x k حيثk  .عدد حقيقي ثابت 

 
 
 
 
 
 دالتان أصليتان لنفس الدالة تختلفان بثابت فقط. نتيجة: 



بـِ  الدالة المعرفة على fلتكن مثال:   23 4 2f x x x  كل الدوال الأصلية للدالة .f هي الدوال علىF 

بـِ  المعرفة على  3 22 2F x x x x k    حيثk .عدد حقيقي ثابت  

 
 . الدالة الأصلية التي تأخذ قيمة معلومة من أجل قيمة للمتغير4

 عدد حقيقي كيفي. 0yو Iعدد حقيقي من I.0xدالة مستمرة على مجال f خاصية:    

تحقق الشرط   Iعلى المجال fللدالة Fتوجد دالة أصلية وحيدة     0 0F x y. 

 إحدى هذه الدوال الأصلية. Gو لتكنIفهي تقبل دوالا أصلية على Iمستمرة على fبما أن الدالة البرهان:    
I ،من xفإن من أجل كل Iعلى fدالة أصلية أخرى للدالة Fإذا كانت   F x G x k  حيثk .عدد حقيقي 

الشرط 0 0F x y  يعني أن 0 0G x k y  أي أن 0 0k y G x العدد الحقيقي . لقد تم هكذا تحديدk. 

تحقق الشرط   Iعلى المجال fللدالة Fتوجد إذن دالة أصلية وحيدة 0 0F x y :و لدينا 

     0 0F x G x y G x                                

 التفسير البياني:  

التمثيلات البيانية في معلم ; ,O i j للدوال الأصلية للدالةf  

kتستنتج من أحدها بواسطة انسحابات شعاعها j حيثk عدد حقيقي . 

واحد فقط من بين هذه التمثيلات البيانية يمر من النقطة 0 0;A x y. 

 . تمارين5 
المعرفتين على  gو fنعتبر الدالتين :1تمرين   1;  :كما يلي 

 
 

2

2

2 4

1

x x
f x

x


 


و     

1
2

1

x
F x x

x


 


 

على المجال fدالة أصلية للدالة Fبين أن الدالة     1; . 

 و أن من أجل Iقابلة للاشتقاق على Fيكفي أن نثبت أن Iعلى مجال fدالة أصلية لـِ  Fلإثبات أن طريقة:  
I ،من xكل      F x f x . 

دالة ناطقة معرفة على F الحل:    1;  فهي إذن قابلة للاشتقاق على 1;  و من أجل كلx من

 1;      :لدينا 
   

   
2 2

1 1 1 1 2
2 2

1 1

x x
F x

x x

  
    

 
 

و منه:  
 

 

 

 

  

 

 

 

2
2

2 2 2 2

2 1 1 2 1 1 1 12 2 1 2 2

1 1 1 1

x x xx x x
F x

x x x x

                 
   

 

و بالتالي:       
   

 
2 2

2 2

2 4 2 4

1 1

x x x x
F x f x

x x

  
    

 
 

من xمن أجل كلو هكذا   1; ،   F x f x إذن .F  ِدالة أصلية لـf على المجال 1; . 

 
 
 
 
 
 

)بـِ:   المعرفة على  fالدالة نعتبر :2تمرين  ) 2 cosf x x x  

 .على fعين كل الدوال الأصلية للدالة .1

و التي تحقق  على fللدالة Fعين الدالة الأصلية.  2  1F   . 

 الحل:  
2هي الدوال على f. كل الدوال الأصلية للدالة1 sinx x x k  حيثk .عدد حقيقي 
. لدينا من جهة2  2 sinF x x x k   و لدينا من جهة ثانية  1F   . 



  1F     2يعني 0 1k      21و منهk    نجد هكذا أن .  2 2sin 1F x x x        

المعرفتين على  Gو Fالدالتيننعتبر  :3تمرين  2; :كما يلي 

                  
2 2 3

2

x x
F x

x

 



و       

2 1

2

x
G x x

x


 


 

 دالتان أصليتان لنفس الدالة. Gو Fباستعمال طريقتين مختلفتين بين أن   
من xنبين أنه من أجل كل الطريقة الأولى:    الحل:    2; ،   F x G x  

من xمن أجل كل 2;، 
 

2

2

4 1

2

x x
F x

x

 
 


و   

 

2

2

4 1

2

x x
G x

x

 
 


 

من xإذن من أجل كل 2; ،   F x G x .الدالتان هما إذن دالتان أصليتان لنفس الدالة . 

من xنبين أنه من أجل كل الطريقة الثانية:           2; ،   F x G x k  حيثk .عدد حقيقي 

من xمن أجل كل 2;  ،   
 2 2 22 3 2 1

2
2 2 2

xx x x
F x G x x

x x x

     
         

    
           

 
 

 



 ساعات 03 الـمـدة:                      ثالثة علوم تجريبية المستوى:                          08/04/2015التاريخ:

                                                          التحليل.  المجال التعـليــمـــي:    

    والحساب التكاملي.الدوال الاصلية   (:05الـوحدة التعليميـة )    

 .حساب الدوال الأصلية مــوضـوع الدرس:    

 السبورة ، الكتاب المدرسي   الوسـائل التعليـميـة:           

 الكتاب المدرسي، الوثيقة المرافقة. الــمـراجــــع:    

 

 الكفاءات المستهدفة:  

 تعيين دالة أصلية لدالة مستمرة على مجال •

 الأصلية التي تأخذ قيمة معلومة من أجل قيمة معطاة للمتغير.تعيين الدالة 

 . الدوال الأصلية لدوال مألوفة1
 تم الحصول على النتائج الملخصة في الجدول الموالي انطلاقا من قراءة عكسية لمشتقات دوال مألوفة.      

 عددا حقيقيا كيفيا. c. يمثلFهي الدوال Iعلى المجال fالدوال الأصلية للدالة  

I   F x   f x  

 ax c a (a ) عدد حقيقي 

 
21

2
x c x 

 
11

1

nx c
n

 


 nx  (n  ) 

 ;0 أو 0; 
1

c
x

  
2

1

x
 

 ;0 أو 0; 
  1

1

1 n
c

n x 
 


  

1
nx

(n 2وn ) 

 0; 2 x c 
1

x
 

 cosx c  sin x 

 sin x c cosx 

;
2 2

k k
 

 
 
   
 

 k  
tan x c 

2

2

1
1 tan

cos
x

x
  

 . خواص2
إذا كانتFوG   دالتين أصليتين على الترتيب لـf وg على مجالI فإنF G   دالة أصلية لـf g علىI. 

    كانتإذاF دالة أصلية للدالةf على مجالI فإنkF دالة أصلية للدالةkf علىI k . 

 الأصلية و العمليات على الدوال. الدوال 3
u دالة قابلة للاشتقاق على مجالI. 
 
 
 

 fالدالة Iعلى fالدوال الأصلية للدالة uشروط على الدالة

 21

2
u c u u 

 11

1

nu c
n

 


 nu u  (n  ) 

،Iمن xمن أجل كل

  0u x  
1

c
u

  
2

u

u


 



،Iمن xمن أجل كل

  0u x    1

1

1 n
c

n u 
 


 

n

u

u


(n 2وn ) 

،Iمن xمن أجل كل

  0u x  2 u c 
u

u


 

 . تمارين 4 
 المعطى لكل دالة من الدوال التالية: Iعين دالة أصلية على المجال :1تمرين   

   3 3 5f x x x   وI   2

2
g x

x
 و ;0I    3

3 1
h x

x x
  و 0;I   

 معرفة بـ  : على fللدالة Fدالة أصلية  الحل:   

  3 1 2 4 21 1 1 3
3 5 5

3 1 2 4 2
F x x x x x x x      


 

 دالة أصليةG للدالةg على ;0I   :  معرفة بـ 

 
1 2

2G x
x x

 
    

 
 

 دالة أصليةH للدالةh على 0;I   :  معرفة بـ 

 
  3 1 2

1 3
3 2 2

3 1 2
H x x x

x x

 
        

 

 المعطى لكل دالة من الدوال التالية: Iعين دالة أصلية على المجال :2تمرين    

       
2

2( ) 1 2 5f x x x x    وI      
2

3

1

x
g x

x



Iو   

 يمكننا: fلدالة Iلتعيين دالة أصلية على مجال طريقة:

nuتكتب على أحد الأشكال  f. ملاحظة إذا كانت1 u أو
n

u

u


أو 

u

u


مع تحديد عبارة   u x. 

. حساب2 u x ثم تحديد عددا حقيقياk   بحيثnf k u u  أو
n

u
f k

u


  أو

u
f k

u


 . 

 . تطبيق قواعد الدوال الأصلية.3
 الحل:    

nuمن الشكل fيظهر و أن الدالة • u  مع  2 2 5u x x x  . 

لدينا   2 2u x x    أي أن   2 1u x x    و منه 
1

1
2

x u x  

نجد هكذا أن:      
21

2
f x u x u x      21أي أن

2
f u u . 

، من xو بالتالي فإن من أجل كل   
31 1

2 3
F x u x      أي   

3
21

2 5
6

F x x x  . 

من الشكل gيظهر و أن الدالة •
u

u


مع    2 1u x x . 

لدينا   2u x x  أي أن  و منه 
3

3
2

x u x  :نجد هكذا أن 
 

 

3

2

u x
g x

u x


   أي أن

3

2

u
g

u


 . 

، من xأجل كلو بالتالي فإن من      
3

2 3
2

G x u x u x    أي  23 1G x x . 

. الدوال الأصلية للدوال 5   u x
x u x e    u x

x u x e 

 فإن: Iدالة قابلة للاشتقاق على مجال uإذا كانت خاصية:

الدالة  •        
:

u x
f x e قابلة للاشتقاق علىI و لدينا من أجل كلx منI ،     u x

f x u x e . 

الدالة  •        u x
x e      دالة أصلية للدالة   u x

x u x e  علىI. 

 :Iعلى المجال fعين في كل حالة من الحالات التالية دالة أصلية للدالة  :1تطبيق



1 . 
1

2

1
xf x e

x
     ، 0;I           .3 . 

2 31

2

x xf x x e   
   
 

     ،I . 

2 .  ax bf x e      ،I                     .4 .     sin 2
cos 2

x
f x x e     ،I . 

بـ   المعرفة على fنعتبر الدالة   :2تطبيق   24 xf x xe 

المعرفة بـ    Fبحيث تكون الدالة  bو aعين العددين الحقيقيين    2xF x ax b e   دالة أصلية  الدالةf  على. 

. الدوال الأصلية للدوال 6
 

 

u x
x

u x


 

 فإن: Iدالة قابلة للاشتقاق و موجبة تماما على مجال uإذا كانت خاصية:

الدالة  •        : lnf x u x   قابلة للاشتقاق علىI و لدينا من أجل كلx منI ، 
 

 

u x
f x

u x


 . 

الدالة  •        lnx u x        دالة أصلية للدالة
 

 

u x
x

u x


 .Iعلى  

 :Iعلى المجال fدالة أصلية للدالةعين في كل حالة من الحالات التالية   :1تطبيق  

1 . 
1

2
f x

x



     ، 2;I            .3 . 

cos

sin

x
f x

x
     ، 0;I . 

 

2 .  2 1

x
f x

x



     ، 1;I             .4 . 

2

1

x

x

e
f x

e





     ،I . 

المعرفة على fنعتبر الدالة :2تطبيق   2;    بـ 
 

2

2 3

2

x
f x

x





 

من xبحيث من أجل كل bو a. عين العددين الحقيقيين1 2; ، 
 

2
2 2

a b
f x

x x
 

 
. 

على f. استنتج دالة أصلية للدالة2 2; . 

المعرفة على fالدالةنعتبر  :3تطبيق   0;   بـ 
2

1

x

x

e
f x

e





 

من xبحيث من أجل كل bو a. عين العددين الحقيقيين1 0;، 
1

x

x

be
f x a

e
 


. 

على f. استنتج دالة أصلية للدالة2 0;. 

 



 ساعات 02 الـمـدة:                   ثالثة علوم تجريبية المستوى:                12/04/2015 التاريخ:         

                                                          التحليل.  المجال التعـليــمـــي:     

    الدوال الاصلية والحساب التكاملي.(:  05الـوحدة التعليميـة )     

 المعادلات التفاضلية مــوضـوع الدرس:
 السبورة ، الكتاب المدرسي الوسـائل التعليـميـة:              

 .الكتاب المدرسي، الوثيقة المرافقةالــمـراجــــع:      

 الكفاءات المستهدفة:    

من الشكل حل معادلات تفاضلية • y f x  و y f x . 

 معادلة تفاضلية هي معادلة: تذكير:. 1

 أو حرف آخر. y،zالمجهول فيها دالة غالبا ما نرمز إليها بالرمز •

y) المشتقة الأولى yتظهر فيها بعض مشتقات •  أو مشتقات من رتبة أكبرy  .) ... 

نسمي حلا لمعادلة تفاضلية  • E في مجالI  كل دالة تحقق E فيI. 

:الدالة مثال: 1 siny x x للمعادلة التفاضلية:  هي حل فيcosy x . 

. المعادلات التفاضلية من الشكل2 y f x  

فإن حلول المعادلة التفاضلية   Iدالة أصلية لها على Fو كانت Iدالة مستمرة على مجال fإذا كانت  مبرهنة:

 y f x  هي الدوالy :حيث y F x c  معc  .عدد حقيقي ثابت 

التي تحقق yمن الواضح أن الدوال البرهان: y f x  هي الدوال الأصلية للدالةf علىI و منه إذا كانF  دالة

هي الدوال Iعلى fفإن كل الدوال الأصلية لـ   Iعلى fأصلية لـ   x F x c حيثc .عدد حقيقي  

حلول المعادلة التفاضلية  مثال: 
2

1
y

x
  في 0; هي الدوالy :حيث

1
y c

x
   معc .ثابت حقيقي 

. المعادلات التفاضلية من الشكل3 y f x  

 دالة أصلية Gو كانت Iدالة أصلية لها على Fو إذا كانت Iدالة مستمرة على مجال fإذا كانت مبرهنة:  
فإن حلول المعادلة التفاضلية  Iعلى Fللدالة     y f x  هي الدوالy :حيث  1 2y G x c x c    

 عددان حقيقيان ثابتان. 2cو 1cمع   

نعلم أن  البرهان:  y y    و منه y f x   تعني   y f x  أي  1y F x c   :حيث 

 F دالة أصلية للدالةf علىI 1وc :عدد حقيقي ثابت. لدينا من جهة ثانية 

   1y F x c    تعني  1 2y G x c x c   حيثG دالة أصلية للدالةF علىI.1c 2وc.عددان حقيقيان ثابتان 

 ( Iفهي إذن مستمرة على هذا المجال و بالتالي فهي تقبل دوال أصلية على Iقابلة للاشتقاق على F) الدالة 
sinyحلول المعادلة التفاضلية  مثال: x  هي الدوال فيy :حيثsiny x ax b   .a،b  .ثابتان 

. المعادلات التفاضلية من الشكل4
2y y   

2yعددا حقيقيا غير معدوم فإن حلول المعادلة التفاضلية  إذا كان مبرهنة ) دون برهان (: y    هي 

1حيث: yالدوال     2cos siny c x c x     1معc 2وc .عددان حقيقيان ثابتان 

1حيث: yيمككنا ان نتأكد من أن الدوال ملاحظة: 2cos siny c x c x    1، معc 2وcعددان حقيقيان 

2yثابتان، حلول للمعادلة التفاضلية   y   و ذلك باشتقاق الدالةy  .مرتين 

2yحلول المعادلة التفاضلية  مثال:       y     هي الدوال فيy :حيث   1 2cos 2 sin 2y c x c x  

 عددان حقيقيان ثابتان. 2cو 1cمع     

 
 
 
 
 

 



 تمارين  .5
  :1تمرين    
المعادلة التفاضلية  حل في. 1 23 2 5y x x E   . 

حل المعادلة التفاضلية F. عين 2 E :بحيث 1 2F  . 

  الحل:   
23. دالة أصلية للدالة1 2 5x x x   3هي الدالة 2 5x x x x  و بالتالي فإن حلول المعادلة E 

3حيث: yهي الدوال  2 5y x x x c    معc .عدد حقيقي ثابت 

. لدينا 2  3 2 5F x x x x c    و 1 2F    3و منه 21 1 5 1 2c       7أيc  . 

الذي يحقق الشرط Fإذن الحل 1 2F   هي الدالةF  :حيث  3 2 5 7F x x x x   . 

المعادلة التفاضلية  حل في :2تمرين   2cos 2
4

y x E
 

   
 

. 

 الحل:  

2cos دالة أصلية للدالة  2
4

x x
 

 
 

sinهي الدالة   2
4

x x
 

 
 

 و دالة أصلية للدالة 

 sin 2
4

x x
 

 
 

هي الدالة   
1

cos 2
2 4

x x
 

  
 

بالتالي فإن حلول المعادلة  E 

حيث:  yهي الدوال 
1 2

1
cos 2

2 4
y x c x c

 
     

 
 عددان حقيقيان ثابتان. 2cو 1cمع 

المعادلة التفاضلية  فينعتبر  :3تمرين   2 0y y E . 

المعادلة التفاضلية . حل في1 E . 

الذي يحقق الشرطين: F. عين الحل 2
1 2

2 3
F
 

 
 

و 
2

0
3

F
 
  
 

. 

 الحل:  
2. نلاحظ أولا أن 1 0y y   2تعنيy y    2فإن حلول المعادلة التفاضلية و منهy y    هي 

1حيث: yالدوال     2cos siny c x c x     1معc 2وc .عددان حقيقيان ثابتان 

. لدينا: 2  1 2cos sinF x c x c x   و
1 2

2 3
F
 

 
 

و 
2

0
3

F
 
  
 

. 

لدينا:   1 2sin cosF x c x c x        :و بالتالي 

1 2

2 3

2
0

3

F

F

  
 

  


      

يعني  
1 2

1 2

2
cos sin

2 2 3

2 2
sin cos 0

3 3

c c

c c

 

 
 


 


  


أي  

2

1 2

2

3

3 1
0

2 2

c

c c 





              

 

إذن
2

1 2

2

3

3 1
0

2 2

c

c c





  


ومنه  
2

2

3
c  1و

2

3 3
c  :نجد هكذا .  

2 2
cos sin

33 3
F x x x    



2 3 4 5 6
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0 1
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0 1

1
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 ساعات 04 الـمـدة:                      ثالثة علوم تجريبية المستوى:                      15/04/2015التاريخ:    
                                                          التحليل.  المجال التعـليــمـــي:

    التكاملي.الدوال الاصلية والحساب (:  05الـوحدة التعليميـة ) 
 تكامل دالة مــوضـوع الدرس:

 السبورة ، الكتاب المدرسي الوسـائل التعليـميـة:         
 الكتاب المدرسي، الوثيقة المرافقة.الــمـراجــــع: 

 
 الكفاءات المستهدفة

 توظيف خواص التكامل لحساب دوال أصلية. •
 توظيف خواص التكامل لحساب مساحة سطح معطى. •

                           

   I.  نشاط        

المستوي في كل ما سيأتي بمعلم متعامد و متجانس نزود       ; ,O i j 1حيث وحدة الأطوال هيcm. 

بـِ  المعرفة على 1fنعتبر الدالة (1 1 3f x .  

و ليكن    1C تمثيلها البياني في المعلم المتعامد و المتجانس ; ,O i j. 

إلى مساحة الحيز الملون تحت المنحني  1Aنرمز بـِ  1C بين 

 . 5و  0العددين 

 .1Aالمساحة 2cmأحسب بـِ  •

 .على 1fللدالة 1Fعين دالة أصلية •

أحسب   •   1 15 0F F. 

 
بـِ  المعرفة على 2fنعتبر الدالة (2 2 3f x x  .  

و ليكن     2C تمثيلها البياني في المعلم المتعامد و المتجانس ; ,O i j.  

إلى مساحة الحيز المحدد بالمنحني 2Aنرمز بـِ    2Cمحور الفواصل ، 

1xو المستقيمين اللذين معادلتاهما     3وx . 

 .2Aالمساحة 2cmأحسب بـِ  •

 . على 2fللدالة 2Fعين دالة أصلية •

أحسب   •   2 23 1F F . 

 

II .تكامل دالة 
 . الدالة الأصلية و مساحة حيز تحت منحن1

aحيث Iعددان حقيقيان من bو I.aدالة مستمرة و موجبة على مجال f خاصية:   b. fC منحنيf  

في معلم متعامد     ; ,O A B وF  ِدالة أصلية لـf علىI. 

مساحة الحيز تحت المنحني    fC بين العددينa وb  هو العدد الحقيقي   F b F a    . 

 
 
 
 
 
 
 
 



a b2 3 4 5

2

3

0 1

1

x

y

a b

 
  ملاحظات:  

. الحيز تحت المنحني1 fC بين العددينa وb هو 

الحيز المحدد بالمنحني  fCمحور الفواصل و المستقيمين ، 

xاللذين معادلتاهما   a وx b. 
  OAKB. وحدة المساحة هي مساحة المستطيل2

هي النقطة التي إحداثياها  Kحيث 1;1. 

 تعريف التكامل. 2
    f دالة مستمرة على مجالI.a وb من عددان حقيقيانIإذا كانت .F وG دالتين أصليتين للدالةf علىI فإنه 

I ،من xبحيث من أجل كل kيوجد عدد حقيقي    G x F x k . 

لدينا:             G b G a F b k F a k F b F a             

نلاحظ هكذا أن العدد   F b F a مستقل عن اختيار الدالة الأصلية للدالةf على المجالI. 

 .Iعددان حقيقيان من bو I.aدالة مستمرة على مجال f  تعريف:
يسمى العدد الحقيقي        F b F a حيث ،F دالة أصلية للدالةf علىIالتكامل من ،a إلىb  ِلـf 

و نرمز إليه بالرمز     
b

a

f x dxنقرأ:" التكامل من .a إلىb  ِلـ f x تفاضلx ." 

  :ملاحظة  

. عمليا لحساب العدد1 
b

a

f x dx نقوم بتعيين دالة أصليةF للدالةfعلى مجالI يشمل العددينa وb :ثم نكتب 

       
b

b

a
a

f x dx F x F b F a     

،... فيكون لدينا مثلا t،qبأحد الحروف x. يمكن استبدال المتغير2   
b b

a a

f x dx f t dt  

aحيث Iمن عددان حقيقيان bو I.aدالة مستمرة و موجبة على مجال f  خاصية: b. fC منحنيf 

. مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنيIعلى fدالة أصلية لـِ  Fفي معلم متعامد و     fC و بالمستقيمات التي 

xمعادلاتها     a ،x b 0وy   هو العدد الحقيقي 
b

a

f x dx. 

 أحسب التكاملات التالية: :1تمرين   

1 ) 
2

2

1

3 1x dx


              2 )
1

2 1

0

xe dx

             3 )sin xdx





 

  الحل:   

1 .     
2

2
2 3

1
1

3 1 6 0 6x dx x x




           . 

2 .   
1 2

1
2 1 2 1 1

0
0

1 1 1

2 2 2

x x e
e dx e e e

e

   
        . 

3 .     sin cos 1 1 0xdx x











    . 

 
 
 

II .خواص التكامل 
 . علاقة شال1



 لدينا: Iمن cو  a ،bمن أجل كل أعداد حقيقية  .Iدالة مستمرة على مجال  fخاصية:     

                                    
b c c

a b a

f x dx f x dx f x dx    

 فإن: Iعلى fدالة أصلية لـِ  Fإذا كانت البرهان:

                 
b c c

a b a

f x dx f x dx F b F a F c F b F c F a f x dx                    

من الواضح أن نتائج:  0

a

a

f x dx  ومنه إذا أخذناc a نحصل على   
b a

a b

f x dx f x dx   

 . الخطية2
 لدينا:Iمن bو aمن أجل كل عددين حقيقيينعدد حقيقي. kو Iدالتان مستمرتان على مجال gو f خاصية:  

       1        
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx          و 2   
b b

a a

k f x dx k f x dx  

العلاقة البرهان:   1نعلم أنه إذا كانت :F وG دالتين أصليتين على الترتيب للدالتينf وg على المجالI  فإن الدالة

F G   دالة أصلية للدالةf g على المجالI:و منه. 

               

           

b
b

a
a

b b

a a

f x g x dx F x G x F b G b F a G a

F b F a G b G a f x dx g x dx

                    

           



 

 

العلاقة 2: إذا كانت نتبع منهجية مماثلة علما أنهF  ِدالة أصلية لـf علىI فإنkF  ِدالة أصلية لـkfعلىI. 

 . المقارنة3
دالتان مستمرتان على مجال gو f خواص: ;a b. 

    1 إذا كان من أجل كلx من ;a b،  0f x   فإن  0

b

a

f x dx  

    2 إذا كان من أجل كلx من ;a b،   f x g x فإن   
b b

a a

f x dx g x dx  

 البرهان: 
العلاقة  1إذا كانت :F  ِدالة أصلية لـf علىI أجل كل فإن منx منI،   F x f x و بما أن .  0f x  على

 ;a b فإنF متزايدة على ;a b و بالتالي   F a F b أي    0F b F a   و منه  0

b

a

f x dx  بالنسبة لبرهان .

العلاقة 2  يكفي أن نلاحظ أن    0g x f x  .و نطبق النتائج السابقة 

   

أحسب التكامل التالي:  :2تمرين 
3

2

0

1x dx 

، عبارة xنكتب، حسب قيم طريقة:   f x دون رمز القيمة المطلقة لنتمكن من تعيين دوال أصلية للدالةf. 

 
 
 
 
 

2 الحل:   1x   1كثير حدود من الدرجة الثانية جذراه ،1 :و بالتالي 

من xمن أجل كل • 0;1 ،2 1 0x    2إذن 21 1x x   . 



من xمن أجل كل • 1;3 ،2 1 0x    2إذن 21 1x x  . 

باستعمال علاقة شال يكون لدينا:    
3 1 3 1 3

2 2 2 2 2

0 0 1 0 1

1 1 1 1 1x dx x dx x dx x dx x dx              

و منه 
1 33

2 3 3

0 10

1 1 1 27 1 22
1 1 0 3 1

3 3 3 3 3 3
x dx x x x x

            
                         

            
 

نعتبر التكاملين:  :3تمرين   
4

2

0

cosA x dx



   و
4

2

0

sinB x dx



   

Aأحسب    B  وA B  ثم استنتجA وB. 
 الحل:    

   
4 4 4 4

2 2 2 2 4
0

0 0 0 0

cos sin cos sin
4

A B xdx xdx B x x dx dx x

   




           . 

   
4 4 4 4

4
2 2 2 2

00 0 0 0

1 1
cos sin cos sin cos2 sin 2

2 2
A B x dx x dx B x x dx xdx x

   


 
         

 
    

لدينا  
4

A B


  و 
1

2
A B  بعد حل هذه الجملة نجد .

2

8
A

 
    و

2

8
B

 
. 

نعتبر التكامل :  4تمرين   
1

2

0

1

1
I dt

t


 

من  t.  بين أنه من أجل كل1 0;1  ،
2

1
1

1t



. 

 .  I.  استنتج حصرا للعدد2
 الحل:     

من t.  من أجل كل1 0;1،21 1t    من أجل كلو منهt من 0;1،
2

1
1

1 t



. 

0.  بما أن 2 1  و بتطبيق خاصية المحافظة على الترتيب نستنتج أن
1 1

2

0 0

1
1

1
dt dt

t


   

و بما أن  
1

1

0

0

1 1dt t   فإن
1

2

0

1
1

1
dt

t



من tأجل كل . من الواضح كذلك أنه من 0;1،

2

1
0

1 t



 

0Iو منه    :0. نستنتج هكذا الحصر التالي 1I . 
 

III .القيمة المتوسطة 
 . القيمة المتوسطة لدالة على مجال1

دالة مستمرة على مجال f تعريف: ;a b. 

على المجال fالقيمة المتوسطة للدالة ;a b  :هي العدد الحقيقي 
1

b

a

m f x dx
b a


  

    
 
 
 
 

موجبة على المجال fنفرض أن الدالة  التفسير البياني في حالة دالة موجبة:    ;a b. 

ليكن  C التمثيل البياني للدالةf في معلم متعامد ; ,O I J. 



m

M

a b0 1

1

x

y

m

M

a b

       
1

b

a

m f x dx
b a


    يعني     

b

a

m b a f x dx     

نعلم أن 
b

a

f x dx هو مساحة الحيز الواقع تحت المنحني C بينa وb. 

 m b a  هي مساحة المستطيل الذي بعداهb a وm.) القيمة المتوسطة ( 

على  fالقيمة المتوسطة لـِ  ،mو هكذا فإن ;a bهي " ارتفاع " المستطيل  ، 

bالذي قاعدته   a و الذي له نفس مساحة الحيز الواقع تحت المنحني C بينa وb. 

 نلاحظ أن للحيزين الملونيين بالأزرق و الأحمر نفس المساحة. 
 . حصر القيمة المتوسطة2

دالة مستمرة على مجال f خواص:     ;a b. 

من xبحيث من أجل كل Mو mإذا وجد عددان حقيقيان    ;a b ، m f x M  :فإن 

     
b

a

m b a f x dx M b a    

من xمن أجل كل البرهان:   ;a b :لدينا m f x M       :و منه و باستعمال خاصية المقارنة يكون لدينا

 
b b b

a a a

mdx f x dx Mdx       أي 
b b b

a a a

m dx f x dx M dx     و بما أن
b

a

dx b a  نحصل على 

      
b

a

m b a f x dx M b a   . 

    Mو وجد عدد حقيقي  Iعددان حقيقيان من bو aوكان Iدالة مستمرة على مجال fإذا كانت حالة خاصة:   

I ،من xبحيث من أجل كل   f x M      فإن 
b

a

f x dx M b a . 

0mموجبة و fالتفسير البياني في حالة : مساحة الحيز تحت المنحني 
 Mو mمحصورة بين مساحتي المستطيلين اللذين ارتفاعهما bو aبين fالممثل لـِ 

bو عرضهما aكما أن القيمة المتوسطة . هي الأخرى محصورة بينa وb. 

المعرفة على fنعتبر الدالة :5تمرين  1;1  ِبـ  2f x x  

. أرسم التمثيل البياني1 C للدالةf في معلم متعامد و متجانس ثم أحسب القيمة المتوسطة للدالةf على 

المجال     1;1. 

 . فسر بيانيا النتيجة.2
  الحل:   

1 .
 

1
1

2 3

1
1

1 1 1 1

1 1 2 3 3
x dx x




       . 

 
. مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحني2 C و المستقيمات 

1xالتي معادلاتها    ،1x  0وy  تساوي مساحة المستطيل 

ABCD و 2الذي بعداه
1

3
علما أن  1;0A ،

1
1;

3
B
 
 
 

 ،
1

1;
3

C
 
 
 

و  1;0D . 

 
 
 
 

المعرفة على fنعتبر الدالة :6تمرين  1;   ِبـ   1 ln 1f x x      



على المجال fاتجاه تغير الدالة. أدرس 1 0; 1e . 

. استنتج حصرا لـِ 2 f x. 

. استنتج حصرا للعدد الحقيقي 3 
1

1

e

I f x dx



  

 الحل:  

من x. لدينا من أجل كل1 1;  ، 
1

0
1

f x
x

  


متزايدة تماما على f. إذن  1;  و منه على 

المجال  0; 1e . 

من x. نستنتج أنه من أجل كل2 0; 1e ،     0 1f f x f e   أي 1 2f x . 

. بتطبيق حصر القيمة المتوسطة نجد 3     
1

1

2 2 2

e

e f x dx e



   . 

IV.التمديد إلى دالة إشارتها كيفية 
 . تكامل دالة سالبة على مجال1

دالة مستمرة و سالبة على مجال  fلتكن    ;a bو ليكن . fC  تمثيلها البياني في معلم متعامد ; ,O i j. 

المحدد بالمنحني Dإلى مساحة الحيز Aنرمز بـِ   fC و بالمستقيمات التي معادلاتها 

 x a ،x b 0وy   ِو بـA  إلى مساحةD   الحيز المحدد بالمنحني fC 
 D  

xو بالمستقيمات التي معادلاتها  a ،x b 0وy . 

سالبة على  fبما أن   ;a b   فإنf موجبة على ;a b  و بالتالي 
b

a

A f x dx     D 

Dو Dالحيزان    متناظران بالنسبة إلى محور الفواصل فمساحتاهما متساويتان أيA A . 

و بالتالي فإن  
b

a

A f x dx  أو 
b

a

f x dx A  نقول أحيانا أن . 
b

a

f x dx هي المساحة الجبرية للحيزD 

سالبة على fفتكون سالبة إذا كانت ;a b و تكون موجبة إذا كانتf موجبة على ;a b. 

 . تكامل دالة تغير إشارتها على مجال2

دالة مستمرة و تغير إشارتها على مجال fلتكن مثلا  ;a bو ليكن fC  تمثيلها البياني في معلم متعامد ; ,O i j                          .

المحدد بالمنحني  Dإلى مساحة الحيز Aنرمز بـِ  fC و بالمستقيمات التي معادلاتهاx a ،x b 0وy  . 

 
 
 

 2D 

                     3D 

                                                 1D  

 
 

موجبة على fنلاحظ مثلا في الشكل أعلاه  أن ;c d  و سالبة على المجالين ;a c  و ;d b. 

 .3Dإلى مساحة الحيز 3Aو بـِ  2Dإلى مساحة الحيز 2A، بـِ 1Dإلى مساحة الحيز 1Aنرمز بـِ 

 
 
 

1لدينا      2 3A A A A         و بما أن 1

C

a

A f x dx  ، 2

d

c

A f x dx   و 3

b

d

A f x dx  



0 1

1

x

y

فإن      
C d b

a c d

A f x dx f x dx f x dx      

 ملاحظة:
xبصفة عامة لحساب مساحة حيز محدد بالمستقيمات التي معادلاتها     a ،x b 0وy  و بمنحن ممثل لدالةf  

تغير إشارتها على  ;a b  نقوم أولا بتحديد المجالات التي تحتفظ فيها الدالة بإشارة ثابتة ) سالبة أو موجبة ( ثم نطبق

 النتيجة المناسبة على كل مجال من هذه المجالات.

المعرفة على fنعتبر الدالة :7تمرين  0;  ِبـ 
1

cos
2

f x x   

إشارة xثم حدد حسب قيم f. أدرس اتجاه تغير الدالة1 f x . 

. أرسم تمثيلها البياني2 C  .في معلم متعامد و متجانس 

مساحة الحيز المحدد بالمنحي A. أحسب3 C 0و بالمستقيمات التي معادلاتهاx ،x  0وy . 

  الحل:   
cosxنفس اتجاه تغير الدالة f.للدالة1 x فهي إذن متناقصة تماما على المجال 0; . 

لدينا  
3

0
2

f  و 
1

2
f    و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة تقبل المعادلة  0f x  حلا وحيدا في 0; 

   0f x   تعني
2

3
x


نستنتج أنه من أجل كل.x من

2
0;

3

 
 
 

،  0f x   

من xو من أجل كل
2

;
3




 
 
 

،  0f x  .                                                      

                                                               .أنظر الشكل المقابل.2

1.لدينا 3 2A A A  حيث 

2

3

1

0

A f x dx



                                             + 

و 2

2

3

A f x dx





                                  .   - 

  

2

3

1

0

1 3
sin .

2 3 2
A x x u a



 
    
 

و  
1

2

3

1 3
sin .

2 6 2
A x x u a





 
      

 
 

3و منه  .
6

A u a
 

  
 

. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 ساعات 04 الـمـدة:                      ثالثة علوم تجريبية المستوى:                   21/04/2015التاريخ:
                                                          التحليل.  المجال التعـليــمـــي:      

    التكاملي.الدوال الاصلية والحساب (:  05الـوحدة التعليميـة )     
 توظيف الحساب التكاملي لحساب دوال أصلية وتطبيقات لهمــوضـوع الدرس:      
 السبورة ، الكتاب المدرسي الوسـائل التعليـميـة:      
 الكتاب المدرسي، الوثيقة المرافقة.الــمـراجــــع:      

 الكفاءات المستهدفة

 استعمال التكامل بالتجزئة  •

 التكاملي لحل مشكلات بسيطة.توظيف الحساب  •

 حساب حجوم لمجسمات بسيطة. •
 
I توظيف الحساب التكاملي لحساب دوال أصلية . 
 . المكاملة بالتجزئة1

uبحيث أن الدالتين المشتقتين Iدالتين قابلتين للاشتقاق على مجال vو uلتكن مبرهنة:  وv  مستمرتان علىI . 
 لدينا:  Iمن bو aمن أجل كل عددين حقيقيين     

           
b b

b

a
a a

u x v x dx u x v x u x v x dx      

 
 و لدينا : Iقابلة للاشتقاق على  uvو منه الدالة الجداء  Iقابلتان للاشتقاق على vو uالدالتان  البرهان:

 uv u v uv    الدالتان .u وv  قابلتان للاشتقاق علىI فهما إذن مستمرتان علىIلدينا كذلك الدالتان .u  وv  

uو منه الدوال Iمستمرتان على v  ،uv   و مجموعهما uv  مستمرة علىIبحساب التكامل من .a إلىb  نحصل

على:            
b b

a a

uv x dx u x v x u x v x dx       :و باستعمال خواص الخطية نجد 

           
b b b

a a a

uv x dx u x v x dx u x v x dx       و علما أن الدالةuv   دالة أصلية للدالة uv   فإن 

           
b b

b

a
a a

u x v x u x v x dx u x v x dx       :و هكذا نصل إلى النتيجة 

           
b b

b

a
a a

u x v x dx u x v x u x v x dx      

 . الدالة الأصلية لدالة و التي تنعدم من أجل قيمة2
 .Iعدد حقيقي من aو Iدالة مستمرة على مجال f مبرهنة:

هي الدالة   aو التي تنعدم من أجل Iعلى fالدالة الأصلية الوحيدة للدالة         :

x

a

F x f t dt 

نضع    البرهان:   
x

a

F x f t dt   و منه إذا كانتG دالة أصلية للدالةf على المجالI :يكون لدينا 

I ،من xمن أجل كل      F x G x G a   :من أجل كل و بالتاليx منI ،     F x G x f x   

. بالإضافة إلى ذلك لدينا: Iعلى المجال fدالة أصلية للدالة  Fنستنتج أن الدالة       0F a G a G a  . 

 .aو التي تنعدم من أجل Iعلى fهي الدالة الأصلية الوحيدة للدالة Fالدالةإذن  

من الواضح أنه إذا كانت  ملاحظة:     
x

a

F x f t dt   فإن   F x f x . 

من  xنعلم أنه من أجل كل مثال:   0; ،   
1

ln x
x

   كما نعلم أن ln 1 0 :و بالتالي لدينا 



من  xمن أجل كل 0; ،
1

1
ln

x

x dt
t

 . 

 
 

 باستعمال المكاملة بالتجزئة أحسب: :1تمرين 

 
1

0

1 xI x e dx        و
3

0

sinJ x x dx



  

uعلى الشكل  fلاستعمال المكاملة بالتجزئة نكتب  طريقة:   v . 
  الحل:   

. نضع 1  1u x x    ،  xv x e     و منه  1u x     ،  xv x e 

بتطبيق مبدأ المكاملة بالتجزئة يكون لدينا:   
1

1

0
0

1 x xI x e e dx      

و منه   
1

0
1 1 1xI e e e         إذن .I e . 

كان بالإمكان وضع  ملاحظة:    xu x e   ،  1v x x     و من تم  xu x e  ،  21

2
v x x x  

 إلا أننا بعد التعويض نحصل على تكامل أكثر تعقيدا من الأول. 
. نضع 2 u x x   ،  sinv x x     و منه  1u x     ،  cosv x x  

بتطبيق مبدأ المكاملة بالتجزئة يكون لدينا:   
3

3
0

0

cos cosJ x x x dx





    

و منه   3
0

3
sin

6 6 2
J x

 
      إذن   .

3

6 2
J


  . 

lnxعين، باستعمال المكاملة بالتجزئة، الدالة الأصلية للدالة   :2تمرين     x 1و التي تنعدم عند. 
 
يمكنا دائما وضع  طريقة:       u x u x v x  حيث  1v x . 

 الحل:
lnxالدالة    x  مستمرة على المجال 0;هي الدالة 1. و بالتالي فدالتها الأصلية التي تنعدم عندF  المعرفة على

المجال  0;  ِبـ   
1

ln

x

F x t dt . 

نضع      lnu t t    ،  1v t    و منه 
1

u t
t

     ، v t t 

بتطبيق مبدأ المكاملة بالتجزئة يكون لدينا:     
1

1 1

1
ln ln

x x
x

F x t t t dt x x dt
t

      

و منه        
1

ln ln 1 ln 1
x

F x x x t x x x x x x         

lnxالدالة الأصلية للدالة   x المعرفة على المجال هي الدالة 0;  ِبـ  ln 1F x x x x  . 

lnxالدوال الأصلية للدالة ملاحظة:     x على المجال 0;  هي الدوالlnx x x x c  حيثc 

و بصفة عامة نثبت بإتباع نفس الطريقة  أن الدوال ألأصلية للدالة    lnx x a على المجال ;a  هي الدوال

   lnx x a x a x c     معc .عدد حقيقي ثابت 

 
 بعض تطبيقات الحساب التكاملي

 المجسمات البسيطة. حساب حجوم بعض 1



الفضاء منسوب إلى معلم متعامد    ; , ,O I J K  محاوره x x ، y y  و z z. 

وحدة الحجوم   .u v هي حجم متوازي المستطيلات المنشأ على ; , ,O I J K. 

نعتبر في الفضاء مجسما محددا بمستويين موازيين للمستوي   xOy :معادلتاهماz a  وz b  a b. 

لتكن  :1خاصية  S z مساحة مقطع المجسم بمستو مواز للمستوي xOy 

aحيث  zراقمه     z b . 

حيث:  Vنقبل أن حجم المجسم بوحدة الحجوم هو العدد الحقيقي    
b

a

V S z dz  

 أمثلة:  
 لدينا في الشكل المقابل كل من:

 حجم الكرة. •

 حجم المخروط الدوراني. •

 حجم الاسطوانة الدورانية. •
 

حجم مجسم دوراني محوره حالة خاصة:  x x 

ليكن    C المنحني الممثل لدالةf موجبة على مجال ;a bدوران المنحني . C 

حول المحور   x x يولد مساحة دورانية محورها x x التي بدورها تحدد مجسما 

دورانيا محوره  x x لتكن .  ;M x f x نقطة من المنحني C. 

دوران المنحني مقطع المجسم الناتج عن  C حول المحور x x  بمستو مار منM 

و عمودي على  x x  2هو قرص مساحتهHM   أي 
2

f x   . 

حجم مجسم  مولد بالدوران حول المحور  :2خاصية x x لمنحن C  ممثل لدالةf  مستمرة و موجبة على 

مجال      ;a b هو العدد الحقيقيV   :حيث 
2

b

a

V f x dx    

 . المسافة المقطوعة على مستقيم2
نرمز بـِ    x t إلى المسافة المقطوعة من قبل نقطة متحركة عند اللحظةt تعرف السرعة اللحظية  . v t  لهذه النقطة

بالعلاقة:  tالمتحركة عند اللحظة   
dx

v t x t
dt

       أي dx v t dt. 

2t و 1tالمسافة المقطوعة من قبل نقطة متحركة بين اللحظتين  خاصية: 1 2t t سرعتها اللحظية v t :هي 

 
2

1

t

t

x v t dt  

 

34هو:  Rبرهن أن حجم كرة نصف قطرها :3تمرين    

3
V R 

  
 
 
  الحل:  
نعتبر في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس   ; , ,O I J K  محاوره 

 x x ، y y  و z z  التي مركزهاالكرةO و نصف قطرهاR. 

مقطع هذه الكرة بمستو مواز للمستوي  xOy و راقمهz  حيثR z R   

هي دائرة مركزها  0;0;z  و نصف قطرهاr M  معOM R. 



0 1

1

x

y

Oلدينا في المثلث القائم  M :2 2 2r R z  و منه مساحة القرص الذي مركزه و نصف قطرهR :هي 

   2 2S z R z :الحجم هو إذن .   2 2

R R

R R

V S z dz R z dz
 

    :و بالتالي 

2 3 3 3 3 31 1 1

3 3 3

R

R

V R z z R R R R 


      
           

      
34و منه   

.
3

V R u v. 

ليكن   :4تمرين     C  التمثيل البياني للدالة: cosf x x  0على المجال;
2

 
 
 

. 

مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحني a. أحسب 1 C و محور الفواصل x x. 

الحجم المولد بدوران المنحني vأحسب. 2 C حول محور الفواصل x x. 

;0موجبة على المجال fنلاحظ أن الدالة الحل:    
2

 
 
 

. 

1 . 2

2

0

0

cos sin 1a x dx x




    1إذن .a u a 

2 . 
2 2

2 2

0 0

cosv f x dx x dx

 

                                 
2


 

2نعلم أن   1 cos2
cos

2

x
x


  2و منه دالة أصلية للدالةcosx x هي الدالة

1 1
sin 2

2 2
x x x

 
 

 
 على 

و هكذا نجد  
22

0

1 1 1
sin 2 0

2 2 2 2 4
v x x



 

    

        
    

21و منه    .
.

4
v u v. 

0tمن أجل  :5تمرين      :سرعة نقطة متحركة هي ،   12 .tV t t e m s   

1المسافة المقطوعة من قبل هذه النقطة المتحركة بين اللحظتين  xأحسب     1t s  2و 2t s. 

نعلم أن   الحل:     
2

1

t

t

x v t dt   و منه 
2

1

2 tx t e dt 2. دالة أصلية للدالة tt t e  هي الدالة  على

2 tt t e 

و منه       
2

2 2 2

1
4 1 3tx t e e e e e          . 

1إذن المسافة المقطوعة بين اللحظتين  1t s 2 .و 2t s هي 2 3e e m . 

 . مساحة حيز محدد بمنحنيين3 3
دالتين مستمرتين على مجال gو fإذا كانت نتيجة: ;a b بحيث من أجل كلx من ;a b ،   f x g x  

مساحة الحيزفإن      D المحدد بالمنحنيين fC ، gC  و بالمستقيمين اللذين معادلتاهماx a وx b :هي 

   
b

a

A f x g x dx    

 

المعرفة على fنعتبر الدالة تطبيق: 0;  ِبـ 
ln x

f x x
x

  

ليكن    fC تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس ; ,O I J  2حيث وحدة الطول هيcm. 

 .و عند 0محددا نهايتيها عند f. أدرس تغيرات الدالة1
. بين أن المنحني2 fC يقبل مستقيما مقاربا مائلا  .يطلب تعيين معادلة له 

. أدرس الأوضاع النسبية للمنحنيين3 fC و . 



مساحة الحيز المحدد بـِ  2cm. أحسب بـِ 4 fC ،  و المستقيمين اللذين معادلتاهما
1

x
e

  وx e. 
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