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 La dérivabilité    الاشتقــاق
  

I- الاشتقاق في نقطة 
 

) بــf المعرفة نعتبر الدالة  : تمهيد ) 2f x x=  
x0  تنمتي إلى مجال مفتوح مرآزه نفترض أن   2x =  

2x    ونضع h= +
)    لدينا ) ( ) 22 4 4f x f h h h= + = + +

0h2h
4 4h+

  

  . تكون مهملةفإن  إذا آانت 
) هو قيمة مقربة للعدد ومنه نعتبر ان العدد  )2f h+.  

)   : مثال ) ( )2,01 2 0,01 4 0,04 4,04f f= + = + =  
  

)    لدينا  ملاحظة )2 4f =  

)    إذن ) ( ) 22 2 4f h f h h+ − = +  

0h   نجدومن أجل  ≠( ) ( )2 2
4

f h f
h

h
+ −

= +  

)      ومنه ) ( )
0

2 2
m 4

h

f h f
h→

+ −
li =  

  
4اعتبرنا أن العدد   4h+ هو تقريب ل( 22لعدد   ( h+

)  يعني أنوهذا  )4 4 2x+ −2    2 بجوار x هو تقريب للعدد 

:أنشئ المستقيم  4 4D y x= )  والمنحنى − )  
  مـــــــــاذا تلاحـظ ؟

  
)المست : خلاصة ) )قي ) ) مماس للمنحنى في النقطة Dم )2,4A

4 4x x −f
.  

  .2 في النقطة ذات الأفصول  للدالةالدالة التآلفية المماسة  تسمى الدالة 
  

  الاشتقاق في نقطة

)  في الأمثلة السابقة أن حسابنا لاحظ     ) ( )0 0

0
lim
h

f x h f x
h→

+ −
f0   .x بدالة تآلفية بجوار   يساعدنا لتقريب

f0x  . دالة معرفة على مجال مفتوح مرآزه لتكن  تعريف

)f0x قابلة لللاشتقاق في الدالةنقول أن      بحيث l إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقي ) ( )0 0

0
m

h

f x h f x
l

h→

+ −
=

f0

li  

  .x في النقطة  للدالةالمشتق يسمى العدد lالعدد  
)  ونكتب )0' x=l f  

  
0x  إذا وضعنا  ملاحظة x h= +

  ن 

  

)فإ   ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0

0
0

lim lim
h x x

f x h f x f x f x
l

h x x→ →

+ − −
= =

−

( )

  

)      إذن ) ( ) ( ) ( )0 0 0f x f x l x x x x xϕ= + − + −  

)        مع )
0

lim 0xϕ
→x x

=  
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)  الدالة  : تعريف ) ( )0 0x f x l x x+ −f0   .x في النقطةالمماسة للدالةالدالة التآلفية   تسمى 
   في الحالات التالية ؟f0x قابلة للاشتقاق فيهل الدالة   : أمثلة

  a(  ( ) 2f x   x x= +0 1x =  

  b(  ( ) 1f x x= +0 0x   =  

  c(  ( ) 2

1
1

f x
x

=
+0 1x    =  

  d( (  )f x x=0 0x     =  
  

0x تكون متصلة في آل دالة قابلة للاشتقاق في   : خاصية 0x.  
  .عكس هذه الخاصية غير صحيح : ملاحظة

  
II-  الإشتقاق على اليسار–الإشتقاق على اليمين  
 

f :  بما يلي دالة عددية معرفة علىلتكن : تمهيد )1

( )
2 1, 0
1 , 0

1

x ax x
x

x
x

⎧ + + ≤
⎪= ⎨
⎪ +⎩

a

f
f

f  عدد حقيقي معلومحيث .  

  0 متصلة في بين أن )1
 0 قابلة للإشتقاق في  لكي تكونaحدد قيمة )2
  

 تعاريف )2
a- الاشتقاق على اليمين  
b- الاشتقاق على اليسار 
  

) في النقطةمعادلة نصف المماس للمنحنى"ندسي  التأويل اله )3 )( )0 0 0,M x f x

( )
" 

)fن و المنحنى الممثل للدالةليك   )( )0 0 0,M x f x
f0

) نقطة من ). 
   xفي ) أو على اليسار( قابلة للإشتقاق على اليمين إذا آانت

) ويكون المعامل الموجه هو يقبل نصف مماس في النقطة التي أفصولهافإن المنحنى )0'df x) أو( )0'gf x ( )0x(  
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      : الــمث

    
( )
( )

2

2

1, 0

1, 0

x x

f x x x x

⎧ = +f x⎪
⎨

= − + ≤⎪⎩
        

  
)ق فإن f قابلة للإشتقاإذا آانت(*)    ملاحظة ) ( )0 0' 'g df x f x=

f0

  
  x قابلة للإشتقاق على اليمين فيإذا آانت(*)    
  0xلإشتقاق على اليسار في        وقابلة ل    
)ان            وآ   ) ( )0 0' 'g df x f x=

f0

  
  x قابلة للإشتقاق في        فإن 
)         ولدينا ) ( ) ( )0 0 0' ' 'g df x f x f x= =  

III- الدالة المشتقة 
  

[ ],a bI =  بلية الإشتقاق على مجال مفتوح قا  تعريف : تعاريف )1

]قابلية الإشتقاق على مجال مغلق       تعريف ],a b
f

  
   I دالة قابلة للإشتقاق على مجال لتكن      تعريف
  : بما يلي Iالدالة المعرفة على     
        ' :f I →
         ( )'x f x

f
  

f'   ونرمز لها بــ I على المجال للدالةالمشتقة     تسمى الدالة 
)  الدالةمشتقة     )1 :أمثلة )f x k=  

)     مشتقة الدالة )2 )f x x=  

)    مشتقة الدالة )3 ) 2f x x= 

)    مشتقة الدالة )4 ) nfn∈ x x=   
  .  اجــاستنت

  
 ابلة للإشتقاقالعمليات على الدوال الق )2

( ) ( )0'f g x+ = 1(            

2(                  ( ) ( )0' xkf =    

( ) ( )0. 'f g x = 3(               

4(                 ( )0
1 ' x⎛ ⎞
g

=⎜ ⎟ 
⎝ ⎠
http// raqba.site.voila.fr/ 

5(                 ( )0'f x
g

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

   
  تطبيقـات

  .قة بعض الدوال الحدوديةمشت )1
1

nx
   مشتقة الدالة )2 

  أمثـلــة  
  استنتاج  

)    مشتقة الدالة )3 ) ax b
cx d

f x +
=

+
0c ≠   

  أمثـلــة  
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  استنتاج
 ريـةذمشتقة دالة ج )4
  

 مشتقة الدوال المثلثية الاعتيادية )3

sin    :رــتذآي sin 2cos sin
2 2

p q p qp q + −
− =  

    cos cos 2sin sin
2 2

p q p qp q + −
− = −  

  
)  لةمشتقة الدا .1.3 ) sinf x x=

  لة

 

)مشتقة الدا .2.3 ) cosf x x=

   ة

 

( ) tanf x x=   مشتقة الدال.  3.3
  

)  : مبرهنة ) ' .nu   1  .دالة قابلة للإشتقاق 'nnu u−=u

( )

 
 اتــتطبيق

  : حدد مشتقة الدوال التالية
  1(          ( )32 3f x x x= −    

  2(      ( ) 2sinf x x=  

  3(    ( ) ( )2 31 tanf x x x= +

    

  

  4(    ( ) cos sinf x x x= −

( )

  

  5(         2

cos sin
cos
x xf x

x
−

=

( )

  

  6(               
tan 1

cos
xf x

x
−

=

f

  

  
)     دالة معرفة بــg دالة قابلة للإشتقاق  ولتكن  : مبرهنة ) ( )g x f ax b= +

)g  ي الدالةــ ه     مشتقة الدالة   ) ( )' 'g x af ax b= +  
  

)     : ةــأمثل )'f⇒  ( ) ( )cosf x ax b= + ?x =    

      ( )'f( ) ( )sinf x xω ϕ= + ?x =  ⇒    

( )'f ?⇒    ( ) ( )tanf x ax b= + x =    

 ( )' ?f x =          ⇒  ( ) cos 2 sin
3
xf x x= −  

  
 مشتقة الدوال اللاجذرية )4

)   مشتقة الدالة .1.4 )  f x x=

)    ة ) ( ) fمشتقة الدال .2.4 x u x= 
  

  تطبيقـــات
  .للدوال الاعتياديةجدول الدوال المشتقة 

 
IV- التأويل الهندسي 
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0Mو M من نقطتان مختلفتان .  

0x 0 أفصولM.                           

0x h+ أفصول M.                 
) المعامل الموجه للمستقيم )0M M                     

                            هو

  ( ) ( )0 0f x h f x
h

+ −
                

)فإن 0Mمن Mنلاحظ أنه آلما اقتربت )0M MT

( )
  .تقترب من 

)  هو Tالمعامل الموجه للمستقيمومنه فإن  ) ( )
0

0 0
0m '

h

f x h f x
li f x

h→

+ −
=  

  f0x دالة قابلة للاشتقاق في لتكن  تعريف
)و . المنحنى الممثل للدالة     )f

f0 )ى في النقطة ذات الأفصول  المنحنمماس يسمى x في النقطةمستقيم الممثل للدالة التآلفية المماسة للدالةال     )0x.  
      : ومعادلة المماس هي    

( )( ) ( )0 0 0'y f x x x f x= − +  


