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  ا	��اد ا���آ�� ���ر��              

                   
  01ا������  
  .  ��اص -���
� و �
�ة ��د ��آ�   

1  ����� ا���اد ا�
�آ��  1 3z i= +، 2 1z i= � 0z  و +�� 1
0

2

z
z

z
=.   

���1
�ا�"�  )1z #ة �ـ�
   . 2z : �-, ا�"+ال ()�'"�� �ـ &%  و �
 . 0z: ا�"� ���
� و �
�ة �ـ )2

6 ا�345 ا���2ي 0zاآ��  )3�   . 
sinا�9'�8  )4

12

π و cos
12

π.  

  02ا������  
  . ا�345 ا���2ي و ا�345 ا�9: 

22 ����� ;: �2
��� ا���اد ا�
�آ�� ا�
�)د��  3
2 0

4
z z+ − =.   

  ) .6A�B ا�@
�ل �
6 ا�345 ا���2ي( �3 ه=> ا�
�)د��  )1
2(  :
"�1z ا�")��  و :C�C@2 ا�@3 ا�z "#$ %&ا� ( ) [ ]2 2

2
Arg z

π π≡.  


6 ا�345 ا�1z + 2z :9 اآ�� � .  
   03ا������

�)ن ���د ��آ� –ا�345 ا�9: ��  . ا�2=ران ا���(

�����3 ا���د ا�
�آ� 

2 2

i
Z

i

+=
+

.   


6 ا�345 ا�Z :9اآ�� )1� .  

2 �3 ا�
�)د�� )2     3

2 2

i
z

i

+=
+

  

    40ا������
 �G�(Gا� �Hا��ر I� �3 ��)د��.  

2
��� ا���اد ا�
�آ�� ا�
�)د��� :; ����� ( )3 22 2 4 0.........z iz z i− + − = ∗.   
�I أن  )1ّ)2i �د�(�

� 3� ( )∗.   
2(  3
�3 22 2 4z iz z i− + ) &% ا�9'�8 �
�ل ا�
�)د�� − )∗.   
  05ا������ 
  3
5B (LBM�(�� �G�(Gا� �Hا��ر I� �3 ��)د��sinα - :9ا�345 ا� .  

  α 2)ل

: إ�6 ا��'� :C�C� د�� [ ]0;π.  
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)����� ا�
�)د��  ) ( ) ( )3 21 2sin 1 2sin 1 0....z z zα α− − + − − = ∗ (L��L2� :ا�� 
z.  


�)د�� 1(ّ�I أن  )1
� 3� ( )∗.   
2(  3
�( ) ( )3 21 2sin 1 2sin 1z z zα α− − + − ) &% ا�9'�8 �
�ل ا�
�)د�� − )∗.  

6 ا�345 ا�9: )3� ��BOآ�� ا�
  .اآ�� ا���اد ا�

1 1z 2؛ = sin cosz iα α= − 3 ؛ + sin cosz iα α= − −.   
  60ا������ 

��ة  LQ ��R (LBا�
  .أ��اد ��آ�� �

����� ا���د ا�
�آ�
2 2

cos sin
7 7

z i
π π= +.   

 ST� 2 4S z z z= + 3 و+ 5 6T z z z= + +.   
1(  U�@V 3 آ3 ��دHأ I� أن I�ّ)k  ، 7k kz z −=.   
�I أن  )2ّ)T S=.  
�I أن )3ّ)( )Im 0S >.  
Sا�"�  )4 T+ و ST.  

)�3 ا�
�)د��  )2 0x S T x ST− + +     .T و Sا�9'�8  . =
  70ا������ 

3
5B (LBM�(�� �G�(Gا� �Hا��ر I� �3 ��)د��tanα  ل�L2
   .  ا�345 ا�9: -  (����3 ا�


: إ�6 ا�
2)ل ��د�'� :C�C� ;
2 2

π π −  
.  

)�����ا�
�)د��  ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3
1 1 tan 1 1 tan ....iz i iz iα α+ − = − + ∗ (L��L2� :ا�� 

z.  

�I أن إذا آ)ن  )1ّ)z �د�(�
) �@XC ا� Y; 1ن ∗( 1iz iz+ =  ا�9'�8 أن  و−
z ∈ R.   

�I أن  )2ّ)21 tan

1 tan
ii

e
i

αα
α

+ =
−.  

)�3 ا�
�)د��  )3 )∗ SZ�) tanz β= S� ;
2 2

π πβ  ∈ −  
.   
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   $.�ل                                           
  01ا������  
 1 (��
��1zآ��
   :1z و �
�ة �
��د ا�

• ( )2
2

1 1 3 2z = + = 

 #'�1

1 3
2

2 2
z i

 
= +  

 
  إذن 

1
cos

2 3

3
sin

2 3

π

π

 =

 =


 و �'# 
( ) [ ]

1

1

2

2
3

z

Arg z
π π

 =



≡


  

�
��� 1zد ا��
�2
�آ� و �
�ة �z:   
• 2 2

2 1 1 2z = + = 

 #'�2

1 1 2 2
2 2

2 22 2
z i i

  = + = +       
  إذن 

2
cos

2 4

2
sin

2 4

π

π


=



 =

 و �'# 

( ) [ ]
2

2

2

2
4

z

Arg z
π π

 =



≡


  

  
2 (�
���1zآ��
   :0z و �
�ة �
��د ا�

1
0

2

z
z

z
11 إذن =

0
2 2

2
2

2

zz
z

z z
= = =  و =

( ) ( ) [ ]1
1 2

2

2
3 4 12

z
Arg Arg z Arg z

z

π π π π
 

≡ − ≡ − ≡ 
 

  

إذن 
( ) [ ]

0

0

2

2
12

z

Arg z
π π

 =



≡


  

  

6 ا�345 ا���2ي0zآ�)(� ) 3�   

( )( )
( ) ( )0

1 3 11 3 3 1 3 1

1 1 1 2 2

i ii
z i

i i i

+ −+ + −= = = +
+ + −

  

  
sin ا�9'�)ج) 4

12

π و cos
12

π  


G: �ـ    G
0   ه�0z :ا�345 ا� 2 cos sin
12 12

z i
π π = + 

 
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0   ه�0z :ا�345 ا���2ي �ـ   

3 1 3 1

2 2
z i

+ −= +  

     8�'�"� 
3 1

2 cos
12 2

3 1
2 sin

12 2

π

π

 +=



− =

  أي 

3 1 6 2
cos

12 42 2

3 1 6 2
sin

12 42 2

π

π

 + += =



− − = =

  

     02ا������  
 1 (z x iy= + ، xو y ن(�C�C� دان�� .  
  ('���( )22 2 2 2z x iy x y ixy= + = − )  و + )2

2 2 2 2 2z x y x y= + = +  

 22 3
2 0

4
z z+ − = \;(4�  ( )2 2 2 2 3

2 2 0
4

x y ixy x y− + + + − =  

  22 3
2 0

4
z z+ − = \;(4�  2 2 2 2 3

2 2 2 0
4

x y x y ixy
 − + + − + = 
 

  

22 3
2 0

4
z z+ − = \;(4�  2 2 3

3 2 0
4

x y ixy
 + − + = 
 

  


� أ%1  0x = : 2 3
0

4
y − 3 إذن =

2
y = 3 أو −

2
y  أي =

0

3

2

x

y

=



= −


و
0

3

2

x

y

=



=


  

 3Hأ I�0y = : 212 3 0x − 1 إذن =

2
x = 1 أو −

2
x  أي =

1

2
0

x

y

 = −

 =

و
1

2
0

x

y

 =

 =

  

3�CB22 ا�
�)د��   3
2 0

4
z z+ − 3    أر(��  �
�ل ه: =

2
i− , 3

2
i , 1

2
− et 1

2
.   

2 (  

• [ ]3
2

2 2
Arg i

π π
 

− ≡ −  
 

3 �ن 

2
i−��(9 :
�
: �V;) و H_ء> ا��[�]B  

   [ ]3
2

2 2
Arg i

π π
 

≡  
 

3 �ن 

2
i�H�� :
�
: �V;) و H_ء> ا��[�]B   

1  و  (
)أن 

2
−− ∈ R 1 و

2
+− ∈ R نY; 1

1

2
z = 2 و −

3

2
z i=.   

1آ�)(�  • 2z z+ :96 ا�345 ا�
� : 

  1 2

1 3

2 2
z z i+ = − +  

  
22

1 2

1 3
1

2 2
z z

  + = − + =       
) و  ) [ ]1 2

2
2

3
Arg z z

π π+  إذن ≡
2

3
1 2

i
z z e

π

+ =.   

  
    03ا������
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 1 (( )2
23 3 1 2i+ = + 63 إذن = 1

3 2 2 cos sin 2
2 2 6 2

i
i i i e

ππ π   + = + = + =       
  

    ( ) ( )2 2

2 2 2 2 2i+ = + 42إذن = 2
2 2 2 2 cos sin 2

2 2 4 4

i
i i i e

ππ π   + = + = + =       
  

 #'�    
6

6 4 12

4

2

2

i
i i i

i

e
Z e e

e

π
π π π

π

− −
= = =.   

  
2 ( ST�iz r e α=.   

2 ا�
�)د��       3

2 2

i
z

i

+=
+

 \;(4B 2 2 12
i

ir e e
π

α −
2 أي = 2 12

i
ir e e

π
α −

=  

  

 8�'�"� 
2 1

2 2
12

r

k
πα π

 =



= − +


k و  ∈ Z إذن 
1

24

r

k
πα π

=

 = − +

  

 3Hأ I� 0k = :  
24

πα = − #'� 241
i

z e
π−

= ×  

  3Hأ I�1k = :  23

24 24

π πα π= − + = #'� 
23

241
i

z e
π

= ×  

CB  �د�(�
3�2  ا� 3

2 2

i
z

i

+=
+

  (
�I ه
� 24
i

e
π− و 

23

24
i

e
π

.  

  
      04ا������  

   1 (( ) ( ) ( )3 2
2 2 2 2 2 4 8 8 4 4 0i i i i i i i i i− + − = − + + − =  

     2i �د�(�
) XC@B ا� 
�)د�� 2i إذن ∗(
� 3� ( )∗.   
2( 2i �د�(�

� 3� (   : إذن∗(

        ( )∗ \;(4B ( ) ( ) ( )3 2 3 2
2 2 2 2 2 2 44 2i iz iz i iz i i− + += −− −  

\;(4B               ( ) ( ) ( )3 23 2
2 2 2 22 2 2 0i iz iz zi i− − + + − =  

        \;(4B     ( ) ( ) [ ]3 23 22 2 2 2 2 0z i i z i z i   − − − + − =
   

.  

):      B=آ� أن  ) ( )3 3 2 2A B A B A B AB− = − + +  
  :     إذن

            ( )∗\;(4B ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]222 2 2 2 2 2 2 2 0z i z i iz i z i z i z i − + + − − + + − =
 

  

\;(4B                   ( ) ( )( ) [ ]22 4 4 2 2 2 4 2 0z i z iz i z i z i z i − − − − − + + − =   

\;(4B                ( ) 22 2 0z i z − + =   
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  \;(4B                   2z i= 2  أو 2z = −  
   \;(4B                  2z i= أو  ( )2

2 2z i=  

\;(4B                  2z i=2  أوz i= 2z أو  − i=  
)3�CB ا�
�)د��   
�ل ه: ∗(�  �&M&  2i ،  2i− 2 وi.  
  05ا������ 

1 (( ) ( )3 21 1 2sin 1 1 2sin 1 1 1 1 2sin 1 2sin 1 0α α α α− − × + − × − = − + + − − =  
) �@XC ا�
�)د�� 1      ):  �3 �ـ1 إذن ∗( )∗.   

2(  
):  �3 �ـ1  •   : ���') z، إذن �I أ3H آ3 ��د ��آ� ∗(

     ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

3 2 2

3 2

1 2sin 1 2sin 1 1z z z z az bz c

az b a z c b z c

α α− − + − − = − + +

= + − + − −
  

     �"�'�8 أن 

1

1 2sin

1 2sin

1

a

b a

c b

c

α
α

=
 − = − +
 − = −
 =

 أي 
1

2sin

1

a

b

c

α
=

 =
 =

  

)  و �'#  ) ( ) ( ) ( )3 2 21 2sin 1 2sin 1 1 2sin 1z z z z z zα α α− − + − − = − + +.   

)ا�
�)د��  • )∗ \;(4B ( ) ( )21 2sin 1 0z z zα− + + =  

                  \;(4B 1z 2  أو = 2sin 1 0z zα+ + =  
�2@3 ا�
�)د��  2sin 1 0z zα+ + �_ه) ه� : =
�( )2

2sin 4α∆ = −  
) أي  ) ( )22 24 sin 1 4cos 2cosα α α∆ = − = − =   

�I ه
)                                                               3�CB     ه=> ا�
�)د�� 
�
2sin 2 cos

' sin cos
2

i
z i

α α α α− += = − +                                                                  

2sinو  2 cos
'' sin cos

2

i
z i

α α α α− −= = − −  

)    3�CB  ا�
�)د��  
�ل ∗(� �&M&  :1 ؛ sin cosiα α− sin ؛ + cosiα α− − .  

6 ا�345 ا�3z   :9 و1z، 2zآ�)(� ) 3�   

• 1 1 ioz e= = 

• ( ) 22
2 sin cos cos sin

iii iz i i i i e e e e
ππ α

α αα α α α
 + 
 = − + = + = = = 

• 2
3 2sin cos

i

z i z e
πα

α α
 − + 
 = − − = =  

  06ا������   
   1(  
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( ) ( ) 7

2 2 2 2
cos sin cos 2 sin 2

7 7 7 7

2 7 2 7
cos sin

7 7

k

k k

k k k k
z i i

k k
z i z

π π π ππ π

π π −

       = + = − + −       
       

− −   
= + =   

   

  

 2 (3 5 6 3 5 6T z z z z z z= + + = + +  
7k    ��6أن  kz z 7k 78ن =− kz z 3  إذن =− 5 6 4 2T z z z z z z S= + + = + + =.   

3(  
   ( ) 2 4

Im sin sin sin
7 7 7

S
π π π= + −  

• 2
sin 0

7

π 2  	ن <
sin 0;

7 2

π π ∈   
 

• 4
sin sin

7 7

π π>ّ�ا��  �ن ا�sin 6
;0 ��_ا��ة �
2

π 
  

 

)  :إذن     )Im 0S >.   
4 (  

• 2 4 3 5 6S T z z z z z z+ = + + + + + 
       

6
2 3 4 5 6 1

1

z
S T z z z z z z z

z

−+ = + + + + + =
−

  

7   و (
)أن  1z 6 أي = 1z z× Y; 6ن = 1
z

z
  إذن =

1 1
1

1
1 1

z

z zS T z z
z z

−−
+ = = = −

− −
.  

• ( ) ( )2 4 3 5 6ST z z z z z z= + + + + 

     4 6 7 5 7 8 7 9 10ST z z z z z z z z z= + + + + + + + +  

7   و (
)أن              1z    ;Yن =

8 7

9 7 2 2

10 7 3 3

z z z z

z z z z

z z z z

 = × =


= × =
 = × =

  

4               إذن  6 5 2 31 1 1ST z z z z z z= + + + + + + + +  
2              أي   3 4 5 63ST z z z z z z= + + + + + 3 و �'# + 3 1 2ST S= + = − = 

 
5(  

) �3 ا�
�)د�� • )2 0x S T x ST− + + =   
�_ ه� 

):ا� )2 2 24 2 4S T ST S T ST ST∆ = + − = + + −  

                    ( )22 2 2S T ST S T∆ = + − = −  
 (
1x:  ا�@Mن ه S= 2  وx T=.   

 T و S$;�ب  •
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)ا�
�)د��     )2 0x S T x ST− + + = \;(4B 2 2 0x x+ + =.   

2   �@3 ا�
�)د��  2 0x x+ + �_ه) ه�  : =
�7∆ = ) أي − )2

7i∆ =  

 (
1                                           ا�@Mن ه 7
'

2

i
x

−  و =−

1 7
''

2

i
x

− +=.   

}���') إذن  } 1 7 1 7
; ;

2 2

i i
S T

 − − − + =  
  

 ��(Gا�"+ال ا� I� 8�'�"� ، 

أن
1 7

2

1 7

2

i
S

i
T

 − +=



− − =

  

07ا������   
 1(  

•  ('���( ) ( ) ( ) ( )3 3
1 1 tan 1 1 taniz i iz iα α+ − = − + 

)  إذن  ) ( )3 3
1 1 tan 1 1 taniz i iz iα α+ × − = − × +  

)و (
)أن  )

( )

33

33

1 tan 1 tan

1 1

1 1

i i

iz iz

iz iz

α α − = +
 + = +

 − = −


Y; 3ن  3
1 1iz iz+ = 1 أي − 1iz iz+ = −.   

•  ST�z = x+i y �aM1 ، ا�� 1iz iz+ = − U�bB ( ) ( )1 1i x iy i x iy+ + = − + 
 أي 

  ( ) ( )1 1y ix y ix− + = + ) أي − ) ( )2 22 21 1y x y x− + = + 0y إذن + =  
z و �'#   x= أي  z ∈ R.   

  
    

2( ( ) ( )
2

sin
1

1 tan cos sin cos sincos
sin1 tan cos sin cos cos1
cos

i
i

i

i
i i i e

e
i i i ei

α
α

α

α
α α α α αα

αα α α α α
α

−

++ + += = = = =
− − − + −−

  

)ا�
�)د�� )3 )∗ \;(4B 
3

1 1 tan

1 1 tan

iz i

iz i

α
α

+ +  = − − 
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و (
)أن 
2

2

1 tan

1 tan
1 1 tan

1 1 tan

i

i

i
e

i
iz i

e
iz i

α

β

α
α

β
β

+ = −
 + + = =

− −

) ;Yن  )∗ ��4B ( )32 2i ie eβ α= 6 أي 2i ie eβ α=  

6و �"�'�8 أن   2 2k

k

β α π= +
 ∈ Z

3 أي       3

k

k

α πβ = +

 ∈ Z

  

 3Hأ I�0k =:  
3

αβ =  

 3Hأ I�1k = :  
3 3 3

α π α πβ += + =  

 3Hأ I�2k = : 2 2

3 3 3

α π α πβ += + =  


�ل ا�
�)د�� �( 1:  ه: ∗( tan
3

z
α =  
 

 ، 2 tan
3

z
α π+ =  
 

 ، 3

2
tan

3
z

α π+ =  
 

.   

  


