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I- ي ــة فـة الثانيــادلات من الدرجــالمع^  
 : دمــر منعـغي حقيقيذران المربعان لعدد ـالج -1

a- تعريــف : 

2z  : إذا وفقط إذا آان Zجذرا مربعا للعدد الحقيقي  zالعقدي نقول أن العدد  Z=.  
  

b- دمــر منعـغي حقيقيالمربعين لعدد  الجدرين دـتحدي : 

Z*  : 1 حالــة - +∈\ 

  . −Zو      Z همــا   Z  الجذران المربعان  للعدد
  
Z*  : 2 حالــة - −∈\ 

)    : لدينا )  Z Z= − −  

      ( )2  i Z= −  

        ( )2
  Z i= − −  

Z    همــا   Z الجذران المربعان للعدد   : إذن i− Z و           − i−        
  

3Z         : مثــال = −  
          23 i=  

  .−i 3و        i 3همــا    −3الجذران المربعان للعدد  إذن
  

  
  : ةـــخاصي

  .ربعـان مختلفـان ومتقابــلان لكل عدد حقيفي غيـر منعــدم جـذران م  
  

 ^ ي ــة فــة الثانيــادلات من الدرجــالمع -2

 : تعريـــف -

2  المعادلة التي تكتب على شكــل         0a z b z c+ + =  
0aأعداد حقيقية و     cو   a  ،b  : حيث   عدد عقدي مجهول ،  zو    ≠

  .^معادلــة من الدرجــة الثـانيـة  فــي تسمــى  
  

 : ^ حــل المعـادلات مـن الدرجــة الثـانيــة -

0aأعداد حقيقية  حيث     cو   a  ،bلتكن  ≠.  

)        : لدينا ) 2 2 :           0               0b cE a z b z c z z
a a

+ + = ⇔ + + =  

         
2 2

2
2 2      2          0

2 4 4 
b b b cz z
a a a a

⇔ + + − + =  

 
2 2 2

2 2

4            
2 4 4 
b b a bz
a a a

⎛ ⎞⇔ + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

2 2

2

 4          
2 4 
b b a cz
a a

−⎛ ⎞⇔ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠
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b  4   2    : نضع a c∆ = −  

  .∆أحد الجذرين المربعين للمميز  δوليكن 

)     : إذن )
2 2

2 2 :               
2 4 4 
bE z
a a a

δ∆⎛ ⎞⇔ + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

      
2 2

        
2 2 
bz
a a

δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇔ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

    
2 2 
bz
a a

δ−
+           أو  =

2 2 
bz
a a

δ
⇔ + =  

      
2 

bz
a
δ− −

              أو     =
2 

bz
a
δ− +

⇔ =  

)    حل المعادلة  : ومنه ) 2:          0E a z b z c+ + =  

;            : هــــو    
2 2 

b bS
a a
δ δ− + − −⎧ ⎫= ⎨ ⎬

⎩ ⎭
  

  : خاصيـــة

2المعادلــة    حلي        0a z b z c+ + 0aيث  ح     = )و     ≠ ) 3, ,   a b c ∈   : همـــا  \

2
   

2 
bz

a
δ− +

1  و      =
   

2 
bz

a
δ− −

=  

  
  

  : اتـــتطبيق

  : المعـادلات التـاليــة ^حــل فــي   
1(      2    1  0z z+ + =  

b  4   2    : لدينا       a c∆ = −  

                  1  4= −  

                      3= −  

            23 i=  

               ( )2
3 i=  

S 3   : إذن       i=  

    : ومنه حلي المعادلة همــا      

2
1  3   

2
iz − +

1  و     =
1  3   

2
iz − −

=  

;      3  1 3  1    : ومنه          
2 2

i iS
⎧ ⎫− − − +⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

  

2(      2
2

1 2     0
cos  

z z
θ

+ + =  

    0    : حيث      
2
πθ≺ ≺  
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            2
2

1  2     0
cos  

z z
θ

+ + =  

              2

4  4  
cos  θ

∆ = −  

                 2

1 4 1  
cos  θ

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

                 
2

2

cos    1 4 
cos  

θ
θ

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

                     
2

2

sin   4 
cos  

θ
θ

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

               2 4 tan  θ= −  

              ( )22  tan i θ=  

tan iδ  2     : إذن θ=  

    : الحليــن همـــا  : ومنه

      1
2  2  tan   1   tan

2
iz iθ θ−

= = −  

          2
2  2  tan   1   tan

2
iz iθ θ+ +

= = + +  

}    : إذن }  1   tan    ;    1   tanS i iθ θ= − +  

  : 2طريقـــة 

2    : لدينا     1 2     0
cos  

z z
θ

− + =  

2    : أي     2  2   1  tan    0z z θ− + + =  

)       : إذن     )2 21   tan  z θ− = −  

          ( ) ( )2 21    tanz i θ− =  

tanz   1    : إذن     i θ− = tanz   1       أو         − i θ− =  

         1   tanz i θ= tanz   1      أو         − i θ= +  

}    : إذن     }  1   tan    ;    1   tanS i iθ θ= − +  
  .أآتب الحليــن علـى الشكــل المثـلثـي

1        : لدينا       1   tanz i θ= −  

                           sin 1   
cos

i θ
θ

= −  

              ( )1  cos    sin
cos

iθ θ
θ

= −  
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         ( ) ( )( )1  cos    sin
cos

iθ θ
θ

= − + −  

,   cosθ≺       1  0لأن     
cos

θ
θ

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦
  

  
2        : ولدينا   1   tanz i θ= +  

          ( )1  cos    sin
cos

iθ θ
θ

= +  

                  1   ,   
cos

θ
θ

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
  

  : ملاحظــــة

       : إذا آانت
2
π θ π≺ ≺  

cos      : فإن    0θ ≺  

)      : إذن )1
1   cos    sin

cos
z iθ θ

θ
= +  

        ( ) ( )1  1  cos    sin
cos

iθ θ
θ

−
= − +  

            [ ] [ ]1  1 ,   1 ,  
cos

π θ
θ

−
=  

                 [ ]1  1  ,   
cos

π θ
θ

−
= +  

                   1   ,   
cos

π θ
θ

−⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
  

  

        

[ ] ( )( )
( )

[ ]
                   

   ,      cos    sin

cos    sin

,

     

                        

R r R r i

R r i

R r

θ θ θ

θ θ

θ

⋅ = +

= ⋅ +

=

  

  
II - صيغــة مـوافــر وصيغـتــا أوليـــر : 

 M o i v r eصيغـــة      .1

]    ليكن ]  ,  u r θ=  

1nnu        نعلم أن u= =  

  [ ]arg      2 nu n θ π=  

]      : يعني أن ] [ ]1 ,   1 ,  m mθ θ=  
 

  
( )cos   sin   cos      sin   ni n i nθ θ θ θ+ = +  
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  .تسمى هـذه المتساويـة بصيغـة موافــر
  .تطبيقــات صيغـة موافـر

)    : أنشر -1 )2cos   siniθ θ+ 

)      : لدينا )2 2cos   sin   cos   sin   2  cos  sini iθ θ θ θ θ θ+ = ⋅ +  

)                  : وبما أن )2cos   sin   cos  2    sin 2 i iθ θ θ θ+ = +  

    : فإن

      2 2cos  2   cos   sinθ θ θ= −  

     sin  2   2 cos  sinθ θ θ=  
  
  

)    : أنشر -2 )3cos   siniθ θ+ 

( )3 3 2 2 3cos   sin   cos   3 cos    sin   3 cos   sin   sini i iθ θ θ θ θ θ θ θ+ = + ⋅ − ⋅ −  

 ( ) ( )3 2 2 3 cos   3 cos  sin    3 cos  sin   siniθ θ θ θ θ θ= − + −  

)      : وبما أن )3cos    sin   cos 3   sin  3iθ θ θ θ+ = +  

        : إذن

      3 2cos  3   cos   3 cos  sinθ θ θ θ= −  

2 3sin  3   3 cos  sin   sinθ θ θ θ= −  
  
  : تعميــــم
)    : لدينا )cos   sin   cos      sin   ni n i nθ θ θ θ+ = +  

)      : إذن )( )cos      cos    sin nn e iθ θ θ= ℜ +  

( )( )sin     Im  cos    sin nn iθ θ θ= +  

 : صيغـتــا أوليــر .2

  : دمــر منعـدي غيــدد عقــي لعــز الأسـيـالترم  : 2-1

ie  نرمز بالرمز θ  حيث  θ   .θوعمدته   1للعدد العقدي الذي معياره    \∋

    : أي

        [ ]   cos    sin   1 ,  ie iθ θ θ θ= + =  

  : ةــأمثل

1-          
 
2  cos     sin    

2 2
i

e i i
π π π

= + =  

2-    
 
3 1 3 cos     sin       

3 3 2 2
i

e i i
π π π

= + = +  
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  : ملاحظــة

]    : إذا آان  -1 ]  ,  z R θ=  

iz       : فإن R e θ= ⋅  

  

]    : إذا آان -2 ] [ ]2 1arg    2      ;    arg    2z zα π θ π≡ ≡  

]    : فإن ]1
1 2

2

arg           ;    arg       2z z z
z

θ α θ α π≡ − × ≡ +  

( ) ( )
 

    
         ;         

i
i ii i

i

e e e e e
e

θ
θ α θ αθ α

α
− += ⋅ =  

3-      n∀ ∈]  

[ ]arg     arg   2nz n z π=  

   ( )     
ni i ne eθ θ=  

        0  1e =  

       1ie π = −  
 : رــا أوليــصيغت   : 2-2

cos        : لدينا     sin  ie iθ θ θ= +  
  cos     sin  ie iθ θ θ− = −  

      : إذن
   cos    

2

i ie eθ θ

θ
−+

=  

   sin    
2 

i ie e
i

θ θ

θ
−−

=  

  .نسمي هاتين المتساويتين بصيغـتــي أوليــر
  : ةــملاحظ

    
     cos     

2

i n i ne en
θ θ

θ
−+

=  

  
     sin     

2 

i n i ne en
i

θ θ

θ
−−

=  

  : تطبيقــات صيغتــا أوليـــر

  La linéarisation    الاخطـــاط

  : مثــــال

2cos    أخطــط  -1 θ  
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        : لدينا
   cos    

2

i ie eθ θ

θ
−+

=  

       
( )2  

2
  

cos    
4

i ie eθ θ

θ
−+

=  

)        : إذن )2  2  1      2
4

i ie eθ θ−= + +  

         ( )1 1   2 cos  2
2 4

θ= +  

    1 1   cos  2
2 2

θ= +  

2sin   أخطــط   -2 θ  

        : لدينا
   sin    

2 

i ie e
i

θ θ

θ
−−

=  

      : إذن
2  2  

2    2sin    
4

i ie eθ θ

θ
−+ −

=
−

  

          
2  2  1   1   

2 2 2

i ie eθ θ−⎛ ⎞+
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

  1 1 cos  2   
2 2

θ= − +  

3cos   أخطــط  -3 θ  

  
   cos    

2

i ie eθ θ

θ
−+

=  

( )3 3  2    2  3  1cos       3    3   
8

i i i i i ie e e e e eθ θ θ θ θ θθ − − −= + ⋅ + ⋅ +  

      ( )( )3   3    1       3   
8

i i i ie e e eθ θ θ θ− −= + + +  

    ( )1  2 cos  3   6 cos
8

θ θ= +  

         1 3  cos  3    cos
4 4

θ θ= +  

    : إذن

      3 1 3cos    cos  3    cos
4 4

θ θ θ= +  

  : تعريـــف

cosnالإخطاط هو آتابة   x        وsinn x     بدلالـةcos   k x      وsin   k x.  

     M o i v r eغــة الإخطــاط باستعمـال صي

cos       : نضع    sinz iθ θ= +  
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 cos    sinz iθ θ= −  

  1z z =  

2  sin     i z zθ = cos 2  و     −     z zθ = +  

 cos     sin  nz n i nθ θ= +  

 cos     sin  nz n i nθ θ= −  

   1n nz z⋅ =  

2  sin      n ni n z zθ = cos     n 2  و  − nn z zθ = +  
3cos  أخطط θ  

cos 2        : لدينا     z zθ = +  

      ( )338 cos     z zθ = +  

  3 2 2 3  3   3    z z z z z z= + + +  

          ( )3 3    3   z z z z= + + +  

      2 cos  3   3 2 cosθ θ= + ×  

        1 3 cos  3    cos
4 4

θ θ= +  

 
للدورانلتمثيل العقدي ا  
 

 المستوى العقدي منسوب الى معلم م م  م
                               θ ) زاويتهو )ωΩ الدوراننعتبر          rالذي مرآزه       

( ) ( ) [ ], 2

M M
r M M

M M θ π

′Ω = Ω⎧⎪′= ⇔ ⎨
′Ω Ω ≡⎪⎩

JJJJG JJJJJG لدينا       

[ ]arg 2

z z
z
z

ω ω
ω θ π
ω

′⎧ − = −
⎪
⎨ ′ −

≡⎪ −⎩

اذن       

( )iz e zθω ω′− = − ومنه      
 

 خاصية
 

θ ) زاويتهو )ωΩ مرآزه الذي للدوران التمثيل العقدي            

( )iz e zθω ω′− = − هو       
 

  

  

 


