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  الكفاءات المستھدفة         
  
 

   بمستو و رباعي وجوهإنشاء مقطع مكعب 

 .ممارسة الحساب الشعاعي في الفضاء  .

استعمال الأشعة لإثبات توازي شعاعین و  

  ثلاث نقط استقامة

  البرھان على أن أشعة من نفس المستوي 

  

 

  
  
  

v          ینقسم ھذا الف صل إل ى ج زأین یت ضمن

 عیین المقاطع المستویة لمكعب الأول ت

 و لرباعي وجوه في الفضاء و ھو خاص         

بشعبتي الریاضیات و تقن ي ریاض ي بینم ا         

یعالج الجزء الثاني الح ساب ال شعاعي ف ي         

  .الفضاء

v     ی   تم ف   ي ھ   ذا الف   صل تمدی   د خ   واص

الح  ساب ال  شعاعي م  ن الم  ستوي إل  ى    

 ةالفضاء كما یتم تعری ف مفھ وم الأش ع        

  .من نفس المستوي

 

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 

 

v   یسمح ھذا الفصل كذلك بإعادة استثمار

نتائج الھندس ة الف ضائیة المدروس ة ف ي        

السنة الأولى من خ لال تعی ین المق اطع       

 .المستویة لمكعب أو لرباعي وجوه

v    ت   سمح الم   سائل المتنوع   ة المقترح   ة ،

الت    ي تت    ضمن الت    وازي، الارتب    اط    و

 الخطي 

،  فرص ا س انحة لتوظی ف      ...الاستقامة و  

  .ضيالبرھان الریا

  
  
  
  

9  
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  الأنشطة
   : 1النشاط 
  . تعیین مقطع مكعب بمستو:الھدف 

   متوازیانDCGH وABFEالوجھان) 1
): و بالتالي ) ( )//LJ EI  

)كذلك ) 2 ) ( )//IK EL  

]ي القطعة ھBCGFتقاطع المستوي مع الوجھ) 3 ]KJ  
  IELJKتقاطع المستوي مع المكعب ھو الخماسي) 4
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  

   : 2النشاط 
  . تعیین مقطع رباعي وجوه بمستو:الھدف 
  F عوض النقطةB نظیرةE:تصحیح

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
) تقاطع) 1 )Pمع المستوي ( )ABDھو القطعة [ ]IJ.  
2 (( )CDیوازي كلا من ( )Pو المستوي ( )BCD و 

 نقطة مشتركة Eو لدینا كذلك.و یوازي تقاطعھمابالتالي فھ
  .بین المستویین

) مشتركة بین المستویینIالنقطة) 3 )Pو ( )ABC.  
  .أنظر الشكل) 4
  

   : 3النشاط 
  .الفضاء متوازیان إثبات أن مستقیمین من :الھدف 

  
  

  
1 (  
  

  
  
  
  

  
  
  

  
2 (2

3
FA BA=
uuur uuur

2 و 
3

AG AE=
uuuur uuur

  

3 (3
2

x =  

4 (( ) ( )//BE FG  
  

  :4النشاط 
  .إثبات أن ثلاث أشعة من نفس المستوي :الھدف

1(  
  
  

  
  
  
  
  
  

  

2 (5 1
7 2

LJ AE EH= −
uuur uuur uuuur

  

  :5نشاط ال
  .إنجاز برھان لخاصیة :الھدف

AI: لدینا) 1 AG GG G I′ ′= + +
uuur uuuur uuuur uuur

 و باستعمال علاقات 
0AGمماثلة  وعلما أن  BG CG DG+ + + =

uuuur uuuur uuur uuuur r
  

0Gو  I G J G K G L′ ′ ′ ′+ + + =
uuur uuur uuuur uuur r

 و بعد الجمع نتحصل 
  .على المطلوب

  .بدیھي) 2
1: تبین أن) 3 2 3 4 0AG BG CG DG+ + + =

uuuur uuuuur uuuur uuuuur r
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  لموجھةالأعمال ا
  مبرھنة منلاوس

  إنجاز برھانا للمبرھنة  :الھدف
 طالس في وضعیتین مختلفتین نتحصل ةبتطبیق مبرھن) 1

  .على النتیجتین المطلوبتین

NAMAلدینا  QC
NC

= 1 و× 1PC
MB PB QC

= ×  

  .ةالنتیجو منھ 
2 (

  
)المستقیمان )UTو ( )DFیتقاطعان في النقطة V.  

 DGF وDEFبتطبیق النتیجة السابقة على المثلثین
  .نتحصل على المطلوب

  :التطبیق

  
1WH لدینا XI YJ ZK

WI XJ YK ZH
× × ×  و منھ فالنقط لا ≠

  .تويتنتمي إلى نفس المس
  

  المرجح و الاستقامیة
  . إثبات استقامیة ثلاث نقط باستعمال المرجح:الھدف

2 من :المثال
3

AF AD=
uuur uuuur

1 و
4

BE BC=
uuur uuuur

  : نجد مثلا

3 2GF GA GD= +
uuur uuur uuur

4 و 3GE GB GC= +
uuur uuur uuur

  
3بالجمع و علما أن  2 0GA GB GC GD+ + + =

uuur uuur uuur uuur r
 

4: نتحصل على العلاقة 3 0GE GF+ =
uuur uuur r

.  

  :الحالة الخاصة
BEمن العلاقة  k BC=

uuur uuuur
:  نستنتج أن

( )1 0k EB k EC− + =
uuur uuur r

  

AFو من العلاقة  k AD=
uuur uuuur

:  نستنتج أن
( )1 0k FA k FD− + =

uuur uuur r
  

): لدینا )1 k HA k HD HF− + =
uuur uuuur uuur

  

) و )1 k HB k HC HE− + =
uuur uuuur uuuur

 و علما 

0HE:أن HF+ =
uuuur uuur r

  . نجد المطلوب
): نثبت بكل سھولة أن )1 0k HI k HJ− + =

uuur uuur r
لتالي  و با

 .فالنقطة في استقامیة

 
  تــمـــاریــــن

   .خاطئ) 3.  صحیح ) 2.   خاطئ ) 1
  

  . صحیح ) 3 .   خاطئ) 2.   خاطئ  )1
  
   .خاطئ) 3.  صحیح ) 2.   خاطئ ) 1

  
   ھي الصحیحة2الإجابة 

  
  )الإجابة الثالثة(ھذا التمرین خاص بالفصل العاشر

  
   )جابة الثانیةالإ( ھذا التمرین خاص بالفصل العاشر 

  
)تقاطع المستویین )AIDو ( )ABJ ھو 

)المستقیم )AGحیث Gمركز ثقل المثلث BCD.  
)تقاطع المستویین )ADIو ( )CDK ھو 

)المستقیم )AG G حیث′   .ABC مركز ثقل ′
)تقاطع المستویین )CDKو ( )ABJ ھو 

)المستقیم )KJ   
  
  

  

1 

2 

3 

4 

5 

6 
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)المستویان  )SABو ( )SCD یتقاطعان وفق 
) و یوازيSالذي یشمل النقطة المستقیم )AB.  

)المستویان )SACو ( )SBD یتقاطعان وفق 
)المستقیم )SOحیث Oمركز ABCD..   

( ) ( ) ( ), ,S D S D OS′ =I.  

)المستویان )SADو ( )SBC یتقاطعان وفق 
)المستقیم )SOحیث :( ) ( ) { }BC AD O=I.  
)المستویان )SABو ( )SCD یتقاطعان وفق 

) و یوازيSالذي یشمل النقطة المستقیم )AD.  
 

  
( )( ) ( ) ( ),A D P AE=I،

( )( ) ( ) ( ),A D Q EF=I  

.  ( )( ) ( ) ( ),A D R FG=I 
)حیث ) ( ) { }AE R G=I  

 

  
  

)تقاطع المستوي )Rمع المستقیم ( )ABھي النقطة I. 

) نقطتي تقاطعJ وIكنلت  ) مع∆( )Dو ( )D  على ′
) نقطتي تقاطعF وEلتكن .الترتیب )D ) مع′ )P 

)و )Qستويالم.  على الترتیب( )( ),A D ) یقطع′ )P 
)و )Qفي نقطة A′نقطة تقاطع المستقیم ( )EA مع 

)المستقیم تقاطع المستویین )Pو ( )Q .النقطةI ھي إذن 

)تقاطع المستقیمین )FA′مع ( )D.أما النقطةJ فھي تقاطع 
)المستقیمین )FEو ( )AI.  

  .....:عكسیا
  

) و یوازيAالمستقیم الذي یشمل  )Dیقطع ( )R 

) و یوازيBالمستقیم الذي یشمل النقطة. ′Aفي نقطة )D 
)یقطع )Rفي نقطة B التقاطع المطلوب ھو إذن . ′

)المستقیم )A B′ )تقاطع. ′ )ABمع المستوي ( )R ھي 

) تقاطع المستقیمینIالنقطة )ABو ( )A B′ ′.  
  

)تقاطع المستوي )Pمع المستوي ( )EBG ھو 

)المستقیم )KL.  
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)في حالة عدم توازي )IJو ( )AB فإن المستقیم 
) و یوازيSالذي یشمل )AB یقطع ( )IJ في E.  

)نالمستویا )SABو ( )SDC یتقاطعان وفق ( )SE.  

( )IJو ( )KEیقطعان  ( )SA،( )SB،( )SC 
)و )SD 1 في أربع نقط ثابتةF ،2F ،3F4 وF على 

)تقاطع.الترتیب )IJKمع المستویات  ( )SAB،( )SBC، 

( )SADو ( )SDCھي على الترتیب المستقیمات  

( )1 2F F،( )2 3F F ،( )3 4F Fو ( )1 4F F.  
  .یمكن دراسة حالة التوازي :ملاحظة
  

) منB وA:تصحیح )D .:.A′و B ) من′ )D ′.  
)المستقیمان )Dو ( )D ھو یحوي  ف یعینان مستویا′

)إذن المستقیمین )AA′و ( )BB    فھما إذن إما متقاطعان′
  . و إما متوازیان

  
)المستقیم: نستعمل البرھان بالخلف  )BC محتوى في 

)المستوي )P . إذن لو كانتA ،Bو C في استقامیة 
) نقطة منAلكانت  )Pو ھذا تناقض .  

  .بما أنھا لیست على استقامة واحدة فھي تعین مستویا
  

  
  
  

 ( )MNمستوي محتوى في ال( )ABC .  المستویان

( )ABC و ( )BCDیتقاطعان وفق ( )BC و بالتالي 

)فالمستقیم )MNیقطع ( )BCDفي نقطة P  من ′
)المستقیم )BC.  

Mننجز برھانا مماثلا بالنسبة لكل من N و′ ′.  
  

) :1الحالة ) ( )//D D ′  

)المستقیمات التي تقطع  )D ،( )D ) و′  ھي ا مع∆(
)من المستوي المستقیمات )Pالتي تشمل Iو تقطع ( )D.  

) :2الحالة )Dو ( )D    غیر متوازیین′
)المستقیمات التي تقطع  )D ،( )D ) و′  معا ھي ∆(

)من المستوي المستقیمات )Pو التي تشمل I.  
  

 إلى المستوي المحدد Aیكفي أن لا تنتمي النقطة 
)یمینبالمستق )Dو ( )D  و في ھذه الحالة تقاطع المستویین ′

( )( ),A Dو ( )( ),A D ) ھو المستقیم′ )OA.  
  

)المستوي المعین بِـ )Dو Aھو المستوي ( )P.  

)إذا كان المستقیمان )Dو ( )AB من نفس المستوي تنتمي 
) إلى المستويBعندئذ النقطة )P و ھذا تناقض.  

  
 ( )IJیوازي ( )KL و ( )JKیوازي ( )IL  

  IJKLالمقطع ھو المستطیل 
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.     

  
)المستوي )Pیقطع الوجھ ABCطعة  وفق ق

)توازي )ABأي [ ]IEو یقطع الوجھ ABD وفق 

)قطعة توازي )ABأي [ ]JF  
  .IJFEالمقطع ھو الرباعي

                   
       

  .EFGطع ھو الثلثالمق
        

)      المستقیم )FBھو تقاطع المستویین( )ABFE   
)و )BCGFالذي یشمل ( )1 2I Iو بالتالي فإن تقاطع   

 ( )ABFEمع ( )1 2I Iھو تقاطع ( )FBمع ( )1 2I I.  
) بما أن. نقطة التقاطع3Iنسمي ) ( )//ABFE DCGH 

) المستقیم الموازي لِـ1Iننشئ من )1 3I I4 لتكن وI 

)نقطة تقاطعھ مع المستقیم )DH . المقطع ھو إذن
1السداسي 2 1J KI I ML.  

 

  
 خاصة بالفصل 50 إلى 31تمارین من ال :ملاحظة
  .العاشر

  
) :تصحیح ), , ,D A C Hعوض ( ), , ,A C F G  

)و  ), , ,D A B Hعوض ( ), , ,E F C K.  
  

 ( ), , ,A C F Gمعلم متعامد فقط.  

( ), , ,A C D Fلیس معلما .  

( ), , ,E F C Kمعلم لا متعامد و لا متجانس .  
          
        ( ) ( )AB AD⊥ ،( ) ( )AB AE⊥  

)   و  ) ( )AE AD⊥و AB AD AE= =.  

( )0,0,0A ،( )1,0,0B ،( )1,1,0C ،( )1,1,1G.  
  

  . نفس اعتبارات التمرین السابق
  

  .ن السابق نفس اعتبارات التمری
  
 3AB =  

  
   تطبیق مبرھنة فیتاغورث

  
        { }2, 4m ∈ −  

  
  14AB = ،14AC = ،3 2BC =  

AB: لدینا AC= .المثلثABCمتساوي الساقین .  
         

AB      ندرس كل الحالات AC= ،AB BC= ،...  

:     ندرس الحالة
AB AC
AB BC

=
 =
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)       تنتمي النقطة )1,1, 2A إلى كل من المستویات التي 
1xمعادلاتھا = ،1y 2z و= =.  

) تنتمي النقط إلى الدائرة التي مركزھا النقطة )3,4,2H  

  . 13 و نصف قطرھا
          
       2 2MA MB= .  

  
  قة نفس المنھجیة الساب 

  
2 2OM OA=2:  و منھ 2 2 38 0x y z+ + − =  

  
) و المستويOالمسافة بین النقطة )P بینما 2 ھي 

3OAنصف قطر سطح الكرة ھو إذن سطح الكرة یقطع . =

ھا المستوي وفق دائرة معادلت
2 2 5

2
x y
z

 + =


= −
  

   
 2 2 9x y+ =  

  
2    و  2 25y z x+ =  

  
  .       نفس منھجیة التمرین السابق

  
      EB EG BG=   . لأنھا أقطار لوجوه نفس المكعب=

  . متقایس الأضلاعEBG       المثلث
          
        

  
)تالمستویا )ADH،( )BAHو ( )ACH تتقاطع 

)وفق )AH. ٍ( )AHعمودي على المستوي ( )BCD 
)فھو إذن عمودي على )BCو منھ ( ) ( )BC DH⊥ . و

): بطریقة مماثلة نثبت أن ) ( )DC BH⊥ 

)و ) ( )BD CH⊥ .نستنتج ھكذا أن الارتفاعات( )DH ،

( )BHو ( )CH النقطة تتلاقى فيH.  
  

        
] عوض: تصحیح    ]CDنأخذ [ ]AD.  

  
 و Eمقطع رباعي الوجوه بالمستوي الذي یشمل النقطة

)یوازي  )AB و ( )ADھو المثلثEIJ.  
  
v •المستوي( )ABCیقطع المستوي ( )P وفق مستقیم 

)و بالتالي فإن نقط تقاطع المستقیمات )AB ،( )AC 
)و )BCمع المستوي ( )P أي A′،B C و′  تنتمي ′

  .إلى مستقیم التقاطع فھي إذن في استقامیة
) تعین مستویا یقطع المستويB وM،Aالنقط•   )P 

)وفق مستقیم و بالتالي یقطع المستقیمان )MAو ( )MB 

)المستوي )P1 في نقطتینA1 وBعلى الترتیب .  
)كذلك المستوي )CAM بقطع المستوي ( )P وفق مستقیم 

  .1C و1Aفنحصل على نقطتین 
)المستوي )AMBیقطع ( )P وفق مستقیم یشمل 

Cالنقطة ) لأن′ )ABمحتوى في ( )AMB فھو 
)یقطع )Pفي C )إذن . ′ )1 1A Bالنقطة یمر من C ′.  

)بطریقة مماثلة نثبت أن  )1 1B Cیمر من النقطة A′ 

)و )1 1ACیمر من النقطة B ′.  
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