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  المستھدفة الكفاءات      

  
أو 0x إلىxحساب نھایة دالة عندما یؤول 

 .∞− أو إلى ∞+إلى 

أو 0x إلىxمعرفة نھایة دالة عندما یؤول 

 .∞− أو إلى ∞+إلى 

 a حیثaحساب نھایة دالة ناطقة عند عدد 

 .حد لمجموعة تعریف ھذه الدالة

 التفسیر البیاني لنھایة غیر منتھیة لدالة 

 .0x إلىxیؤولعندما 

 معرفة شرط وجود مستقیم مقارب یوازي 

 .أحد محوري المعلم

تبریر أن مستقیما معلوما ھو مستقیم  

 .البحث عن مستقیم مقارب مائل.مقارب

المجموع، ( استعمال النظریات الأولیة 

لحساب ) الجداء، المقلوب و حاصل القسمة

 .نھایات

        .حساب نھایات بإزالة  عدم التعیین 

         

          

  

  

  
  

 

 

 

  

  

  

 

v       بع  د تق  دیم دراس  ة نھای  ات دال  ة عن  د

أط     راف مجموع     ة تعریفھ     ا یبق     ى  

الھدف الأساسي من ھذا الفصل إتمام     

تكوین المتعلم و جعلھ أكثر اس تقلالیة        

فیم    ا یخ    ص الدراس    ة التام    ة لدال    ة  

ث    م انطلاق    ا م    ن عبارتھ    ا الجبری    ة  

تمثیلھا بیانیا و ذلك من خ لال دراس ة      

الدوال المنصوص علیھا في البرنامج 

و ھ    ي ال    دوال كثی    رات الح    دود و    

  .الدوال الناطقة البسیطة

v    ی   تم ك   ذلك ف   ي ھ   ذا الف   صل دراس   ة

ال   سلوك التق   اربي لمنحن   ي دال   ة م   ن  

( خلال تعیین المستقیمات المقاربة لھ 

و الموازی      ة لمح      ور ) إن وج      دت 

مح ور التراتی ب انطلاق ا      الفواصل أو   

م  ن ح  ساب النھای  ات و ك  ذلك تعی  ین    

) إن وج د  ( المستقیم المقارب المائ ل     

اس  تنتاجھ  إم  ا بعملی  ة البح  ث علی  ھ أو 

  .انطلاقا من  العبارة الجبریة للدالة
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  الأنشطة
   : 1النشاط 
  . نھایة غیر منتھیة لدالة عند عدد:الھدف 

1(  
+∞                   3                 −∞  x  

-  +  ( )f x′  
      

( )f x  
  

2(  
2.9999  2.999  2.99  2.9  x  

810  610  410  210  ( )f x  
3.1  3.01  3.001  3.0001  x  

210  410  610  810  ( )f x  

) إلا و أخذ3 من xكلما اقترب) 3 )f xقیما كبیرة جدا .  
43  مثلا إذا أخذنا)4 3 10x −< ≤  فإن +

( )2 80 3 10x −< −  و منھ ≥
( )

8
2

1 10
3x

≥
−

  

1إذا كان ) 5 13 3x
A A

− ≤ ≤ 3x مع+  فإن ≠

10 3x
A

< − ) ومنھ ≥ )2 10 3x
A

< −    و بالتالي≥

                  ( )f x A≥  
   : 2النشاط 
  ).الیسار(نھایة غیر منتھیة لدالة عند عدد من الیمین :الھدف 

1(  
+∞                   1                −∞  x  

-  -  ( )g x′  
      

( )g x  
  

2(  
0.9999  0.999  0.99  0.9  x  

410−  1000-  100-  10-  ( )g x  
1.1  1.01  1.001  1.0001  x  
10  100  1000  410  ( )g x  

) فإن1 من xكلما اقترب) 3 )f x تأخذ قیما كبیرة أكثر 
  .فأكثر

101بفرض ) 4 1 10x −< ≤ 100 یكون+ 1 10x −< − ≤   
)10و منھ   ) 10g x ≥.  

  .A بِـ 1010یكفي تعویض، في البرھان السابق، ) 5
  

  
  

   : 3النشاط 
   .نھایة غیر منتھیة عند مالانھایة:الھدف 

)نلاحظ أن ) 3 )k x كلمافأكثر أكثر اكبیرة جد تأخذ قیما  
  .1 من العدد xاقترب

4 (2x A≥ي یعنx A≤ x أو − A≥ . و بالتالي
Bیكفي أخذ  A=.  

  
   : 4النشاط 
  . نھایة  منتھیة عند مالانھایة :الھدف 

1 (2a 1b و = =.  
2(  

+∞                   0                 −∞  x  
-  -  ( )h x′  

      
( )h x  
  

3(  
710−  510−  310−  10-  x  

1.9...  1.999999  1.999  1.9  ( )h x  
710  510  310  10  x  

2.00...  2.00001  2.001  2.1  ( )h x  

 قیما كبیرة أكثر فأكثر فإن xنلاحظ أنھ كلما أخذت) 4

( )h x2 تقترب من العدد.  

610xبفرض) 5 610 یكون≤ 10
x

−<   : و بالتالي≥

612 2 2 10
x

−< + ≤ +.  

6(( )2 2h x e< ≤ 1x یعني +
e

1Bنأخذ . ≤
e

≥.  

  
   : 5النشاط 
  . نھایة  منتھیة عند عدد :الھدف 

1 (  
1.999  1.998  1.997  x  
2.999  2.998  2.997  ( )f x  
2.003  2.002  2.001  x  
3.003  3.002  3.001  ( )f x  

) إلا و اقترب2 من xكلما اقترب: نلاحظ) 2 )f x 3 من  

2xمن أجل) 3 ≠ ،( ) 1f x x= +  

4 (( )0 3f x e≤ − 0 یعني> 2x e≤ −  و بالتالي >
eαیكفي أخذ  ≤.  
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  الأعمال الموجھة
  :دراسة دالة كثیر حدود من الدرجة الثالثة

  3التعرف على خواص دالة كثیر حدود من الدرجة :الھدف
) :المثال ) ( )3 2 3lim lim 1 3 / 1/

x x
f x x x x

→∞ →∞
= − +  

+∞         1+          1−            −∞  x  
    +         0     -       0+          ( )f x′  

+∞                        3  
  

               1−                        −∞  

  
( )f x  
  

( ) : 3 1y x∆ = − +  

( ) ( ) 33 1f x x x− − + =    
1+                 0                  1−  x  

       +            0         -  ( )f x y−  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

x: قواعد تغییر المعلم X=1 وy Y= +  
)النقطة )0,1Ωمركز تناظر للمنحني ( )fC.  

)نبین أن  ) ( )0.3 0.4 0f f× <  
  .α ھما قیمتان مقربتان للعدد0.4 و 0.3
): لدینا ) ( )1.5 1.6 0f f×    و بالتالي>

1.5 1.6β<   .β بالنقصان لِـ0.1 قیمة مقربة إلى1.5. >
  .1 و -2 فاصلتا نقطتي التقاطع ھما :التطبیق

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

)مركز التناظر ھي النقطة  )1, 2− −  

  
  :دراسة دالة تناظریة

   التعرف على منحني دالة تناظریة و خواصھ:الھدف
0c إذا كان :التعریف 0d و=   . دالة تآلفیةf فإن≠

0adإذا كان bc−   . دالة ثابتةf فإن =

, ,f
d dD
c c

   = −∞ − − +∞      
U  

  :المثال
] [ ] [,1 1,fD = −∞ +∞U  

2a 1b و = =  
+∞                   1                −∞  x  

-  -  ( )f x′  
                 +∞  

  
2  

2  
  

   −∞    

  
( )f x  
  

1x: المستقیمان المقاربان 2y و = =  
( ) 1f x′ = 0xعني  ی− 2x أو = =.  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

1x: قواعد تغییر المعلم X= 2y و+ Y= +  

)معادلة  )fC بالنسبة إلى المعلم ( ); ,i jΩ
r ur

1Yھي
X

=  

  :التطبیق
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

)مركز التناظر ھي النقطة  )0.5;0.5−  
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   ثم نتبعωأولا نغیر رمز النقطة لیصبح مثلا 
  )(Cfبحیث نكتب معادلة :طریقة تغییر المعلم

  :و تصبح) ω ;I ;J( في المعلم 
F(X)=X3-X حیث  :X=x+0   و Y=y+1  

   دالة فردیةF و في الأخیر نثبت أن 
2(  
  
  
  
  
  
  
  

  .إثبات المركز یتم بنفس الطریقة السابقة
3 ( 
  
  
  
  
  
  
  

  .إثبات المركز یتم بنفس الطریقة السابقة
  
1 ( 
  

 
 
 
 
 
  

(Cf)یقبل مستقیمین مقاربین معادلتیھما   
X=-1    و  y=2.  

2 (  
  
  
  
  
  
  
 

 
 (Cf) معادلتیھما یقبل مستقیمین مقاربین   
X=0    و  y=0.  

4(  
  
  
  
  
  

  
(Cf) یقبل مستقیمین مقاربین معادلتیھما   

X=0    و  y=1.  
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(Cf) یقبل مستقیمین مقاربین معادلتیھما   
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(Cf) یقبل مستقیمین مقاربین معادلتیھما   

X=2           و  y=0.  
  1 ( 

 
 
 
 
 
  

 
:بماأن

00 =−=−
−∞→+∞→
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  .نفس الطریقة لإثبات المقارب المائل

3(  
  
 
 
 
 
 
 

 .نفس الطریقة لإثبات المقارب المائل     
     4 (  

 
    

 
 
 
 
 
 

 .نفس الطریقة لإثبات المقارب المائل     
 

         
  .f   المنحنى الأول یمثل الدالة    

  .g      المنحنى الثاني یمثل الدالة 
  .h       المنحنى الثالث یمثل الدالة

  .k      المنحنى الرابع یمثل الدالة 
  .l  مس یمثل الدالة      المنحنى الخا

  .m      المنحنى السادس یمثل الدالة 
  

 1 (1      2 (0      3 (
2
1

−  

4 (
2
1     5 (4      6 (12.  

7 (−∞=+∞=
→
<

→
>

)x(flim,)x(flim
xx 33

  

8 (3      9 (
12
1.  

  10 (+∞=−∞=
→
<

→
>

)x(flim,)x(flim
xx 00
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xx 11
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7 (
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1             8 (∞.+   
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  .تستخدم الآلة الحاسبة البیانیة للتحقق من النتائج
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  .ة للتحقق من النتائجتستخدم الآلة الحاسبة البیانی
3(  
  
  
  
  
  
 
 

  .تستخدم الآلة الحاسبة البیانیة للتحقق من النتائج
4(  
  
  
  
  
  

 
 .تستخدم الآلة الحاسبة البیانیة للتحقق من النتائج
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  یتم الإجابة علیھا بنفس ) 7) 6) 5) 4) 3  الأجزاء     

  .      الطریقة
  

  :D عدد حقیقي من x  لیكن) 1
( )( )

( )

xx

xx
xxxx)x(f
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=
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=

3
3

3
33

  

  :D من xلدینا من أجل كل عدد حقیقي ) 2
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033

130
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x
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x 104 106 1010 

f(x) 1,01 1 1 
x 1012 1020 1040 

f(x) 1 1 1 
 

03: بماأن) 3        
=

+∞→ x
lim

x
  : فإن

      0=
+∞→

)x(flim
x

  

  
 1( 

 
 
 
 
  
  : الموجب تماماxلدینا من أجل العدد الحقیقي ) 2

     

222

2222

11

1211

)x(xxx
يأ

xxxxوxxx

+≤++≤

++≤++++≤

  

  :و منھ
112 +≤++≤ xxxx  

  
  : الموجب تماماxلدینا من أجل العدد الحقیقي ) 3
        112 +≤++≤ xxxx  

  .       بحساب مقلوب العبارة نجد
      

xxxx
1

1
1

1
1

2
≤

++
≤

+
  

xx     بضرب النتیجة بـ    : مع التبسیط نجد+
     

x
)x(f

x
11

1
11 +≤≤
+

−  

  
  :بماأن) 4

1
1

11 =
+

−
+∞→ x

lim
x

111و  =+
+∞→ x

lim
x

  

=1: فإن
+∞→

)x(flim
x

  

  
  :D من xلدینا من أجل العدد الحقیقي 

 
432

11
≤+≤
+≤≤−

xsin
xsin  

  : نجد xبالقسمة على 

x
)x(f

x
42

≤≤  

  : بماأن) 2

04
=

+∞→ x
lim

x
02و 

=
+∞→ x

lim
x

  

  
=0: فإن

+∞→
)x(flim

x
  

  

   :D من xلدینا من أجل كل عدد حقیقي ) 1      

     
11

11
222 +≤+≤−

+≤≤−

xxsinxx
xsin

   

  
  : نجد xبالقسمة على 

x
x)x(f

x
x 11 22 +

≤≤
−  

  :بماأن) 2      

   +∞=
−

+∞=
+

+∞→+∞→ x
xlimو

x
xlim

xx

11 22

  

=∞+:          فإن
+∞→

)x(flim
x

 

  

1 (
x

)x(f 20 ≤≤  

   0=
+∞→

)x(flim
x

02: لأن
=

+∞→ x
lim

x
  

  +.∞ یؤول إلى x النھایة لما لا یمكن حساب

2 (  
33 22 +

≤≤
+

−
x

x)x(f
x

x  

0=
+∞→

)x(flim
x

  :لأن

0
3

0
3 22 =

+
=

+
−

+∞→+∞→ x
xlim,

x
xlim

xx
  

 ).4و ) 3بنفس الطریقة یتم الإجابة على 
  
33: بماأن) 1 ==

+∞→−∞→
)x(flimو)x(flim

xx
   

  .y=3یقبل مستقیم مقارب معدلتھ ) (Cf    فإن 
  :f(x) – yحسب  إشارة الفرق ) 2

  ).D(یقع أعلى ) (Cf فإن ]∞ + , x∈]1    لما 
  ).D(یقع أسفل ) (Cf فإن ]x∈]-∞ , 1    لما 

   
1 (a=-2    ,    b=3 .  

   .43مثل  التمرین ) 3و ) 2إجابة السؤالین 
  
 :بماأن)  1      

00 =−=−
+∞→−∞→

y)x(flimوy)x(flim
xx

  

  .كمستقیم مقارب) ∆( یقبل (C):     فإن
  .f(x) – y: دراسة إشارة الفرق) 2    

  
1 (a=2  ,  b=6  ,  c=17 

  )2          نفس الطرق السابقة للإجابة على 
          
                   . ھي التي توفر الشروط السابقةhالدالة )  ) 1       
  x=1 من أجل aلا یمكن تعیین قیمة ) 2       

                    
 
 

39

40

42

43

44

45

46

47

41
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∞+∞− 0  x  

−  +  x
1

−  

(Cg)  
 تحت المستقیم

 (Cg)  
  فوق المستقیم

  الوضعیة

 

  .(C) نيھي التي تمثیلھا البیا kالدالة ) 

2 (

( ) { }

( )

( ) ( ){ }10

0
2
1

,)yy(C

,)xx(C

)d(C

/
f

/
f

f

=∩














−=∩

=∩

 

  
  y=x-2المستقیم المقارب المائل معادلتھ ) 1     

  x=-2 المستقیم المقارب العمودي معادلتھ   
2 ((Cf)∩(Cg)={(-3,-9)}   .  

  
      1(  

 
          

 
 
 
  
  
  .سبق التطرق إلى كیفیة إثبات مركز التناظر) 2
3(  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
4 ( 
 
 
 
 
  
  
   5 (  
  
  
  
  
 
 
 
  
  

 
  : ھماSالنقطتان المتناظرتان بالنسبة للنقطة ) 6 

  )-2 ، -6(و ) 4 ، 0     (
       

     1 (       
  
  
  

       
 
 
2 (  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
3 ((d) :y=5x.  
  
  
  
  
  
  
  
4 ((Cf)∩(Cg)={(-1,-4) ,(1,4)} 
 

  سبق كیفیة إثبات وجود مستقیم مقارب مائل) 1   
  .       و دراسة الوضعیة النسبیة
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   2 (  
  
  
  
  
  

      
 
       

       
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  . لا یوجد حلول]m∈]-1,1لما ) 3  

  .x=1 حل مضاعف m=-1     لما 
  .x=-1 حل مضاعف m=1   لما  

  . یوجد حلین]∞+,m∈]-∞,-1[∪]1    لما 

4 (





 +− m,mI

2
1  

 :المماس یوازي محور الفواصل معناه) 5
     f /(x0)=0و منھ :  

     A(-1 , 3) , B(1 , -1).  
    A،  B و Iفي استقامیة  معناه :  

    
→→

AI,ABقو ھذا محق.  متوازیان.  
  

  :x∈D-  و  x∈D لیكن )1 
)   لدینا  ) ( )f x f x−   . زوجیةfإذن  =
     2 (  

  
  
  
  
  
  
  

  .x=0:  المستقیم المقارب ھي معادلة) 3    

    4 (2

1
x

MN = 

       00 ==
+∞→−∞→

MNlim,MNlim
xx

.  

   5  ((C) یقع أعلى (P).   

   
 6 (  
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22

2
31

2
3







 ++






 −=

x
x)x(f  

   2 (  
  
  
  
 
 
 
 
 3 (  

  
  
  
  
  
  
  
  
 
4 ( 
 
 
 
 
 
 
 
   و تكون لھا قیمة g ممثلة بالدالة AMالمسافة  )5
   و المستقیمM1 في النقطة (H)یتعامد المماس لـ ) 6

    (AM1)یساوي إدا كان جداء معاملي توجیھھما   

14:  و ھدا محقق لأن-1   
4
1

−=×−  

 .      نفس الشئ بالنسبة للحالة الثانیة
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    1 (Df=ℜ   
   یمكن حصرcos x ≤ +1 ≥1-انطلاقا من ) 2    

        f(x)    3م الإحابة على السؤال ث.(  
 

   1 (y=3  ,  y=-2  ,   x=1.  
  .یتم الرسم)  2   

  
  
1   ({1}- ℜ = Df.  

/ أ) 2   
−∞=

−∞=+∞=

→

−∞→+∞→

)x(flim

)x(flim,)x(flim

x

xx

1

 

  . معادلة المقارب العموديx=1/ ب
   x≠1: تصحیح) 3

    a=-1  ,  b=0  ,  c=-2   
 y=x-1:معادلة المقارب المائل ھي) 4
5 ((C)∩(d)={(0 , 1),(2 , 3)} 

  
ϕ(h)=h2 + 3h + 1    (1 

     (21
01

==
→→

)x(hlim)x(flim
hx

  

 
  x+2: المقام ھو:  تصحیح 

1 (
+∞=−∞=

−→−→
><

)x(flim,)x(flim
xx 22

  

2 (a=2  ,  b=-1  ,  c=3   
3  (y=2x – 1 
  .یمكن التحقق من دلك) 4
  .یتم دراسة الوضعیة كما سبق) 5

  
      1 (a=1  ,  b=0  ,  c=2  ,  d=-1 

      2 (x=1  ,  x=-1  ,  y=x  
  .دراسة الوضعیة تم التطرق لھا سابقا) 3      

   
1 (22 ==

+∞→−∞→
)x(flim,)x(flim

xx
  

(C)یقبل مستقیم مقارب معادلتھ :y=2 
 a=2  ,  b=-3  ,  c=-1/ أ) 2
  
  
  

  .ا سبقدراسة الوضعیة تتم كم/ ب
  

21: لدینا) 1   
x

)x(u)x(f =−     

: و كدلك
xx

)x(u 10 2 ≤≤  

: و منھ
x

)x(f 11 ≤−  

01: بماأن) 2
=

+∞→ x
lim

x
=1:  فإن

+∞→
)x(flim

x
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)x(flim,)x(flim
xx

  

  :xمن أجل نل عدد حقیقي ) 2     
        22 −−= xx)x(f /  
    f /(x)>0: فإن]∞+,x∈]-∞,-1[∪]2    لما 
   f /(x)<0:  فإن]x∈]-1,2    لما 

     3 ( 
 
 
 
  
 
 
 

  .تم التطرق لإثبات مركز التناظر) 4    
  : ثلاث حلول ھيf(x)=0للمعادلة ) 5    

2
331

2
331

2
1 +

=
+

== x,x,x  

6 (  
  
  
  
  
  
  
  
  .سبق التعرض لمثل ھدا السؤال) 7
  

   :xأنھ من أجل كل عدد حقیقي نلاحظ  )1
               -x∈ℜ و  f(-x)=-f(x)  إدن fفردیة .  

          2 (
xsinkx)kx(f

xsinx)x(f
xsinx)x(f

−π+=π+
−π+=π+
−π+=π+

22
44
22

   

  
 
 
 

55

56

57

58

59

60
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f(x) 

f'(x) 
2π 0 

0 

2π 

x 
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-4
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-6
-7
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y
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x
f'(x)

f(x) 
1 

-1 

 -∞  +∞ 

2-1-2
-1

-2

0 1

1

x

y

(3 
 
 
 
 
 
 
 

  : لدیناxمن أجل كل عدد حقیقي 
20 ≤≤ )x(f   .ℜ متزایدة على f و منھ /

4 (
x)x(fx

xxsinxx
xsin

+≤≤−
+≤−≤−

≤−≤−

11
11

11
  

  :لدینا) 5
    Ax ≤−1 و 1−≤ x)x(f  
A)x(f: إدن ≥  

  +∞ یؤول إلى xحسب تعریف النھایة لما 
=∞+: فإن

+∞→
)x(flim

x
  

  
  
  
  
  
  
   

  
  
 
 
 

  x-c: المقام ھو:    تصحیح
  .x=c:معادلة المستقیم المقارب ھي) 1  

  .c=1      و علیھ 

 :لدینا) 2 
2
53 =)(f6: و منھa+b=5.  

  .4a-b=0:  و منھf /(3)=0: لدینا) 3

4 (
1

2
2
1

−
+=

x
x)x(f  

5 ((Cf) یقع أعلى (D)    
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   
  

     1 (Df=ℜ-{1,-1}       

     5 (22

24

1
183

)x(
xxx)x(f /

−
−−

=  

    P(x)=x(x-3)(x2+3x+6) 
    
 
 
 
  

 
 
 
 

     Ι (1(ℜ   Df= 

 :  فإن  ]∞+,x∈[0  لما     
1+

=
x

x)x(f  

 :  فإن  [x∈]-∞,0  لما     
x

x)x(f
−

=
1

 

2( fدالة فردیة .  
3( 1=

+∞→
)x(flim

x
 

:   فإن  ]∞+,x∈[0 لما  )4

21
1

)x(
)x(f /

+
=  

    1
00

==
→→
>< x

)x(flim
x

)x(flim
xx

  

  .0 قابلة للإشتقاق عند f      و منھ 
       

 
 
 
 
 
 
 

           
      5(  
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3 -∞ 

-∞ -∞ -∞ 

+∞ +∞ 

0 
0 

+∞ 

f(x) 
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f(x) 

f'(x) 
x 

+∞ 

-∞ 

1 -1 

 :   y≥0لما ) 6
y

yx
−

=
1

.  

 :   y≤0   لما  
y

yx
+

=
1

.  

   ھو f(x)=y للمعدلة ℜالحل الوحید على ) 7

    
y

yx
−

=
1

.  

ΙΙ (1 (Dg=ℜ-{-1,1}    

:  فإن[x∈]-∞ ,-1[∪]-1 ,0لما   ) 2    
x

x)x(g
+

=
1

  

:  فإن]∞+, x∈[0 ,1[∪]1       لما 
x

x)x(g
−

=
1

  

   3 (+∞=
→
<

)x(glim
x 1

 

  4 (21
1

)x(
)x(g /

−
=  

     1
00

==
→→
>< x

)x(glim
x

)x(glim
xx
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  [:-1 ، 1] من المجال xمن أجل كل عدد حقیقي 

( ) x)x(gf =o  
  نستنتج أن المنحنیین متناظرین بالنسبة) 6 

   .(D)     إلى 
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